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ücber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln  einer  vorgeleg- 
ten cubischen  Gleicimng. 

Dntte  AbtheiluDg,  als  Foitüct^ung  der  Abhandlungen  Tbl.  XLI,  No.  VI. 

nnd  Tbl.  XUI,  üo.  XYh 

» 

Von 

tierri)  her  diu  and  Iierz, 
Mtuor  in  dein  Ciroaiheraogl.  HeMMcben GeDdarraerie-CoriM  inDartiittadt. 


»1. 

Ist 

« 

die  gegebene  cubische  Gteichung  und  setxt  mao  in   [B.  1)] 

3)  a  =  ^e,  also  auch:  wss^e  [4.3)]; 

so  sind  die  drei  Wurzeln: 

und  da  das  Produkt  dieser  drei  Wurzeln,  mit  entgcgcnget^etzteo 
Zeichen  genoiumeo,  gleich  a  sein  tauaa,  so  erhält  man  als  Bedin- 
gung hierfür : 

4)  27ä8=9«<;  — 2c'. 
Ui 

5)  e*<36,  aUoauch  3c<<96, 
so  sind  die  drei  Wurzeln: 

6)  — Ic,  -iciVW^c^.V^^,  --ic-fiVl6^3c«.V^. 
Th«il  XLIV.  1 


2 


Ker%:  Veöer  die  Beuriheiiung  der  \lur%eln 


92. 

Schrelbl  man  für  die  gegebene  Gleichung  [Öl.,  ijj 

so  ist,  wenn  die  Bedingung  [91.  4)]  statUiudet, 

genau  ein  Faktor  dieeer  Gleichung. 
.   lat  abtr 

3)  27a  ^  Uc  -  2cs 
und  «etat  man 

4)  a=9Tr, 
indem  mao  q  so  vräblt,  dass 

5)  27^  =  Ö6c-2t^ 

ist,  (also  auch  r  eine  bekannte  Grösse  ausdruckt),  so  sei: 

6)  (3^)  =  —  6+/?, 

in  weichem  Faile  p  eine  noch  zu  bestimmende  Grösse  beseicbnet. 
In  diesem  Falle  mass- 

7)  ^o^pH^) 
genau  ein  Faktor  der  Gleichung  1)  sein. 

Wenn  man  nun  die  Gleichung  [9J  ])]  in  Bezug  auf  den  hy- 
pothetischen Faktor  [92.7)]  zerlegt,  so  ergiebt  sieb«  indem  man  . 
nach  ialtenden  Potenzen  ordnet: 

« 

1) 

Os    (3y)»  +  3c(33^)H9Ä(33,)-|-27«- 
=  (3f)H[c!Fp](3jf)"  +  t2c±ri(3y)HP«»=Fcp-p«](3y) 
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Dft  nno  nach  [92.3)— B)] 

Beio  mnss;  so  folgt,  im  Hinblicke  aaf  [22.  5)]  alsbald: 

3)  27(+r)«:F<96-3ca)pT|i» 


odor 


4)  T 


27r 


(96-3ca)l 


Seist  man: 


6) 

so  folgt: 
III. 


«) 


(96—3c»)l^" 
pBsP(9*-3c*)i, 


Es  folgt  [aus  5)  und  6)]: 

7)  Sollen  die  Grössen  R  und  also  auch  r  und  reelle 
Grossen  bessicbnen»  so  mufs  die  Bedingung 


stattfinden  nnd  die  vorgelegte  Gleichung  hat  eine  reelle  und  zwei 
imaginftre  Warsein.  [8.  4)] 

Da  die  Gleichung  III.  nur  zwei  veränderliche  Grüssen»  R  und 
Pt  enthält,  so  dient  sie  uns»  analog  den  Gleichungen  I.  und  II. 
[45  ],  zur  Aufstelinng  einer  Tabelle  [Öö.],  weiche  für  auf  einander 
folgende  Warthe  von  R  die  zugehörigen  Werthe  von  P  angiebt, 
und  welche  daher  für  Werthe  von  Ä,  welche  in  ihr  nicht  genau 
enthalten  sind,  anrjaherude  VVertfio  von  P,  u?nl  somit  auch  von  p 
und  in  Zahleufällcn  liefert.  Diese  Tabelle  (III.)  hat  dieselhe 
Einrichtnng  wie  die  Taliellen  I.  und  II.»  und  sind  da,  wo  äich  in 
Spalte  ü  ein  Querstrich  vorfindet,  die  über  diesem  Querstriche 
befindlichen  Zahlen  dem  oben  eingeschriebenen  Werthe  von  Z>, 
die  unter  demselben  befindlichen  Zahlen  aber  dem  unten  einge- 
schriebenen Werthe  von  D  anzufügen,  eine  Einrichtung,  die  auch 
schon  bei  den  Tabellen  I.  und  11.  bitte  sweckmissig  stattfinden 
hOonen* 


3c«<96   oder  c*<,U 


[91.  5)1 
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ZusammeDsteiluiig  der  verschiedenen  FSlIe,  welebe 

sich  zur  annähernden  B estimmii og  der  reollen  Wurzel 
einer  vorgelegten  cubischet)  Clicichnng  0=a-|-6^4-c^^-|-^', 
c^<36  vorausgesetzt,  ergeben. 

94. 


1) 

* 

fa>  +^  1 

a —  y  =r 

95.  . 

J) 

2) 

ct~9  =  r 

+  + 

einer  t&rgelegien  cuhiicHen  GMchmg. 
Tabelle  Iii. 


0,0<100(  M  M  H  lU 

ü,00i00üiX)i 
0,002000008 
O.D03000027 


Ü,0U4  ;ü,yil-ini)(H)64 

o,qo5  0,005000125! 

0,006  |ö,00600(^16| 

0,007  i  U.007(H1034ß 

0,000  0,009000729 
0,010  0,010001 

0,011 1 0,0 110013:51 


0,012 

0,yi20Ul72>^ 

0,013 

0,013002197 

0,014 1 

0,014002744 

0,01 \ 

y.Oir>0<>337.') 

0,0  iO 

0^17 

0,017004913 

0,01  y 

0,018005832' 

0,011) 

0,0HHm(i^59' 

0,020 

0,0200Uö  1 

0,021 

0,021009201 

0,022 

0,022010648 

0,023 

0,02:"f012107 

0,024 

0,024013824 

0,025015625 

0,020 

0,026017576 

0,027 

0,0270  HHiKi' 

04)2» 

0,028021952 

0,029 

0,029024389 

0,030 

0,030027 

0001 
0007 

0010 
0037 
0061 

0001 

0127 

0169 

0217 

0271 

0331 

0397 

0469 

or)47 

0721 
0817 

(mio 

1027 
1141 

126 
13«) 
152 
166 

^m 

195 

211 

227 

244 

201 


u.u,iti  u,03()02' 


0,031 


0,031029791 


0,033 


0,032  0,032032768  j 


0,033035987 ; 


(MKi4  0,034030304  i 


0,035 


0,035042875! 


0,036  0,036046656; 

0,037  0.(i;i7o:>OOr)3 
0,03^  0.():iSK')4>^72 
0,039  0,0390593191 
0,040  0,040004  ' 
0,041  '0.(14 100s<)2! 
0.042  (M)42074U^> 
0,043  0,043079507 
0,044  0,0440851  S4 

0,0-t:)  o.tKMOiH 

O.O-jO  O.O40l!O733() 
0,04710,047103823 
0,04s  io.04Hl  10592 
0  0  ,1!  o.O-kO  i  7049 
0,050  jO,u;>0 125 
0.051  0,051132651 
0.052  !o.052140608| 
0.o:)3  0.0:1 3 14^^77 
y  iJ54  0,054157404  ; 
0,055  io,0551«G375; 

0.050  o.o:)0i7:>()!G! 

0.0,! 7  0.0.');  1^:»  103 
0,05s  0,05x1951 12 1 
0,059  io,059205379i 

0.000  0,000::  hi  ' 


t  


Ij 


279 

298 
317 
337 
357 

37s 

400 
422 
445 

4GS 

517 

542 
568 
594 
621 
649 
077 
70G 
735 
705 
700 
827 
859 
>^01 
924 
958 

992 

027 

002 
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Tftljelle  III. 


i)=  0,00101  1  I 


2>=s  0,0010 


0,060 

0,061 
0,062 
0,063 
0,064 
0,065 
0,066 
0,067 
0,068 
0,069 
0,070 
0,071 
0,072 
0,073 
0,074 
0,075 
0,076 
0,077 
0,078 
0,079 
0,080 
0,081 
0,0^ 
0,083 
0,084 
0,085 
0,066 
0,087 
0,088 
0,089 
0,090 


0,060216 

0,061226981 

0,062238328 

0,063250047 

0,064262144 

0,065274625 

0,066287496 

0,067300763 

0,068314432 

0,060328509 

0,070343 

0,071357911 

0,072373248 

0,073389017 

0,074405224 

0,0754218f5 

0,070438976 

0,077456533 

0,078474552 

0,079493039 

0,080512 

0,081531441 

0,082551368 

0,083571787 

0,084592704 

0,085614125 

0,086636056 

0,0876585031 

0,088681472 

0,089704969 

0,090729 


0^ 

172 
200 
248 
287 
327 
367 
408 
449 
491 
534 
577 
621 
665 
710 
756 
802 
849 
896 
944 
993 


042 
092 
142 
193 
245 
297 
350 
403 


0,090  0,090729 
0,091  0,091753571 
0,092  0,092778688 
0,093  0,093804357 

0,094  0,094830584 
0,095  0,095857375 
0,096  0,096884736 
0,097  0,097912673 

0,098  0,098941192 
0,099  0,099970299 
0,100  0,101 
0,101  0,102030301 

0,102  10,103061208 
0,103!  0,10409:^727 


0,104 

0,105 


0,105124864 
0,106157625 


0,106  i  0,107 191016 


0,107 
0,108 
0,109 
0,110 
0,111 
0,112 
0,113 
0,114 
0,115 
0,116 
0,117 
0,118 
0,119 
0,120 


0,108225043 
0,109259712 
0,110295029 
0,111331 
0,112367631 
0,113404928 
0,114442897 
0,115481544 
0,1165208?5 
0»117560896 
0,118601613 
0,119643032 
0,120685159 
0,121728 


2457 
2512 
2567 
2623 
2679 
2736 
2794 
2852 
2911 
2970 
3030 
3091 
3152 
3214 
3276 
3339 
3403 
3467 
3532 
3597 
3663 
3730 
3797 
3865 


4002 
4072 
41^ 
4213 
4284 


0,00102 


R 


i)  =0,0010 
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0,120 
0,122 


0;l217i8 

0,122771561 

0423815848 


0,123  10,n4S(j()867 


0,124 
0,125 
0,126 
0,127 
0,128 
0,129 
0,190 


0, 12590(3624 
0426958125 
0,128000376 
0,129048383 
0,130097152 
0,131146689 
0,132197 


0J3I  0,133248091 
0,ia2  0,134299968 
0,133  0,135352637 
0,134  0,136406104 
0,135  0,137460375 
0,136  0,138515456 
0,137  0,139571353 
0,138  10,140628072 
0,139  0,141685619 
0,14010,142744 
0,141  0,143803221 
0,142  0,144863288 


0,143 
0,144 

0,145 

0,146 
0447 
0,148 
0449 


0,145924207 
0,146965964 
0,148048625 

0,149112136 
0450176523 
0,151241792 
0452307949 


/)=s  0,0010  j  P 


2>s  0,0010 


4356 
4429 
4502 
4576 
4650 
4725 
4801 
4877 
4954 
5031 
5109 
5188 
5267 
5347 
5427 
5508 
5590 
5672 
5755 
5838 
5922 
6007 
6092 
6178 
6264 
6351 
6439 
6527 
6610 
6705 


0,150  0,153375 
0,151  0,154442951 
0,152  0,155511808 
0,153  0,156581577 
0,154  0,157652264 
0,155  0,158723875 
0,156  0,159706416 
0,157  0,160869893 
0,158  0461944312 
0,159  0463019679 
0,160  0,164096 
0,161  0,165173281 
0,162  0,166251528 
0,163  0,167330747 
0,164  0,168410944 
0,165  0,169492125 
0,166  0,170574296 
0467  0,171657463 
0,168  0,172741632 
0,169  0,173826809 
0,170  0,174913 
0,171  0,176000211 
0,172  0,177088448 
0,173  0478177717 
0,174  0,n9268024 
0,175  0,180359375 
0,176  0,181451776 
0477  0,182545233 
0,178  0,188639752 
0,179  i  0,184735339 
0,180  lo,lb5ö32  


680 
689 
698 
707 
716 
725 
735 
744 
754 
763 
773 
782 
792 
802 
812 
822 
832 
8^ 
852 
862 
872 
882 
893 
903 
914 
924 
935 
945 
956 
967 


R         I  i>s=0,00l0  I    P  I 


Z>  =  0,0010 
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Tabelle  III. 


p 

R 

2>= 0,0010 

1  - 

1  ^ 

2>= 0,001 1 

0,180 
0,18^1 

0,182 

0,183 

0,184 

0,185 

0,1 8G 

0,187 

0,188 

0,189 

OJ90 

0,191 

0,192 

0, 1 93 

0,194 

0,195 

0,196 

0,107' 

0,19  s 

0,199 

0,200 

0,201 

0,202 

0,203 

0,204 

0,205 

0,206 

0,207 

0.208 

0,209 

0,210 

0,185832 
0,186929741 

0,18802856^ 

[0,1^0128487 
10,190229504 
1 0,191331625 
!  0,192434856 
!  0,1 93539203 
0,194644672 
0,195751269 
,'0,196859 
0,197967871 
0,199077888 
0,260189057 
0,201301384 
0,202414875 
0,203529536 
(/,i0404r>:i73 
0,205762392 
0,206880599 
0,208 

0,209120601 

0,21024240^ 

0,211365427 

0,212489664, 

0,213615125 

0,214741816 

0,215869743 

0,210998912 

0,218129329 

0,219261 

977 
988 
^  999 
010 
021 
032 
043 
055 
066 
077 
080 
100 
'  112 
123 
135 
147 
158 
170 
182 
194 
206 
218 
230 
242 
255 
267 
279 
292 
304 
317 

0,21c 

0,211 

0,21-2 

0,213 

0,214 

0,215 

0,216 

0,217 

0,218 

0,219 

0,220 

0,221 

0,222 

0,223 

0,224 

0,225 

0,226 

0,227 

0,228 

0,229 

0,230' 

0,231 

0,232 

0,233 

0,234 

0,235 

0,236 

0,237 

0,238 

0,239 

(),240; 

\  0,219261 

0,220393931 
0,221528128 
0,222663597 
0,223800344 
0,224938375 
1 0,226077696 
0,227218313 
0,228360232 
0,229503459 
0,230648 
0,231793861 
0,232941048 
0,234089567 
0,235239424 
0,236390625 
0,237543176 
0,238697083 
0,239852352 
0,241008989 
0,242107 
0,243326391 
0,244487168 
0,245649337 
0,246812904; 
0,247977875 
0,249144256 
0,250312053! 
0,2514^1272^ 
0,252651dl9| 
0,253824  1 

329 
.342 

355 

307' 

380 

393 

406 

419 

432 

445 

459 

472 

485 

499 

512 

526 

539 

553 

500 

580 

594 

608 

622 

636  ^ 

650  * 

664 

678 

692 

706 

721 

P 

R 

D=o,ooii  1  p  j 

,R        1   i>= 0,0011 

.  d  by  Google 
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p  ' 

0,241 

0,254997521 

0^2 

0,250172488 

0^ 

0,257348907 

0,244 

0,258526784 

0^45 

0,259706125 

0,246 

0,260886936 

0,247 

0,262069223 

0,248 

0,263252992 

0,249 

0,264438249 

0,250 

0,265625 

0,251 

0,266S 13251 

0,252 

0,208005008 

/)  — o.nni  1 


! 


7? 


7)  =  0,001 2 


0^53 10,269] 94277 
0,254  0,270387064 
0,255  0,271581875 
0,256  0,272777216 
0,257  0,273974593 
0,258  0,275173512 
0,259  0,276373979 
0,260  0,277576 
0,261  0,278779581 
0,262  0,279984728 
0,263  0.281191447 
0,264  0,2^2399744 
0,265  0,283609625 
0,266 10,28482 1096 
0,267  0,2800:^103 
0,268  0,287248832 
0,269  0,288465109 
0,270  0,289683 


735 
750 

764 
779 
793 
808 
823 
838 
853 
868 
883 
898 
913 
928 
943 
958 
974 
9^0 
"005 
020 
036 
051 
067 
083 
099 
115 
131 
147 
163 
179 


0,270 

0,271 

0,272 

0,273 

0,274 

0,275 

0,276 

0,277 

0,278 

0,279 

0,280 

0,281 


0,289683  I 

0,29090251 1 ' 

0,292123648 

0,293346417 

0,294570824 

0,295796875 

0,297024576 

0,298253933 

0,299484952 

0,300717639 

0,301952 

0,303188041 


0,282  0,304425768 
),283  0,305665187 
),284  0,306906304 
0,285  0,308149125 
0,286  0,309393656 
3,2S7  0,310639903 
0,288  0,311887872 
0.289  0,313137569 
),-290  0,314389 
|0,291  0,315642171 
). 292  0,316897088 
0,293  0,318153757 
0.294  0,319412184 
0.295  0,320672375 
0,296  0,321934336 
0,297  0,323198073 
0,298  0,324463592 
0,299  0,325730899 
0,iOo'o,327 


195 
211 

228 
244 
261 

277 

294 

310 

327 

344 

360 

377 

394 

411 

428 

445 

462 

480 

497 

514 

532 

549 

567 

584 

602 

620 

637 
655 

073 
691 


r 


R 


0.00  12 


R 


i>  =  0,0012 


10 


A'«r%:  üeder  die  Bettrtkeilyns  tter  Witr%ela 
Tabelle  III. 


R 


0,3üU 

0,302 

0,303 
0,304 

o,ao5 

0,306 

0,307 
0,308 
0,309 
0,310 
0,3  il 
0,312 
0,313 
0,314 
0,815 
0,310 
0,317 
0,318 
0,319 
0,320 
0,321 
.  0,322 
0,323 
0,324 
0,325 
0,326 
0,327 
0,328 
0,329 
0,330 


0,327 

0,320270901 
0,329543608 

0,330«[8127 

0,832094464 

0,333372025 

0,334652616 

Ü,33ä934443 

0,33721^112 

0,338503629 

0,339791 

0,341080231 

0,342371328 

0,343664297 

0,344959144 

0,346255875 

0,347554496 

0,348855013 

0,350157432 

|0,35146i7jU 

0,352768 

0,354076161 

0,355386248 

0,3666y?*267 

0,358012224 

0,359328125 

0,360645976 

0,361965783 

0,363287552 

0,364611289 

0,365937 


D= 0,001 2 


709 
727 

745 
763 
782 
800 
818 
837 
855 
874 
892 
911 
930 
948 
967 
986 


005 
024 
043 
062 
082 
101 
120 
140 
160 
179 
198 
218 
237 
257 


JD  =  0,00I3 


0,330  0,36.>93  / 


0,331 
0, 332 


0,367264691 
0,368594368 


0.333  0,369926037 


0,334 
0,335 
0,336 


0,371259704 
0,372595375 
0,37  V 33056 


0,337  0,375  7^753 


0,338 
0,339 
0,340 
0.341 


0,376614472 
0,377958219 
0,379304 

0,380()5 1 82 1 


0,342,0,362001688 


0,343 

0,344 


0,383353607 

0,384707584 


0,345  0,3>6Ü63625 


0,346 
0,347 

0,348 
0,349 
0,350 
0,351 
0,352 
0,353 
0,354 
0,355 
0,356 
0,357 
0,358 

K,359 
,360 


0,387421736 
0,388781923 

0,390144192 

0,391508549 

0,392875 

0,394243551 

0,395614208 

0,3909^^6977 

0,398361864 

0,399738875 

0,4011180161 

0,402499293 

0,403882712 

0,405268279 

0,406656 


277 

2U7 

317 

337 

357 

377 

397 

417 

437 

458 

478 

499 

519 

540 

560 

581 

602 

623 

644 

665 

686 

707 

728 

749 

770 

791 

813 

834 

856 

877 


R 


i>  =50,0013 


R 


i)AO,0O18 


Digitized  by  GÖpgle 
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0,500 


2>=:0,0018  I  P 


R 


i>=r0,00l4 


0,406656 
0^110,408045881 

0,362,0,409437928 

0^64  0,412228544 
a«365  0,413627125 
0,366  0,415027896 
ü,a67jU,4i(>480S63' 
0^368  0,417836032 
0^  0^19243409 
0,370  0,420653 
0,371  0,4220t>4811 
0,372  0^423478848 
0,373  0,424895117 
0,374  0,426318624 
0,375 j(  1.4:^;  7^4375 
.0^76  0,429157376 
0,377  0,430582633 
0,378  0,432010152 
0,379  0,433439939 
0^p,434872 
0,3810,436306341 
0,382  0,437:4:1968 
0,383  0,439181887 
0,384  0,440623104 
iM85  0,442066625 
0,386  0,443512456 
0,387  0,444960603 
0,388  0»446411072 
0,389)0,447863869 
0,390  0,449319  i 


899 
920 
942 
964 
986 


008 

030 

052 

074 

096 

118 

140 

163 

185 

208 

230 

253 


275 


298 
321 
343 
366 
389 
412 
435 
458 
481 
505 

551 


0,390 

),391 


0,449319 
0,450776471 


0,392  0,452236288 
0,393  (),453()98457 
0,394  0,455162984 
),395  0,456629875 
),39(>  0,458099136 
),397  (),45957o773 
0,398  0,461044792 
0,399  0,462521199 
),400  0,464 
),401  0,4654^^1201 
0,402  0,466964808 
0,403  0,468450827 
0,404  0,4G99392tU 
0,405  0,471430125 
0,406  0,472923416 
0,407  0,474419143 
0,40sk47:)9l7312 
0,409  0,477417929 
0,410  0,478921 


0,41 1 

0,480426531 

0,412 

0,4^1934528 

0,413 

0,483444997 

0,414 

0,484957944 

0,415 

0,486473375 

0,416 

0,487991296 

0,417 

0,489511713 

0,418 

0,491034632 

0,419 

0,49256(X)59 

0,420  [0,494088 


575 
598 
622 
645 
t)69 
693 
716 
740 

7l)4 

788 
812 
836 
860 
884 
909 
933 
957 
982 
006 
031 
055 
080 
105 
129 
154 
179 
204 

354 
279 


D  =  0,001 4 


27=0^001» 


Digitized  by  Google 
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p 

E 

2>  =  0,0015 

P 

R 

D  =  ü,uui6 

0,420 
0,421 
0,422 

0,494088 

0,495618461 
0,497151448 

305 
330 

355 
381 
406 
432 
457 
483 
508 
534 
560 
586 
612 
638 

r>64 

690 
716 

742 
768 
795 

848 
874 
90] 
927 

0,450 
0,451 
0,452 

0,541125 

0,542733S51 

0,544345408 

089 
116 
143 
170 
197 
^4 
252 
279 
307 
334 
362 
389 
417 
445 
473 
501 
529 
557 
585 
613 
641 
669 
698 
726 
755 
783 
812 

0,423 
0,424 

0,498686967 

0,500225024 

0,453 
0,454 

0,545959677 

0,547576664 

0,42r) 

0,r)Ol  765625 

0,455 

0,549196375 

0,42d 
0,427 

0,503308776 
0,504854483 

0,456 

0,457 

0,550818816 
0,552443993 

0,428 

0,506402752 

0,458 

0,554071912 

0,429 

0,507953589 

0,459 

0,555702579 

0,430 
0,451 

0,43  L' 

0,509507 
0,511062991 

(1.51 262 131)8 

0,460 
0,461 
0,462 

0,557336 
0,558972181 

0,500011128 

o,4aa 

0,514182737 

0,463 

0,562252847 

0,434 

0,515746504 

0,464 

0,563897344 

0,435 

0,517312875 

0,465 

0,565544625 

ü,436 

0,518881856 

0,466 

0,567194696 

0,437 

0,520453453 

0,467 

0,568847563 

0,438 

0,522027672 

0,468 

0,570503232 

0,439 

0,523604519 

0,469 

0,572161709 

0,440 

0,525184 

0,470 

0,573823 

0,441 

0,526766121 

0,471 

0,575487111 

0,442 

0,528350688 

0,472 

0,577154048 

0,443 

0,52993^307 

0,473 

0,578823817 

0,444 

0,531528384 

0,474 

0,580496424 

0,445 

0,533121125 

0,475 

0,582171875 

0,446 

0,534716536 

953 
981 

0,476 

0,583850176 

0  447 
0,448 

0.530314023 
0,537915392 

()  477 
0,478 

0  585531333 
0,587215352 

008 

840 

869 
898 

0,449 

0,539518849 

035 
062 

0,479 

0,588902239 

0,450 

0,541125 

0,480 

0,590592 

P 

n 

i)  =  0,0016 

i 

P 

7? 

"  0,001  r, 

einer  vorgeiefflen  eublsehen  OiHcAung, 


13 


Tabelle  Iii. 


=  0,0016 


Ii 


0,480  0,590592 
0,481  0,592284641 
0,482  0,593980168 
0,48S  0,595678587 
0,484;  0,597379904 
0,485  '  0,599084125 
0,486  i  0,600791256 
0,487 :  0,602501303 
0,488 1  0,604214272 
0,489  0,605930169 


0,490 
0,491 


0,607649 
0,609370771 


0,492  0,611095488 
0,493  0,012823157 
0,494  0,614553784 
0,495 ;  0,616287375 
0,496 !  0,618023936 
0,497  0,619763473 
0,498  0,621505992 
0,499 !  0,623251499 , 
0,500 1  0,625 


0,501 
0,502 

0,503 
0,504 
0,505 
0,506 


0,626751501 
0,628506008 

0,630263527  i 
0,632024064 
0,633787625 
0,635554216 


0,507 1  0,637323843 


0,508 
0,500 


0,639096512 
0,640872229 


0,51010,642651 


925 
955 

984 


013 
042 

071 
100 
130 
159 
188 
218 
247 
277 
306 
336 
366 
395 
425 
455 
485 
515 
545 
575 
605 
636 
666 
696 
727 
757 
787 


0,510 
0,511 
0,512 
0,513 
U,5U 
0,515 
0,516 
0,517 
0,518 
0,519 
0,520 
0,521 
0,522 
0,523 
0,524 
0,525 
0,526 
0,527 
0,528 
0,529 
0,530 
0,531 
0,532 
0,533 
0,534 
0,535 
0,536 
0,537 
0,538 
0,539 
0,540 


X>  =  0,0017 


0,642651  I 

0,644432831 ! 

0,646217728 

0,648005697 

0,649790744 

0,651500875 

0,653388696 

0,655188413 

0,656091832 

0,658798359 

0,660608 

0,662420761 

0,664236648 

0,666055667 

0,667877824 

0,669703125 

0,671531576 

0,673363183 

0,675197952 

0,677035889 

0,678877 

0,680721291 

0,682568768 

0,6844  !ü437 

0,680273304 

0,688130375 

0,689990656 

0,691854153 

0,603720872 

0,695590819 

0,697464 


818 
849 

880 
910 
941 

972 


003 
034 
065 
096 
128 
159 
190 
222 
253 
285 
316 
348 
380 
411 
443 
475 
507 
539 
571 
603 
635 
667 
699 
732 


7? 


l> 


(J.Oü  1 


R 


h  —  0,(Mii8 


Digitized  by  Google 


u 


k'0r%:  VHtr  die  Beurtheiluny  der  Wnrwin 


VnfteUe  III. 


m 


R 


2)  =  0,0018 


P 


R 


i^=r  0,0019 


0,540  0,(i974Ü4 
0,d41  0,01^40421 
0,542  0JD1220088 
0,543  0,703103007 
0,544  0,704989184 
0,54d  0,706878625 
0,546  0J08771336 
0,547  0,710067323 
0,548  0,712566592 
0,549  0,714469149 
0,550  0,716875 
0,551  0,718284151 
0,552  0,720196608 
0,553  0,722112377 
0,554  0,724031464 
0,555  0,725953875 
0,556  0,727879616 
0,557  0,729608693 
0,558  0,731741112 
0,559  0,733676879 
0,560  0,735616 
0,561  0,737558481 
0,562  0,739504328 
0,563  0,741453547 
0,564  0,743406144 
0,565  0,745862125 
0,566  0,747321490 
0,567  0,749284263 
0,568  0,751250432 
0,569  0,753220009 
0,570  0,755193 


764 

797 
829 
862 
894 

927 
960 

993 


026 

059 
092 
125 
158 
191 
224 
257 
291 
324 
358 
391 
425 
458 
492 
526 
560 
594 
628 
662 
696 
730 


0,570 
0,571 
0,572 
0,573 
0,574 
0,575 
0,576 
0,577 
0,578 
0,579 
0,580 
0,581 
0,582 
0,583 
0,584 
U,ü'Ü^5 
0,586 
0,587 
0,588 
0,589 
0,590 
0,591 
0,592 
0,593 
0,594 
0,595 
0,596 
0,597 
0,598 
0,599 
0,600 


Ds:  0,0019 


»  P 


0,755193 

0,757169411 

0,759149248 

0,761132517 

0,763119224 

0,765109375 

0,767102976 

0,769100033 

0,771100552 

0,773104539 

0J75112 

0,777122941 

0,779137368 

0,781155287 

0,788176704 

0,785201625 

0,787230056 

0,789262003 

0,791297472 

0,793336469 

0,795379 

0,797425071 

0,799474688 

0,801527857 

0,803584584 

0,805644875 

0,807708736 

0,809776173 

0,811847192 

0,818921799 

0,816! 


764 

798 
833 
867 
901 
936 
971 


005 
040 

075 
109 
144 
179 
214 
249 
284 
319 
355 
390 
425 

461 

i^96 
532 
567 
603 
639 
674 
710 
746 
782 


R 


D  —  n,oo20 


d  bv  Google 


eimt  94tr9clr9ten  eudiseke/i  tleichmp. 


Tttbelle  III. 


15 


JJ  =  0,0020 


R 


D  =  0,002 


0,600 

0,60i 
0,602 
0,603 
0,604 
0,605 
0,606 
0,607 
0,608 
0,600 
0,6IÜ 
0,611 
0,612 
0,613 
0,614 
0,615 
0.616 
0,617 
0,618 
0,619 
0,620 
0.621 


0,816 

0,818081801 

0,820167208 

0,8^256227 

0,824348864 

0,826445125 

0,828545016 

0,830648543 

0,832755712 

0,834866529 

0,836981 

0,839000131 

0,841220928 

0,843346397 

0,845475544 

0,847608375 

0.849744896 

0,851885113 

0,854029032 

0,856176659 

0,858328 

0,8604^^3061 


0,62210,862641848 


0,623 
0,624 
0,625 
0,626 
0,627 
0,628 
0,^29 
0,030 


0,864804367 

0,866970624 
0,869140625 
0,871314370 
0,873491883 

0,875673152 
0,877858189 

0,880047 


818 
854 

890 
926 
963 
999 
035 
072 
108 
145 
181 
2X8 
255 
291 
328 
365 
402 
439 
476 
513 
551 
588 
625 
662 
700 
738 
775 
813 
850 
888 


R 


2)  =  0,0021 


0,630 
0,631 
0,632 
0,633 
0,634 
0,635 
0,636 
0,637 
0,638 
0,639 
0,640 
0,641 
0,042 
0.G43 
0,644 
0,645 
0,646 
0,647 
0,648 
0,649 
0,650 
0,651 
0,652 
0,653 
0,654 
0,655 
0,656 
0,557 
0,658 
0,659 
0,660 


0,880047  I 
0,882239591 | 
0,884435968  i 
0,886636137 
0,888840104 
0,891047875 
0,893259456 
0,895474853 
0,897694072 
0,8999J7il9^ 
0,902144  I 
0,904374721 1 
0,906609288  ^ 
0,908847707 ' 
0,911089984 
0,913336125 
0,915586136 
0,917840023 
0,920097792 
0,922359449 
0,924625 
0,926894451 
0,929167808 
0,931445077 
0,933726264 
0,936011375 
0,938300416 
0,940593393 
0,942fe90312 
0,945191179 
0,947496 
R 


1926 
1964 

2002 

2040 

2078 

2116 

2154 

2192 

2230 

2269 

2307 

2346 

2384 

2423 

2461 

2500 

2539 

2578 

2617 

2656 

2695 

2734 

2773 

2812 

2851 

2890 

2930 

2969 

3009 

3048 

D  =  0,002 


i^iyui^u^  Ly  Google 


K€r%:  Oeber  die  BeurthtUung  ätr  Wurteln. 


Tabelle  III. 


R 


0,660 

0,661 
0,662 
0,663 
0,664 
0,665 
0,666 
0,667 
0,668 
0,669 
0,670 
0,671 
0,67-2 
0,673 
0,674 
0,675 
0,676 
0,677 
0,678 
0,679 
0,680 
0,681 
0,682 
Ü,6b3 
0,684 
0,685 
0,686 
0,687 
0,688 
0,689 
0,690 


0,947496 

0,949804781 

0,952117528 

0,954434247 

0,956754944 

0,959079625 

0,961408296 

0,963740968 

0,966077632 

0,968418309 

0,970763 

0,973111711 

0,975464448 

0,977821217 

0,980182024 

0,982546875 

0,984915776 

0,9872^^^733 

0,989665752 

0,992046839 

0,994432 

0,996821241 

0,999214568 

1,001611987 

1,004013504 

1,006419125 

1,008828856 

1,011242703 

1,013660672 

1,016082769 

1,018509 


D  =  0,0023 


088 
127 
167 
207 
247 
287 
327 
367 
407 
447 
487 
527 
568 
608 
649 
680 
730 
770 
811 
852 
892 
933 

"  015 
056 
097 
138 
180 
221 
262 

i>=  0,0024 


R 


0,690 
0,691 
0,092 
0,693 
0,694 
0,695 
0,696 
0,697 
0,698 
0,699 
0,700 
0,701 
0,702 
0,703 

0,705 1 

0,700 

0,707 

0,708 

0,709 

0,710 

0,711 

0,712 

0,713 

0,714 

D,715 

0,716 

0,717 

0,718 

0,719 

0,720 


1,018509 

1,020989871 
1,02837:^^8 
1,025812557 
1,028255384 
K03Ü7 1)2375 
1,033153536 
1,035608873 
1,038068392 
1,040532099 
1,043 

1,045472101 

1,047948408 

L050428927 

1,052913664 

1,055402625 

1,057895816 

1,060393243 

1,062894912 

1,065400829 

1,067911 

1,070425431 

1,072944128 

1,075467097 

1,077994344 

1,080525875 

l,083d61696 

1,085601813 

1,088146232 

1,090694959 

1,093248 


I>s=  0,0094 


304 
345 
387 
428 
470 
512 
553 
594 
637 
679 
721 
763 
805 
847 
890 
932 
974 
017 
059 
102 
144 
187 
230 
272 
315 
358 
401 
444 
487 
530 

jD  =  0,0025 


d  by  Google 
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R 


2>=  0.0025 


p 

R 

0,751 

l,1745o4751 

1,1/  /25900n 

u,7oo 

1,179957777 

0,704 

1  1äO<iü1AA>l 

l,ic$zDOl0o4 

0,755 

1,185368875 

0,  /  JO 

I,loö0ol21o 

0,/07 

1   1  AATAO/IAO 

l,19079o09o 

A  TfCQ 
0,/0ö 

I,19oal9ol2 

1JVK)245479 

A  THA 
A  Tiii 

0,7ol 

1    1  AUA^/! 

l,iy(?970 
1,2017 llOol 

0,7o2 

1,204450728 

0,7üo 

1,20/ 104947 

0,  /D4 

l,J0yiHoi44 

0,765 

1,212097125 

0,766 

1,215455096 

0,767 

1,218217663 

0,768 

1,220984832 

0,769 

1,223756609 

D  =  0,002 


0,720 
0,721 
0,722 
0,723 
0,724 
0,725 
0,726 
0,727 
0,728 
0,729 
0,730 
0,731 
0,732 
0,733 
0,734 
0,735 
0,736 
0,737 
0,738 
0,739 
0,740 
0,741 
0,742 
0,743 
0,744 
0,745 
0,746 
0,747 
0,748 
0,749 
0,750 


09r)S()r)36i 


09S3(i7()48 
100933067 


103503424 

100078125 


10S(i:)7176 
111240583 


113828352 


116420489 

119017 

V21fi17HQ1 


1242-23168 
120832837 


1 29440904 
132065375 


1 34088256 
1 373 1  .")r)53 


139947272 
142583419 
145224 
147809021 


150518488 
153172407 
155830784 


i:tH493(r25 


161160936 


163832723 
10050^992 


169189749 
1 71 875 


574 
617 

ÜÜO 
104 
141 
191 
834 
818 
921 
965 


009 
053 
097 
141 
185 

229 
2J3 

311 
361 
406 
450 
,495 
539 
584 
028 
623 
118 

im 

808 

853 


0  J70 1 1,220533 

1,229314011 


0.771 
0,772 
0,773 
0,774 
0,775 
0,776 
0,777 
0,778 
0,779 
0,780 


1,232099648 
1,234889917 

1,237684824 
1,240484375 
1,243288576 
1,246097433 
1,248910952 
1,251729139 
1,254552 


6898 
6943 
ÜÖ88 
1033 
IÖI8 
1123 
UM* 
1214 
7260 
J305 
7351 
7396 
7442 
7488 
7534 
7580 
7626 
7672 
7718 
7764 
7810 
7856 
7903 
7949 
7996 
8042 
8089 
8135 
8182 
8229 


D  =  0.0026 


R 


JJ  =  0,002 


Thcil  XLIV. 
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herz:  (Jeder  die  Beurtheitung  der  Wurzeln 
Tftbpllo  MIM. 


R 


D  —  0,0028 


R 


D  =  0,002 


1 


1 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


254552 


257379541 


260211768 


26.^048687 


>26ri8aoaQ4 


26^736625 


271587656 


274443403 


277303872 


•280169069 


283039 


285913671 


288793088 


291077257 


297459875 


300358336 


303261573 


306169592 


082399 


ai2 

314922401 


317849608 


320781627 


326660125 


329606616 


332557943 


335514112 


338475129 


341441 
R 


275 
322 
369 
416 
463 
510 
557 
605 
652 
69d 
242 
2M 
842 
889 

937 
985 


032 

080 

128 
I7ß 
224 
222 
320 
368 

4n 

4Ü5 
513 

562 
610 

659 

£>  =  0,0029 


0.810 
0,81 1 
0,812 
0,813 
0,814 
0,815 
0,816 
0,817 
0,818 


0,819 
0,820 


0,821 

0,822 
0,823 
0,824 
0,825 
0,826 
0^ 
0,828 
0,829 
0,830 


0,831 
0,832 
0,833 
0,834 
0,835 
0,836 
0,837 
0,838 
0,839 
0,840 


1,341441 
1.344411731 
1,347387328 
1,350367797 
1,353353144 
1,356343375 
1,359338496 
1,362338513 
1,365343432 
1,308353259 
1,371368 
1,374387661 
1,377412248 
1,380441767 
1,383476224 
1,386515625 
1,389559976 
1,392609283 
1,395663552 
1,398722789 
1,401787 
1,404856191 
1,407930308 
1,411009537 
1,414093704 
1,417182875 
1,420277056 
1,423376253 
1,426480472 
1,429589719 
1,432704 
R 


9707 
9756 
9805 
9853 
9902 
9951 


0000 
0049 
0098 
0147 
0197 
0246 
0295 
0345 
0394 
0444 
0493 
0543 
Ö592 
0642 
0692 
0742 
0792 
0842 
0892 
0942 
0992 
1042 
1092 
1143 

D  =  0,003 


Tabelle  III. 


R 

R 

Z>  =  0,0031 

R 

R 

D  =  0,003 

0,840 

1 ,432704 

193 
244 
294 
345 
395 
446 
492 
548 
599 
050 
201 
252 
603 
854 
905 
956 

0,870 

1,528503 

2233 
2785 
2838 
2890 
2943 
2995 
3048 
3100 
3153 
3206 
3258 
3311 
3363 
3417 
3470 
3523 
3576 
3630 
3683 
3736 
3790 
3843 
3897 
3950 
4004 
4058 
4111 
4165 
4219 
4273 

0,841 

1,435823321 

0,871 

1,531770311 

0,842 
0,843 

1,438947688 

0,872 
0,873 

1,535054848 

1,442077107 

1,538338617 

0,844 

1,445211584 

0,S74 

1,541627624 

0,845 
0,846 
0,847 

1,448351125 

0,875 
0,876 
0,877 

1,544921875 

1,451495736 

1,548221376 

1,454645423 

1,551526133 

0,848 
0,849 

1,457800192 

0,878 
0,879 

— j—  

1,554836152 

1,400960049 

1,558151439 

0,850 

1,464125 

0,880 

— 1 

1,561472 

0,851 

1,467295051 

0,881 

1,564797841 

0,852 

1,470470208 

0,882 

— 3 — .  

1,568128908 

0,853 

— 3 — 

1,473650477 

0,883 

1,571465387 

0,854 

1,476835864 

0,884 

1,574807104 

0,855 

1,480026375 

0,885 

1,578154125 

0,856 

1,483222016 

0,886 

1,581500456 

0,857 

1,486422793 

008 
059 

m 

162 
214 
265 
312 
369 
421 
473 
525 
577 
629 
681 

0,887 

1,584864103 

0,858 

1,489628712 

0,888 

1,588227072 

0,859 

1,492839779 

0,889 

1,591595369 

0,800 

— i  — 

1,496056 

0,890 

1,594969 

0,861 

1,499277381 

,891 

1,598347971 

0,862 

1,502503928 

0,892 

1,601732288 

0,863 

1,505735647 

0,893 

1,005121957 

0,864 

1,508972544 

0,894 

1,608510984 

0,865 

1,512214625 

0,895 

1,611917375 

0,866 

1,515461896 

0,896 

1,615323136 

0,867 

1,518714363 

0,897 

1,618734273 

0,868 

1,521972032 

0,898 

1,622150792 

0,869 

1,525234909 

0,899 

1,625572699 

0,870 

1,528503 

0,900 

1.629 

R 

R 

D  =  0,0032 

R 

R 

D=:  0.003 

2» 


Google 
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herz:   Veber  die  Beurtheilung 
Tiiliellp  III. 


der  Wurzeln 


p 

U,9ÜU 

1,629 

l,0^5z4^12/UI 

0,903 

l,h.-J9.i  14.-127 

0,904 

l,o4z/n.i:£n4 

U,V)l).J 

1,040^1/0^0 

0,90o 

1  A/lfUiTT/i  1  ß 
l,04V>t)i  /  4  1  O 

0,907 

l,0OtiI4zo4o 

U,9üo 

J  ,ODOO  1  O.i  1  X 

o,yu9 

l,OOlHioy4Jy 

0,910 

1,00»J  J  /  l 

n  1 1 
0,911 

1,00  /  U,)cUo  1 

0,91z 

0,91a 

l,Oi  •*U4o4Ui 

•  0,914 

1,0/  /O.)  1  \>44 

A  AI  K. 

0,91 .1 

1  ßWl  n<in!47'''» 
l,OeJUOUo/  J 

0,916 

l,on4;)/;)ZVMi 

0,917 

l,uc<oUy.)2Jo 

0,91  o 

I,oyioz0oo2 

0,919 

l,o9nioj  .)oy 

0,920 

1,090000 

0,921 

0,922 

1  7rtfi777A/4Ä 
1,/UO/  /  /44Ö 

A  AOQ 

1  7nOQ^lrt/lA7 
l,/UytiöU40/ 

A  Ar»  i 

1,  / izosyuj4 

0,925 

I,71o4ool2ü 

0,926 

1,720022776 

0,927 

1,723597983 

0,928 

1,727178752 

0,929 

1,730765089 

0,930 

1,734357 

P 

R 

D  =  0,0034 

321 

38T 

435 

489 

544 

598 

652 

lül 

Ifil 

816 

870 

925 

980 


Ü8Q 

IM 

199  ^ 

254 

309 

364 

42Q 

415 

530 

586 

641 

697 

752 

808 

863 

919 

D  —  0,0035 


0,930 


0,931 
0,932 


0,933 
0,934 
0,935 
0,936 


0,937 
0,938 


0,939 
0,940 


0,941 
0,942 
0,943 


0,944 


0,945 
0,946 
0,947 
0,948 
0,949 
0,950 


0,951 
0,952 


0,953 

0,954 


0,955 
0,956 
0,957 
0,958 
0,959 
0.960 


R 


734357 


737954401 


741557568 


745166237 


748780504 


752400375 


756025856 


759656953 


763293072 


166236019 


770584 


774237621 


7789<)888 


7815()iS()7 


785232384 


788908625 


792590536 


796278123 


799971392 


803670349 


807375 


811085851 


814801408 


818523177 


82225()()64 


825983875 


829722816 


833467493 


837217912 


840974079 
844736 


Jj  —  0,003 

5975 

6031 

6087 

6143 

6199 

6255 

6311  * 

6367 

6423 

6450 

6536 

6593 

6649 

6706 

6762 

6819 

6876 

6933 

6990 

7047 

7104 

7161 

7218 

7275 

7332 

7389 

7447 

7504 

7562 

7619 

D  =  0,003 
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R 


D  —  0,003 


R 


D  —  0.0039 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


844736 


848503681 


852277128 


H56()5()347 


859841344 


863632125 


867428096 


871231063 


875039232 


878853209 


882073 


88049^^611 


890330048 


894167317 


89S010424 


901859375 


905714176 


909574833 


913441352 


917313739 


921192 


925076141 


928966168 


932862087 


936763904 


940671625 


944585256 


948504803 


952430272 


956361069 


1,960299 


mi 

TIM 
7792 
I85D 
I9Ü8 
7966 
8024 
8Ü82 
814Q 
8198 
8256 
8314 
8313 
8431 
8490 
8548 
8ÖÖI 
8665 
8124 
8183 
8841 
890Ü 

mm 

ÖÜIH 

9ün 

91M 
9195 
9255 
93 14 
9313 


0,990 
0,991 

0,902 


0,993 


0,994 


0,995 


0,996 


0,997 


0,998 


0,999 


1,000 

1,01 

1,02 

1 ,03 

1,04 

1,05 

1,06 

1,07 

1,08 

1,09 

1,10 

Ul 
L12 
1,13 
1J4 


1,900299 

1,964242271 

1,968191488 


1,972146657 
1,976107784 


1,980074875 
1,9S4047936 


1,988026973 
1,992011992 
1,99()002999 


2, 

2,040301 

2,081208 

2  J  22727 

2,104804 

2,207625 

2,251016 

2,295043 

2,339712 

2,385029 

2,431 

2,477631 

2,524928 

2,572897 

2,021544 


1,15 
1,16 
1,17 
1,18 
1,19 
1,20 


2.070875 
2,720896 
2,771613 
2,823032 
2,875159 
2,928 


433 
492 

552 
611 

131 
790 

850 
910 
910 


40301 
40907 
41519 
42137 
42761 
43391 
44027 
44669 
45317 
45971 
46631 
47297 
47969 
48647 
49331 
50021 
50717 
51419 
52127 
52841 


R 


D  —  0.003 


R 


D  —  0,0 
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A'crz:  Vcber  die  Beurtheilting  der  Wurzeln 


Tabelle  Bit. 


R 


Z>  =  o,o 


R 


D=z  0,0 


1,20 
1,21 
1,22 
1,23 
1,24 
1,25 
1,26 
1,27 
1,28 
1,29 
1,30 
1,31 
1,32 
1,33 
1,34 
1,35 
1,36 
1,37 
1,38 
1,39 
1,40 
1,41 
1,42 
1,43 
1,44 
1,45 
1,46 
1,47 
1,48 
1,49 
1,50 


2,928 
2,981561 
3,035848 
3,090807 
3,146624 
3,203125 
3,260376 
3,318383 
3,377152 
3,436689 
3,497 
3,558091 
3,619968 
3,682637 
3,746104 
3,810375 
3,875456 
3,941353 
4,008072 
4,075619 
4,144 
4,213221 
4,283288 
4,354207 
4,425984 
4,498625 
4,572136 
4,646523 
4,721792 
4,797949 
4,875 
R 


53561 
54267 
55019 
55757 
56501 
57251 
58007 
58769 
59587 
60311 
6.1091 
61877 
62669 
63467 
64271 
65081 
65897 

66719 
67547 


09221 
70067 
70919 
71777 
72641 

13511 

74387 

25269 
761 57 
77051 


1,50 
1,51 
1,52 
1,53 
1,54 
1,55 
1,56 
1,57 
1,58 
1,59 
1,60 
1,61 
1,62 
1,63 
1,64 
1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 
1,70 

LH 

1,72 
1,73 
1,74 
1,75 
1,76 
1,77 
1,78 
1,79 
1,80 


4,875 

4,952951 

5,031808 

5,111577 

5,192264 

5,273875 

5,356416 

5,439893 

5,524312 

5,609679 

5,696 

5,783281 

5,871528 

5,960747 

6,050944 

6,142125 

6,234296 

6,327463 

6,421632 

6,516809 

6,613 

6,710211 

6,808448 

6,907717 
7,008024 
7,109375 
7,211776 
7,315233 
7,419752 
7,525339 
7,632 
E 


77951 

78857 

79769 

80687 

81611 

82541 

83477 

84419 

85367 

86321 

87281 

88247 

89219 

90197 

91181 

92171 

93167 

94169 

95177 

96191 

97211 

98237 

99269 

0031 

0135 

0240 

0346 

0452 

0559 

0666 

z-»  =  0,1 
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Valifflli^  III. 


R 


2)  =  0,1 


1,80 
1,81 
1^ 
1,83 
1,84 
1,85 
1,86 
1,87 
1,88 
1,89 
1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 
1,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 
2,00 
2,01 
2,02 
2,03 
2.04 
2,05 
2,06 
2,07 
2,08 
2.09 
2,10 


7,632 
7,739741 

7,848568 
7,9584S7 
8,069504 
8,181625 
8,294856 
8,409203 
8,524672 
8.641269 
8,759 
8,877871 
8,997888 
9,1 19057 
9,241384 
9,364875 
9,489536 
9,615:U3 
9,742392 
9,870599 
HL 

10,130601 
10,262408 
10,395427 
10,529664 
10,665125 
10,801816 
10,939743 
11,078912 
11,219329 
11.361 
R 


ÖII4 
0883 
0992 
11112 
1212 

ma 

1435 
1541 

1660 
1123 
1S8I 

mn 

2117 

2233 
2349 
2466 
25M 
2702 
2821 

3ÜÜÜ 

äi8i 


3302 


^669 

3193 

mi 

'  4042 
^  4167 

Z>  — 0,1 


2.10  11,361 

2.11  11,503931 

2.12  11,648128 

2.13  11,793597 

2.14  11,940344 

2.15  12,088375 

2.16  12,137696 

2.17  12,388313 

2.18  12,540232 

2.19  12,693459 

2.20  12,848 

2.21  13,003861 

2.22  13,161048 

2.23  13,319567 

2.24  13,479424 

2.25  13,640625 

2.26  13,803176 

2.27  *13.967083 

2.28  14,132352 

2.29  14,298989 

2.30  j  14,467 

2.31  U,636391 

2.32  .14*^07168 

2.33  14,979337 

2.34  15,152904 

2.35  15,327875 
2,'i6  15,504256 

2.37  15,682053 

2.38  15,861272 

2.39  16,041919 

2.40  16,224 
R    !  R 


4293 
4420 
4M7 
4615 
4803 
4932 
5062 
5192 
5323 
5454 

5586 
5719 
5852 
5986 
612Ü 
6255 
6391 
6521 
6664 
68Ü1 
6939 
7078 
I2n 
I35I 
7491 
1638 

nsü 

1922 

HÖH.') 
S208 

D  =  0,\ 
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TaI>eIlo  III. 


22 


D  =  oa 


R 


Z)  =  0,2 


2,40 
2,41 
2,42 
2,43 
2,44 
2,45 
2,46 
2,47 
2,48 
2,49 
2,50 
2,51  ; 
2,52 
2,53 
2,54 
2,55 
2,56 
2,57 
2,58 
2,59 
2,60 
2,61 
2,62 
2,63 
2,64 
2,65 
2,66 
2,67 
2,68 
2,69 
2J0 
P 


16/224 

16,407521 

16.592488 

IGJ78907 

16,966784 

17,156125 

17,346936 

17,539223 

17,732992 

17,92^249 

18,125 

18,323251 

18,523008 

18,724277 

1 8,927064 

19,131375 

19,337216 

19,544593 

19,753512 

19,963979 

20,176 

20,389581 

20,004728 
20,821447 
21,039744 
^1,259625 
21,481090 
21,704163 
21,928832 
22,155109 
22,383 

R 


8352 
8492 
8642 
8188 
8934 
9ÜS1 
9229 
9362 
9526 
9625 
9825 
9975 


0122 

0431 
0584 
Ö2M 
Ö892 
1049 
1202 
1358 

1672 
IMÜ 
1588 
2142 

2307 


M2 


2628 
2789 

D  —  0,2 


2,70 
2,71 
2J2 
2,73 
2,74 
2,75 
2,76 
2^ 
2,78 
2,79 
2,80 

-IM 
2,82 

2,83 

2,84 

2,85 

2,86 

2,87 

2,88 

2,89 

2,90 

2,91 

2,92 

2,93 

2,94 

2,95 

2,96 

2,97 

2,98 

2,99 

3,00 

p 


22,383 

22,612511 

22.843648 

23,076417 

23,310824 

23,546875 

23,784576 

24,023933 

24,264952 

24,507639 

24,752 

24,998041 

25,245768 

25,495187 

25,746304 

25,999125 

26,253656 

26,5Q99ü3 

2(3,767872 

27,027569 

27,-^9 

27,55^171 

27,817088 

SL8,683757 

2^,352184 

2^022375 

28,894336 

29,168073 

29,443592 

29,1^0899 

R 


2951 
3114 
3277 
3441 
3605 
3770 
3936 
4102 
4269 
4436 
4604 
4773 
4942 
5112 
5282 
5453 
5624 
5797 
5970 
6143 
6317 
6492 
6667 
6843 
7019 
7196 
7374 
7552 
7731 
7910 


einer  torgelegten  cubischen  Gleichung. 


TajUelle  Mil. 


25 


D  =  0.2 

 m  


R 


Z)  =  0,3 


3,00 

3,01 

3,02 

3,03 

3,04 

3,05 

3,06 

3,07 

3,08 

3,09 

3,10 

3,11 

3,12 

3,13 

3,14 

3,15 

3,16 

3,17 

3,18 

3,19 

3,20 

3,21 

3,22 

3,23 

3,24 

3,25 

3,26 

3,27 

3,28 

3,29 

3,30 


31L 

30,280901 

30,563608 

30,848127 

31,134464 

31,422625 

31J12616 

32,004443 

32,298112 

32,593629 

32,891 

33,190231 

33,491328 

33,794297 

34,099144 

34,405875 

34,714496 

35,025013 

35,337432 

35,651759 

35,968 

36,286161 

36,606248 

36,928267 

37,252224 

37,578125 

37,905976 

38,235783 

38,567552 

38,901289 

89,237 


8090 

Ö2I1 

8452 
8634 
8816 
8999 
9183 
9367 
9552 

9923 


üUil 
0297 
Ü4S5 
Ü6I3 
Ü8Ü2 
1D62 
1242 
1433 
1624 
1816 

2009 

2202 
2396 
2590 
2185 
2981 
3177 
3374 
3571 

i)  =  0,3 


3,30 
3,31 
3,32 
3,33 
3,34 
3,35 
3,36 
3,37 
3,38 
3,39 
3^ 
3,41 
3,42 
3,43 
3,44 
3,45 
3,46 
3,47 
3,48 
3,49 
3,50 
3,51 
3,52 
3,53 
3,54 
3,55 
3,56 
3,57 
3,58 
3,59 
3.00 


39,237 

39,574601 

39,914368 

40,256037 

40,599704 

40,945375 

41,293056 

41,642753 

41,994472 

42,348219 

42,704 

43,061821 

43,421688 

43,783607 

44,147584 

44,513625 

44,881736 

45,251923 

45,624192 

45,998549 

46,375 

46,753551 

47,134208 

47,516977 

47,901864 

48,288875 

48,678016 

49,069293 

49,462712 

49,858279 

50,256 

R 


3769 
3968 
4167 
4367 
4567 
4768 
4970 
5172 
5375 
5578 
5782 
5987 
6192 
6398 
6604 
6811 
7019 
7227 
7436 


7855 
8066 
8277 
8489 
8701 
8914 
9128 
9342 
9557 
9772 

Z)=:0.3 


L  ,j  ^  .d  by  Google 
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Kerz:  Ceber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln 


Tabelle  III. 


R 


/)  =  0.3  I 


22 


2)=:0,4 


3,60 
3,61 
3,62 
3,63 
3,64 
3,65 
3,66 
3,67' 


50,256 

50,655881 

51,057928 

51,402147 

51,868544 

52,277125 

52,687896 

53,100863 

53,516032 

53,933409 

54,353 

54,774811 

55,198848 

55,625117 

56,053624 

56,484375 

56,917376 

57,352633 

57,790152 

58,229939 

58,072 

59,116341 

59,562908 

60,011887 

60,463104 

60,916625 

61,372456 

61,830603 

62,291072 

62,753869 

63,219 


9988 


Q2D5 
0422 
0640 
0858 
1017 
1292 

i5n 

1138 

11159 
21S1 
2404 
2627 
2851 
3QI5 
331iQ 
3526 
a252 
3979 
4206 


4663 
4892 
5122 
5£i52 
5583 
5Ä15 
ÖÜ47 
628Q 
651Ä 


Z>  =  0,4 


3.90  63,219 

3.91  63,686471 

3.92  64,156288 

3.93  64,628457 

3.94  65,102984 

3.95  65,579875 

3.96  66,059136 

3.97  66,540773 

3.98  67,024792 

3.99  67,511199 

4.00  68. 

4.01  08,491201 

4.02  68,984808 

4.03  69,480827 

4.04  69,979264 

4.05  70,480125 

4.06  70,983416 

4.07  71,489143 

4.08  71,997312 

4.09  72,507929 

4.10  73,021 

4.11  73,536531 

4.12  74,054528 

4.13  74,574997 

4.14  75,097944 

4.15  75,623375 

4.16  76,151296 

4.17  76,681713 

4.18  77,214632 

4.19  77,750059 

4.20  78,288 
P  R 


6747 
6982 

mi 

7453 
7689 
7926 

8164 
8402 

8641 
8880 

9120 
9361 
9ÜÜ2 


ÜÜ86 
0329 

0573 
Ü8n 
1Ö62 

1307 
1553 
18ÜÜ 
2047 
2295 
2543 
2792 
3042 
3292 
3543 
3194 


Z)=0,5 


einer  torgelegten  cuöiscAen  Gleichung, 


27 


Tal>elle  III. 


R 


■£>  =  0,5 


78,288 
78,828461 
79,371448 
79,916967 
80,465024 
81,015625 
81,568776 
82,124483 
82,682752 
83,243589 
83,807 
84,372991 
84,^1568 
85,512737 
86,086504 
86,662875 
87,241856 
87,823453 
88,407672 
88,994519 
89,584 
90,176121 
90,770888 
91,368307 
91,968384 
92,571125 
93,176536 
93,784623 
94,395392 
95,008849 
95,625 
R 


4046 

4299 

4552 

4806 

5ÜÜÜ 

5315 

5571 

5821 

6084 

6341 

üüQ9 

6858 

IIIL 

7313 

7637 

7898 

816Q 

8422 

86HfS 

8948 
2212 

9477 
9242 


0008 
0274 
0541 

ÜSÜ9 

lon 

1346 
lülü 

Z>=:0,6 


R 


4,50 
4,51 
4,52 
4,53 
4,54 
4,55 
4,56 
4^ 
4,58 
4,59 
4,60 
4,61 
4,62 
4,63 
4,64 
4,65 
4,66 
4,67 
4,68 
4,69 
4,70 
4,71 
4,72 
4,73 
4,74 
4,75 
4,76 
4,77 
4,78 
4,79 
4,80 


95,625 
96,243851 
96,865408 
97,489677 
98,116664 
98,746375 
99,378816 
100,013993 
100,651912 
101,292579 
101,936 
102,582181 
103,231128 
103,882847 
104,537344 
105,194625 
105,854696 
106,517563 
107,183232 
107.851709 
108,523 
109,197111 
109,874048 
110,553817 
111,236424 
111,921875 
112,610176 
113,301333 
113,995352 
114,692239 
115,392 

R 


0,6 


1885 
215Ö 


2699 
2971 
3244 
3al8 
3792 
4062 
4342 
4618 
4895 
5172 
545Q 
5728 

6007 
6287 

6567 
6848 

7129 
7411 
1694 
7977 
8261 
8545 
8830 
öllö 
9402 
9689 
9976 

i>  =  0,6 


\ 
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Ker%:  üeber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln 


Tabelle  III. 


E 


7)  =  0,7 


R 


i)  =  0,7 


4.80  115,392 

4.81  116,094041 

4.82  116,800168 

4.83  117,508587. 

4.84  118,219904 

4.85  118,934125 

4.86  119,651256 

4.87  120,371303 

4.88  121,094272 

4.89  121,820169 

4.90  122,549 

4.91  123,280771 

4.92  124,015488 

4.93  124,753157 

4.94  125,493784 

4.95  126,237375 

4.96  126,983936 

4.97  127,733473 

4.98  128,485992 

4.99  129,241499 

5.00  IM, 

5.01  130J615Q1 

5.02  131,526008 

5.03  132,293527 

5.04  133,064064 

5.05  133,837625 

5.06  134,614216 

5.07  135,393843 

5.08  136,176512 

5.09  136,962229 

5.10  137,751 


Ö2M 
0553 
0842 
m2 
1422 
1213 
2005 
2291 
25M 
2883 

am 

3412 

aifii 

4063 
4359 
4656 

4954 


5551 

5Ö5Ü 

6150 

6451 

6152 

1054 

1356 

2659 

1963 

8267 

8512 

mi 


5,10 

5,11 

5^ 

5,13 

5,14 

5,15 

5,16 

5,17 

5,18 

5,19 

5,20 

5,21 

5,22 

5^23 

5,24 

5,25 

5,26 

5,27 

5,28 

5,29 

5,30 

5,31 

5,32 

5,33 

5,34 

5,35 

5,36 

5,37 

5,38 

5,39 

5.40 


137,751 
138,542831 
139,337728 
140,135697 
140,936744 
141,740875 
142,548096 
143,358413 
144,171832 
144,988359 
145,808 
146,630761 
147,456648 
148,285667 
149,1 1 7824 
149,953125 
150,791576 
151,633183 
152,477952 
153,325889 
154,177 
155,031291 
155,888768 
156,749437 
157,613304 
158480375 
159,350656 
160,224153 
161,100872 
161,980819 
162,864 
R 


Ö183 

9490 

9I9I 
Q1Ö5 
0413 
ÜI22 
1032 
1342 
lfi53 
1964 
2216 
2589 
2902 
3216 
3530 
3845 

mi 

4417 
4194 
5111 
5429 
5148 
6062 
6381 

6202 
7028 
2350 
2612 
2995 
8.^18 

Z)  =  0,8 


einer 


torgelegten  cuöiscäen  Gleichung, 
Vii.liflM<>  IMl. 
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R 


Z>  =  0,8 


R 


D  =  0,9 


[62,864 
Ö3J5Q421 
104,640088 
[65,533007 
[66,429184 
[67,328625 
68,231336 
[69,137323 
70,Q4ö:)9:^ 
70,959149 
171,875 
72,794151 
,73,716(308 
74,04^377 
75,571464 
76,503875 
77,439616 
78,378693 
■79,321112 
[80,266879 
81,216 
82,168481 
[83,124328 
84,083547 
-85,046144 
86,012125 
[86,981496 
[87.954263 
88,930432 
189,910009 
l90,893 


8961 

9292 

9618 

9944 


Q2I1 

0599 

0921 
T±'>6 

1585 
1915 
2246 
2512 
2909 
3221 
3524 
3908 

4242 
4522 
4912 
5248 
5585 
5922 
6-260 
6598 
6932 
7277 
7617 
7958 
8299 

Z>  =  0.9 


5,70 
5,71 
5,72 
5,73 
5,74 
5,75 
5,76 
5,77 
5,78 
5,79 
5,80 
5,81 
5,82 
5^ 
5,84 
5,85 
5,86 
5,87 
5,88 
5,89 
5,90 
5,91 
5,92 
5,93 
5,94 
5,95 
5,96 
5,97 
5,98 
5,99 
6,00 


190,893 

191,879411 

192,809248 

193,862517 

194,859224 

195,859375 

196,862976 

197,870033 

198,880552 

190,894539 

200,912 

201,932941 

202,95736^ 

203,985287 

205,016704 

206,051625 

207,090056 

208,132003 

209,177472 

210,226469 

211,279 

212,335071 

213,394688 

214,457857 

215,524584 

216,594875 

217,668736 

218,746173 

219,827192 

220,911799 

222. 

R 


8641 

8984 

9327 

9671 

0015 

0360 

0706 

105 

140 

175 

209 

244 

279 

314 

349 

384 

419 

455 

490 

525 

561 

596 

632 

667 

703 

739 

774 

810 

846 

882 

X>=  1,0 


30  Ker%:  Veber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln 


Tah#>lli>  11  ■> 


p 

P 

R 

2)=  1,2 

6,00 

222. 

918 

6,30 

256,347 

026 

6,01 

223,091801 

954 

6,31 

257,549591 

064 

6,02 

224,187208 

990 

6,32 

258,755968 

102 

6,03 

225,286227 

6,33 

259,966137 

026 

140 

6,04 

226,388864 

063 

6,34 

261,180104 

178 

6,05 

227,495125 

099 

6,35 

262,39787^ 

216 

6,06 

228,605016 

135 

6,36 

2G3,6194o6 

254 

6,07 

229,718543 

6,37 

264,844853 

292 

6,08 

230,835712 

2Ü8 

0,38 

206,0^40/2 

330 
369 

6,09 

231,956529 

245 

6,39 

207,30/119 

6,10 

233,081 

281 

6,40 

208,544 

407 

6,11 

234,209131 

318 

6,41 

269,784721 

446 

•  484 

6,12 

235,346928 

355 

6,42 

271,029288 

6,13 

236,470397 

391 

6,43 

272,27  /  707 

523 

6,14 

237,615544 

428 

6,44 

273,529984 

561 

6,15 

238,758375 

465 

6,45 

2/4,io6i2ü 

600 

6,16 

239,904896 

502 

6,40 

2/6,046136 

639 

6,17 

241,055113 

539 

6,47 

277,310023 

678 

6,18 

242,209032 

516 

6,48 

278,577792 

717 

6,19 

243,366659 

613 

6,49 

2/9,849449 

756 

6,20 

244,528 

651 

6,50 

281,125 

795 

6,21 

245,693061 

688 

6,51 

282,404451 

834 
873 

6,22 

246,861848 

725 

6,52 

283,687808 

6,23 

248,034367 

263 

6,53 

2o4,975077 

912 

6,24 

249,210624 

800 

6,54 

28o,2od2o4 

951 

6,25 

250,390625 

838 

6,55 

2o7,5ol37o 

990 

6,26 

251,574376 

6,56 

288,860416 

875 

030 

fi  97 

•2 52  761883 

913 

6,57 

290,163393 

069 

6,28 

253,953152 

95Ü 

«,58 

291,470312 

109 

6,29 

255,148189 

088 

6,59 

292,781179 

148 

6,30 

256,347 

6,60 

294,096 

P 

R 

P 

R 

i>=  1,3 

einer  vorgelegten  cubiscäen  Gleichung, 
TalM'Hc-  III. 
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D 


R 


i>=  1.4 


294,096 

295,414781 

296,737528 

298,064247 

299,394944 

30QJ29625 

302,068296 

303,410963 

304,757632 

306,108309 

307,463 

308,821711 

310,1 84448 

311,551217 

312,922024 

314,296875 

315,675776 

317,058733 

318,445752 

319,836839 

321,232 

322,631241 

324,034568 

325,441987 

326,853504 

328,269125 

329,688856 

331,112703 

332,540672 

333,972769 

335,409 


1S8 
221 
261 
307 

347 

387 
421 
461 
501 
547 
581 
621 
668 
IÖ8 
149 
789 
83Ö 
81Ö 
911 
952 
992 


033 
074 

115 
156 

197 
238 
280 
321 
362 


6.90  335,409 

6.91  336,849371 

6.92  338,293888 
0,93  339,742557 

6.94  341,195384 

6.95  342,652375 

6.96  344,113536 

6.97  345,578873 

6.98  347,048392 

6.99  348,522099 

7.00  350. 

7.01  351,482101 

7.02  352,9^8408 

7.03  354,458927 

7.04  355,953664 

7.05  357,452625 

7.06  358,955816 

7.07  360,463243 
7^08  361,974912 

7.09  363,490829 

7.10  365,011 

7.11  366,535431 

7.12  368,064128 

7.13  369,597097 

7.14  371,134344 

7.15  372,675875 

7.16  374^221696 

7.17  375,771813 

7.18  377,326232 

7.19  378,884959 

7.20  380,448 
P  R 


404 

445 
487 

528 
510 
612 
653 
695 
737 
119 
821 
863 
9üa 
947 

990 
032 
014 
Ul 
159 
202 
244 

m. 

330 
312 
415 
458 
501 
544 
581 
630 

D=  1,5 
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herz:  üeber  die  Benrtheilung  der  Wurzeln. 
XÄbelle  III* 


7,20 
7,21 
7,22 
7,23 

.  7,24 
7,25 
7,26 
7,27 
7,28 
7,29 
7,30 
7,31 
7,32 
7,33 
7,34 
7,35 
7,36 
7,37 

"7,38 
7,39 
7,40 
7,41 
7,42 
7,43 
7,44 
7,45 
7,46 
7,47 
7,48 
7,49 
7,50 


R 

380,448 

382,01 5361 

3^^3.587048 

385.jt)30G7 

386J43424 

388,328125 

389,917176 

391,510583 

393,108352 

394 J1 0489 

396,317 

397,927891 

399,543168 

401,162837 

402J8Ö904 

404,415375 

406,048256 

407,685553 

409,327272 

410,973419 

412,624 

414,279021 

415,938488 

417,602407 
419,270784 
420,943625 
422,620936 
424,302723 
425,988992 
427,679749 
429,375 
R 


D—  1,5 

674 

m 

760 

804 

841 

mi 

934 
928 


Ü21 
üüa 
109 
153 
197 
241 
285 
329 
373 
412 

461 

506 
550 
595 
639 
684 

128 

713 
818 

8Ö3 

D—  l.G 


7,50 
7,51 
7,52 
7,53 
7,54 
7,55 
7,56 
7,57 
7,58 
7,59 
7,60 
7,61 
7,62 
7,63 
7,64 
7,65 
7,66 
7,67 
7,68 
7,69 
7,70 
7,71 
7,72 
7,73 
7,74 
7,75 
7,76 
7,77 
7,78 
7,79 
7,80 


R 

429,375 
431,074751 
432J79008 
434,487777 
436,201064 
437,918875 
439,641216 
441,368093 
443,099512 
444,835479 
446,576 
448,321081 
450,070728 
451,824947 
453,583744 
455,347125 
457,115096 
458,887663 
460,664832 
462,446009 
464,233 
466,024011 
467,819648 
469,619917 
471,424824 
473,234375 
475,048576 
476,867433 
478,690952 
480,519139 
482,352 
R 


6998 
7043 
7088 
7133 
7178 
7223 
7269 
7314 
7360 
7405 
7451 
7496 
7542 
7588 
7634 
7680 
7726 
7772 
7818 
7864 
7910 
7956 
8003 
8049 
8096 
8142 
8189 
8235 
8282 
8329 
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Tabelle  III. 


7.80  482,352 

7.81  I  484,189541 

7.82  486,031768 

7.83  487,878687 


7,84 
7,85 
7,86 


489J30304 
491,586625 
493,447656 


7.87  I  495,313403 

7.88  497,183872 

7.89  499,059069 

7.90  I  500,939 
7^  i  502,823671 

7.92  j  504,713088 

7.93  506,607257 

7.94  508,506184 

7.95  510,409875 

7.96  512,318336 

7.97  514,231573 

7.98  516,149592 

7.99  518,072399 

8.00  52Ö. 

8.01  521,932401 

8.02  523,869608 

8.03  525,811627 

8.04  I  527,758464 
8,05 
8,06 
8,07 
8,08 
8.09 
8,10 


i)=  1,8 


529,710125 
531,666616 
533,627943 
535,594112 
537,565129 
539,541 


375 
422 
469 
516 

563 
610 
Ü5I 
105 
152 
799 

841 
8M 
942 
989 


Ü3I 

085 

132 

IM 
228 
216 
324 
312 


468 

an 

565 
613 

662 
710 
759 


8.10  539,541 

8.11  541,521731 

8.12  543,507328 

8.13  545,497797 

8.14  547,493144 

8.15  549,493375 

8.16  551,498496 

8.17  553,508513 

8.18  555,523432 

8.19  557,543259 

8.20  559.568 

8.21  561,597661 

8.22  563,032248 

8.23  565,671767 

8.24  567 J 16224 

8.25  j  569,765625 

8.26  '  571,819976 

8.27  !  573,879283 


8,28 
8,29 
8,30 
8,31 
8,32 
8,33 
8,34 
8,35 
8,36 
8,37 
8,38 
8,39 
8,40 


575,943552 

578,012789 

580,087 

582,166191 

584,250368 

586,339537 

588,433704 

590,532875 

592,637056 

594,746253 

596,860472 

598,979719 

601,104 


9802 
9856 

QÖÜ5 
9953 


0D02 
Ol  00 
0198 


0297 


0395 
0445 
0494 

0544 
^93 
0643 
0Ü92 
0142 
0192 
0842 
Ü892 
0942 
0992 
1042 
1092 
1142 
1192 
1243 


i)=:  1,9 


Thcil  XLIV. 


3 


jüogle 
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Ker%:  L  vif  er  die  Beurlheilumj  der  Wurzeln 
Tabelle  ilf. 


R 


8,40 

8,41 

8,42 

8,43 

8,44 

8,45 

8,4(i 

8,47 

8,48 

8,49 

8,50 

8,51 

8,52 

8,53 

^^,54 

8,55 

8,56 

8,57 

8,58 

8,59 

8,60 

8,61 

8,62 

8,63; 

8,64 

8,65 

8,66 

8,67 

8,68 

8,69 

8,70 


601  ao4 

603,233321 
605,367688 
607,507107 
609,651584 
611,801125 
613,955736 
616,115423 
618,280192 
620,450049 
622,625 
624,805051 
626,990208 
629,1S0477 
631,375864 
633,576375 
635,782016 
037,992793 
640,208712 
642,429779 
644,656 
646,887381 
649,123928 
651,365647 
653,612544 
655,864625. 
658,121896 
660,384363 
662,652032 
664,924909 
667,203 
R 


2M 
344 
394 

445 
495 

546 

591 
648 
699 
750 
8Ü1 
852 
903 

954 


005 


056 
108 
159 
211 
2Ö2 
3M 

m 
m 

521 
523 
625 

m 

129 
781 

D  =  2.2 


R 


667,203 
669,4^()31 1 
67l,774^'48 


8,70 
8,71 
8,72 

8.73  ,  674,068617 

8.74  676,367624 

8.75  678,671875 

8.76  680,981376 

8.77  683,296133 

8.78  685,616152 

8.79  687,941439 

8.80  690,272 

8.81  692,607841 

8.82  694,948968 

8.83  697,293387 

8.84  699,647104 

8.85  702,004125 

8.86  704,366456 

8.87  706,734103 

8.88  709,107072 

8.89  711,485369 

8.90  713,869 

8.91  716,257971 

8.92  :  718,652288 

8.93  721,051957 

8.94  j  723,456984 

8.95  :  725,867375 


8,96 

728,283136 

8,97 

730,704273 

8,98 

733,130792 

8,99 

735,562699 

9,00 

738. 

P 

R 

2833 
2885 
2938 
2990 


3095 
3148 
3200 
3253 
3306 
3358 
3411 
3464 
3517 
3570 
3623 
3676 
3730 
3783 
3836 
3890 
3943 
3997 
4050 
4104 
4158 
4211 
4265 
4319 
4373 

D  =  2, 
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740,442701 

742,890808 
745.344827 
747.803204 
750,267625 
752J37416 
755,212643 
757,693312 
760,179429 
762,671 
705,16^031 
767,670528 
770,178497 
772,691944  . 
775,210875 
777,735200 


9,00 
9,01 
9,02 
9,03 
9,04 
9,05 
9,06 
9,07 
9,08 
9,09 
9,10 
9,11 
9,12 
9,13 
9,14 
9,15 
9,16 

9.17  I  780,265213 

9.18  782,800032 

9.19  785,341559 

9.20  787,888 

9.21  790,439961 

9.22  792,997448 

9.23  795,500467 

9.24  798,129024 

9.25  800,703125 

9.26  803,282770 

9.27  805,807083 

9.28  808,458752 


R 


/>  =  2,6 


9,29 
9,30 


811,055089 
813,657 
R 


4427 
4481 
4535 

458<) 

4644 

4698 

4152 

4SÜ2 

4861 

491Ü 

49ID 

5025 

5Ü8Q 

5134 

5189 

5244 

5299 

5354 

5409 

5464 

5520 

5525 

5030 

5686 

5241 

5202 

5852 

5Q08 

5963 

6019 

X>  =  2. 


9,30 

9,31 

9,32 

9,33 

9,34 

9,35 

9,36 

9,37 

0,38 

9,39 

9,40 

9,41 

9,42 

9,43 

9,44 

9,45 

0,40 

9,47 

9,48 

9,49 

9,50 

9,51 

0,52 

9,53 

9,54 

9,55 

9^1 

MI 
9,58 

9,59 


813,657 

816,264491 

818,877568 

821,496237 

824 J  20504 

826,750375 

829,385856 

832,026953 

834,673072 

837,326019 

839,984 

842.047021 

845.316888 

847,991807 

850,672384 

853,358625 

8:)ü,050530 

858,748123 

861.451392 

864,160349 

866,875 

869,595351 

872,321408 

875,053177 

877,790664 

880,533875 

883,282816 

880.037403 

888,797912 

891,564079 

894.330 

K 


Ü75 

m 

187 
243 
299 


411 

462 
523 
580 
686 
693 
249 
806 
862 
Olli 
976 
038 
üliO 
142 
204 

261 
818 

325 
432 
489 
547 
604 
662 
719 

l>=r2,7 
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Ker%:  Veöer  die  Bexirtheilung  der  Wurzeln 
VAliplle  III. 


R 

894,336 
897,113681 
899,897128 
902,686347 
905,481344 
908,282125 
911,088696 
913,901063 
916,719232 
919,543209 
922,373 
925,208611 
928,050048 
930,^97317 
933,750424 
936,609375 
939,474176 
942,344833 
945,221352 
948,103739 
950,992 
953,886141 
956J86168 
959,692087 
902,603904 
965,521625 
968,445256 
971,374803 
974,310272 
977,251669 
980,199 
R 


im 

1834 
1822 
1950 
8008 
8066 
8124 
8182 
824Q 
8298 
8356 
8414 
8423 
8531 
85QÜ 
8048 
8IÖI 
8165 
8824 
8883 
8941 
9000 
9059 
9118 
9177 
9236 


9355 
9414 
9473 

Z>  =  2, 


9,90 
9,91 
9,92 
9,93 
9,94 
9,95 
9,96 
9,9T 
9,98 
9,99 
10,0 
l6,l 
10,2 
10,3 
10,4 
10,5 
10,6 
10,7 
10,8 
10,9 
11,0 

IIA 

1L2 
11,3 
1L4 
11,5 
11,6 

IM 
11,8 
11,9 
12,0 


E 

980,199 

983,152271 

986,111488 


989,076657 
992,047784 


995,024875 
998,007936 
1000,996973 
1003,991992 
1006,992999 

loin. 

1040,401 
1071,408 
1103,027 
1135,264 
1168,125 
1201,616 
1235,743 
1270,512 
1305,929 

1342. 

1378,731 
1416,128 
1454,197 
1492,944 
1532,375 
1572,496 
1613,813 
1654,832 
1697,059 
1740. 

R 


D 

2,9533 
2,9592 
2,9652 
2,9711 
2,9771 
2,9831 
2,9890 
2,9950 
3,0010 
3,0070 
30,401 
31 ,007 
31,619 
32,237 
32,861 
33,491 
34,127 
34,769 
35,417 
36,071 
36,731 
37,397 
38,069 
38,747 
39,431 
40,121 
40,817 
41,519 
42,227 
42,941 

D 
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R 


D 


p 

R 

15  1 

3800 
3458  051 

15  2 

1 5  8 

15,4 

3667  664 

15,5 

3739,375 

881    Ol  ß 

1  7 

8885  5Q8 

15  8 

8060  1 1 2 

15  9 

16  0 
16  1 

4085  57Q 

4189  3i81 

16,2 

4267J28 

16,3 

4347,047 

16,4 

4427,344 

16,5 

4508,625 

16  6 

4590  896 

Ifi  7 
Iß  Q 

17,0 
17,1 

4674  1 68 
47 'iS  482 
4843  709 
4930. 
5017,311 

17,2 

5105,648 

17,3 

5195,017 

17  4 

5285,424 

1 7,5 
17,6 
17,7 
17,8 

17,9 

5376,875 
5469,376 
5562,933 
5657,552 

5753,239 

18,0 

5850. 

im 

1783,661 

1828,048 
1873,167 
1919,024 
1965,625 
2012,976 
2061,083 
2109,952 
2159,589 
2210. 
2261,191 
2313,168 
2365,937 
2419,504 
2473,875 
2529,056 
2585,053 
2641 ,872 
2699,519 
2758. 
2817,321 
2877,488 
2938,507 
3000,384 
3063,1 25 
3126,736 
3191,223 
3256,592 
3322,849 
3390. 
R 


43,661 

44,387 
45,119 
45,857 
46,601 
47,351 
48,107 
48,869 
49,637 
50,411 
51,191 
51,977 
52J09 
53,567 
54,371 
55,181 
55,997 
56,819 
57,647 
58,481 
59,321 
60,167 
61,019 
61,877 
62,741 
63,61 1 
64,487 
65,379 
66,257 
67,151 

Ii 


R 


68,051 
68,957 
69,869 
70,787 
71,711 
72,641 
73,577 
74,519 
75,467 
76,421 
77,381 
78,347 
79,319 
80,297 
81,281 
82,271 
83,267 
84,269 
85,277 
86,291 
87,311 
88,337 
89,369 
90,407 
91,451 
92,501 
93,557 
94,619 
95,687 
96,761 

D 


88 


h'ei'%:  t'cOer  die  Beurlheilting  der  Wurzeln 
Tabelle  IIS.  * 


p 

R 

18,0 

18,1 

5947,841 

18,2 

6046,76S 

18,3 

6146,787 

18,4 

6247,904 

18,5 

6350,125 

18,6 

6453,456 

18,7 

6557,903 

18,8 

6663,472 

18,9 

6770,169 

19,0 

6878. 

19,1 

6986,971 

19,2 

7097,088 

19,3 

7208,357 

19,4 

7320,784 

19,5 

7434,375 

19,6 

7549,136 

19,7 

7665,073 

19,8 

7782,192 

19,9 

7900,499 

20,0 

8020. 

20,1 

8140,701 

20,2 

8262,608 

20,3 

8385,727 

20,4 

8510,064 

20,5 

8635,625 

20,6 

8762,416 

20,7 

8890,443 

20,8 

9019,712 

20,9 

9150,229 

21,0 

0282. 

P 

R 

R 


97,841 
98,927 
100,02 
101,12 
1 02,22 
103,33 
104,45 
105,57 
106,70 
107,83 
108,97 
110,12 
111,27 
112,43 
113,59 
1T4J6 
1 1 3,94 
117,12 
118,31 
119,50 
1 20,70 
121,91 
123,12 
124,34 
125,56 
126,80 
128.03 
129,27 
130,52 
131,77 

n 


21,0 
21,1 
21,2 
21,3 
21,4 
21,5 
21,6 
21J 
21,8 
21,9 
22,0 
22J 
22,2 
22,3 
22,4 
22,5 
22,6 
22,7 
22,8 
22,9 
23,0 

r  ^  

23^ 
23,^2 
23,3 
23,4 
23,5 
23,6 
23,7 
23,8 
23,9 
24,0 


9415,031 

9549,328 
9684,897 
9821,744 
9959,875 
1 0099,296 
10240,013 
10382,032 
10525,359 
10670. 
10815,961 
10963,248 
11111,867 
11261,824 
11413,125 
11565,776 
11719,783 
11875,152 
12031,889 
12190. 

12349,391 
12510,368 
12672,637 
12836,304 
13001,375 
13167,856 
13335,753 
13505,072 
13675,819 
13>i48. 

R 


D 

133,03 
134,30 
135,57 
136,85 
138,13 
139,42 
140,72 
142,02 
143,33 
144,64 
145,96 
146,29 
148,62 
149,96 
151,30 
152,65 
154,01 
155,37 
156,74 
158,11 
159,39 
160,98 
162,27 
163,67 
165,07 
166,48 
167,70 
169,32 
170,75 
172,18 
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Aibng  m  Tabelle  Iii. 


'-^ 

1 

1 

O  1 

C  1 

p 

C 

P 

1  c 

1 

1 

Q 

bjOoo' 

+ 

0,005 

1 

o,(H9 

% 

1 

0  097 

I 

1. 

:^  -  ■  • 

0,00000010 

,1. 

9. 

0,000002 

OjOOOOOG 

0,00003 

1 

1 . 

9. 

i.' 

00000020 

12. 

8. 

ooooos 

000010 

OWMJÖ 

o 

o 
9» 

-  * 

00000028 

3. 

7. 

000004 

(lOOOl  3 

0(K)OG 

.  > 

.1. 

7. 

4.' 

- 

00000034 

4. 

5.6. 

000004 

000015 

OOOOS 

4. 

5.  ö. 

fr.' 

0Ü00Ü031; 

U,OOG 

0,020 

+ 

0,1 

1 

00000089 

ii« 

9. 

0,000003 

0,000006 

0,00004 

t. 

ü. 

00000036 

2. 

8. 

000003 

OUOO 1 1 

0000 'j 

.) 

8. 

00000029 

3. 

7. 

uoooo.i 

OOtJOl  4 

0000'^ 

•3. 

9. 

0000001 S 

5. 0. 

000005 

OOOOIG 

0000!' 

4. 

0,001 

+ 

i 

0,007 

■ 

+ 

0,021 

0,140 

1 

]. 

0,0000004 

1. 

9. 

0.0000i»2 

0.00000 

0  00004 

t . 

2. 

0000007 

2, 

S. 

OüOüü4 

OüÜOl 

00007 

3. 

0000010 

3. 

7. 

000005 

00001 

00009 

o 

7. 

4» 

>  . 
i 

000001 1 

4. 

5.  6. 

000006 

0000] 

00010 

4 . 

5. 

0000012 

OjOOS 

m 

^ 

0.022 

V 

0  1  .'0 

6- 

: 

üOOOOl 1 

1 

1. 

y. 

o,ououua 

OjOuuul 

0,0000 

1 

0000010 

2, 

8. 

000005 

00002 

0000 

o 

a 

00 00 OOS 

j3. 

000006 

0(  i(»02 

0001 

■  > 

9. 
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97. 

Wenden  wir  das  bisher  Abi^ehandeltc  auf  einige  Zablenbei- 
spiele  an.        sei  die  reelle  V\  urzel  der  Gleiciiuog 

u      ■  h  e 

so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  Einrichtung  der  Tabelle  III. 
zulässt  Der  Vorzeicheo  der  Glieder  wegen  ist  nach  [94.]  aufza* 
lösen.  Man  erhält: 

m  -  3€»)i  =        =s  6,7445626  und  (96  -  3ca)ls:  189,5705673. 

+  27<i=s  4698    also  +o>+f/,  daher  Fall  2)  vorliegend. 
-f  27 y  =i     74     Nun  ergiebt  sich: 

27(a  27 r,  daher  Ä=4624: 189,5705673=24,391972 

also  »24,264952 

P'=z2Jo  und  — -j^ —  =  Q242g9'  =  ^»^234 

0,0009 

0.5243 
P'=2,78 


P=  2,786240. 

P.  5,7445625  =  16,000002 

(33^)  = — 2  -  Iü,üüüOÜ-2  =  -  18,UÜÜ0Ü2 

y  =  -  6,ÜÜÜ0Ü0. 

In  Wirklichkeit  ist  —6  die  wahre  reelle  Wurzel  der  gegebe- 
nen Gleichung. 


98. 

Es  sei:  •  ' 

♦ 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [95.]  aafzulösen  und 
man  erhalt: 


• 
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(96-3c«)i=  VM=7,74696660  und  (9Ä—3c^l= 464,75800154, 

—  27ff= — 54  I  also:  — «>— ^,  daher  Fall  1)  vorliegend. 

—  27g  =  —  61  I     Es  ergiebt  sieb: 


7(9  —  «)  -  ^  27i.^  dabet  Ä=7 : 464,75800154  =0,015001602 

/2'= 0,015003375 


jg-JZ*  O,Q00ÜS8227 
/)  "0,001000721 
SS  0,068185 
C=  0,000000 
0,058185 
I»  =0,015 
P=0,016068I8S 


P.7,74596669=p  =  0,11664021.  ' 
(3y)  =  + 1-0,11664021=0,88335979 

^»0,23445326. 


Wäre  aber  in  dem  vorbergehendeo  Beispiele  c  positiv,  also 
die  gegebene  Gleichung: 


0=-2  +  7y+  y»+y3 


80  ist,  der  Vorzeichen  wegen,  nach  [94,]  aafzulOsen  und  es  er- 
giebt sich: 

— 27a  = — 54    also  — <^f<+9,  daher  Fall  1)  vorliegeod. 
•f  27g  =  -1-61  {     £s  ergiebt  sich  weiter: 


27r,  daher  ii=  115  : 464,75800154=0,247440602 

/t»' zu  0,2468 12904 


/^=0,234; 


i8  -  ig  _  0,000027698 
D    ~*  0,001106 


=0,5387 

C=  0.0002 

"^5389 


/*'=0,234 

P =0,2345389. 


44  ger%:  V^btr  dU  BeurH^hmg  dfr  Wursteln» 

P.7,74mm  s  )9  » 1,8167305. 

(3y)  s=  ^  l  + 1,8167305  =  +  0.8167305 

9  s  0/2722435. 


Es  «eis 


100. 


0ä-17+  %-6^«+y». 
ad  e 


Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegeo  ist  oacb  [05.J  aufzuluseo  uud 
man  erhält: 

(9ä-3c*)I  =  6  und  (96— 3c*)i  =  216. 


— 27a=— 4oü  also:  —a^  —  rj,  daher  Fall  2)  vorliegend. 
— 27y  =  — 432  Es  ergiebt  si^h: 


27(«-^)=  ^27,.,  daher  Ä=s  37:216  =  0,125 

P'—nm  ig 0.000139133 

1}  0,00104576 
=  0,13304 
C=  0,00004 
0,13308 

/>'  =  0,123  

P=  0,12313308. 

(3y)  =  +  6+0,73879848  =  0,73879848 

y  =:  2,24626616. 


101. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

0=  +10  +  93^-5^Hy'. 

«      *  e 

Der  Voraeieben  der  Glieder  wegen  ist  nach  [95.]  anfsulösen« 

Man  erhält: 
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(9Ä-3c«)*  =  2.4494897...  und  (96 - 3c«)l  =  14,6960384... 

^g7y  ^  — 166  I   ^^^"^      ^^^^      vorliegend.   Man  erhält: 
+426 

27(v + «)  -  ^    27i%  daher  ß  s=  426 ! R6060384.. .  =  2^9175872.... 

F'rsrS.W  und  Rf  s=  28,894336 

0,0232612 
"~B  0,27374 
=  0,0649. 

Da  dieser  Werth  nahe  0,1  ist,  so  ist  C=  0,0008 

09662 

P'ss  2,96  

P=  2,960062 

P.  2,4494897....=/?=  7,252676 

{Zy)  =:  -1-6—7,262676  =  -  2,262676 

2^=— 0,760668. 


102. 


Fehlt  in  einer  gegehenen  c^ibischen  Gleichung  das  quadratische 
Glied,  oder  ist  dasselbe  durch  Transformation  hinweggeschaffi^ 
so  kann  bezüglich  der  Vorzeichen  ihrer  Glieder  nur  einer  von 
nachstehenden  vier  Fällen  stattfinden. 

1)  OÄ+a  +  63^  l-jy» 

2)  -   +  + 

3)  +  -  + 
4>   + 

£s  folgt  wegen  0^+^  und  0> — 6,  alsbald  [aus  41.J,  dass 
für  die  Fälle  1)  und  2)  die  vorgelegte  Gleichung  stets  nur  eine 
reelle  Wurzel  habe,  für  die  Fälle  3)  nnd  4)  aber  die  Möglichkeit 
dreier  reeller  Wurzeln  vorliege. 

Aus  [94.  9§.  49.  und  52.]  ergel^en  sich  für  diese  vier  Fälle 
zur  annähernden  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  leicht  die  be- 
siiglichen  Formeln. 

Ebenso  ergehen  sich  bezüglich  der  Vorzeichen  vier  ver- 
schiedene t'älle,  wenn  in  einer  cubischen  Gleichung  das  Glied 
der  ersten  Potena  fehlt,  und  lassen  sich  die  hierher  gehörigen 
Formeln  leicht  aus  [48.  49.  61.  und  62.]  ableiten. 


46  Ker%:  Veber  die  BeurtheUung  der  Wurzeln 

Sfiinmtltcbe  Formeln  sur  annfthernden  Bestimmong  der  reellen 
Wurzeln  einer  vorgelegten  nnvellstSndigett  enbkclieii  Glelehnng 
seilen  naehetehend  lasammengesteUt  werden. 


103. 


0  =  db«+^i^+3''- 

Tab.  Iii.  y  =  +P.6l. 


104. 


0  =  dba — fiy^y^» 

27r 

'  (36)J* 

q^a  =:  r 

Tab.  I. 

2)  dt«  ^+9 

«  — 5f  =  r 

»  Ii. 

105.  • 


Tab.  II.  y==:  -T|(P+3). 

106. 


27^  =  4c»  c* 


1)  ±a>±^ 

0—9=  r 

Tab.  II. 

y  =  T^(P+I). 

2)  Afl^db^' 

• 

107. 

Es  sei  die  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

0=:-5+2y+y» 


n  —  — ~sr» 


Digitized  by  Güogl 


efyier  vorgelegten  eubiscAen  eieichung* 


An 


Bo  genao  «a  bestimmen,  ale  dies  die  EiDrichtung  der  Tabelle  so- 
liest  Der  Vorzeicben  der  Glieder  wegen  Ist  nacb  [103.]  aafsn- 
ISsen,  und  sind  die  unteren  Verselchen  za  berOeksiebtIgen. 
•    Man  wh&lt: 

6i  =  1,414213562..  ;  hl  =  2,828427^24 . . . 

/?  =  5 :  -2,828427124  =    1,767766953  - 
J>  =  0,939      und      R—  1,766936019 

_  0,000830934 
D    "  0,003646 
=:  0,2279 
C  =  +  0,0002 
0,2281 
i^Ä  0,939 

P  0,9392281 
9  =-f  1,328269. 

•  Ist  die  gegebene  Gleichung 

0=4-5+2^+2^3, 

80  kommen  die  oberen  Vorzeichen  [103.]  in  Berücksichtigung  und 
man  erhält  auf  dieselbe  Weise: 

.    y=  ^1,328269, 


108. 

Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleiehang 

0  =  -5-.22r+.v3 
a  b 

80  genau  zu  bestimmen,  nls  dies  die  Einrichtung  der  Tabellen 
gestattet.  Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [104.]  auf- 
zulösen, und  es  sind  die  unteren  zu  berücksichtigen.  Man  erhält: 

(36)i  SS  2,4494897. . ;    (36)S  ss:  14,6909384.  . 

-27as=-135 
.  .279  =  -^29,3938769..., 

daher  ist  — «<— 7  und  Fall  "2)  vorliegend,  nach  welchem  die 
vorgelegte  Gleiehuog  nur  eine  reelle  Wurzel  bat.  Man  erhält 
weiter: 
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jr^rs;  Veöer  die  BiwrikeUung  der  Wurzein 


also  R  —  J 05,6061230 ^  liiKf^oßx 
14:6969384  7,1855865. 

J>aber  ist  nach  Tab.  II:  JP'^O^  und  R'=  7,097216 


R—R'_  0,0888705 
D    ^  0.1674 
Ä  0>527 
C=: -1-0,002 

0,529 
Ä=  0,S6 

P=  0,56529 
P  +  2=  2,56529 
(36i)(i^  +  2)  =  6,28365 
y  =  +  2,09455. 

bt  die  gegebene  Crieichung 

80  sind  die  oberen  Vorzeichen  zu  berücksichtigen,  und  man  er- 
hSlt  auf  dieselbe  Weiae: 

ff  =:  --"2,09455. 


109. 

Es  sei  die  reelle  Wurael  der  Gleiehaog 

0=+Ö+2^a-h3r» 

so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  EinrichturiL;  der  Tabelle  zii- 
lässt.  Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [I05J  aafzu* 
lösen.   Man  erhält: 

CS  2;  c«=a 

A==  135:8  =16,875 
SS  1,03  und  R*t:z  16>728ia7 

0,146873  _ 
D  -"02463 

C  =  -f  0,001 

0,597 
i>=+l,03 

P  =    J  ,03597 

p+3=  A,mm 

^  =  ~i(P+3)=  - 2,69064. 
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Ist  die  gegebene  Crleiehong 

80  ergtebt  sieb  auf  dieselbe  Weise : 

,y  = +2,69064. 

lip. 

Es  seien  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

a  o 

SO  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  Einrichtung  der  Tabellen  ge- 
stattet. Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [106.]  aufzulösen 
ttod  es  sind  die  oberen  Vorzeichen  zu  berücksichtigen.   Man  erh&it: 

c  =  2;  c»  =  8; 

-f27a=135    daher  ist  -fa>-|-y  und  lall  1)  vorliegend,  nach 
•f-27^=  32    weirtiem  die  gegebene  Gleichung  nur  eine  reelle 
'Wurzel  hat.    Man  erhält  weiter: 

1  103 

27(a-jr)  =  j  37^^  =  M=  12,875. 

JKscb  Tab.  iL  ist:       =       und  ^H'  ^  12^13656 

_  0,001344 
D    ^  0,2103 
5=  0,283 

c==±aooi 

0,284 

/>=  0,86284 
P^i^  1,86284 
y  =  -  ic  (P  + 1)  =  — 1,24189. 

Ist  die  gegebene  Gieicbung 

0  =  -Ö+2i^2  +  .y» 

so  sind  die  unteren  Vorzeichen  [100.  I)]  zu  berücksichtigen,  und 
man  erhält  die  Wurzel  ganz  io  vorstehender  Weise,  nur  in  po- 
sitiver Bedeutung. 


(Die  vierte  Abtheiliiiig  dieser  Abbandlimg  folgt  im  nSchsten  Hefte.) 


Tli«il  XLIY, 
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II. 

Theorie  des  equatioiis  reciproqucs 

par 

Monsieur  Dr.  Ad.  ^oyt 
k  Olpe  «n  Weatphali«. 


Notiotts  p r e  1  i nii u ai res* 

1.  De  tout  tempS;  les  analystes  se  sont  vivemeut  occupes 
du  problenie  de  la  resolution  geiiürale  des  equations  alg^briques 
d'un  det^re  quel(  (uujiio.  Mais  quelques  effoi  t^  <|u  ils  aient  faits, 
ils  D  ont  reiissi  jns(]u  i<  i  qu  ;i  resoudre  los  equations  des  quatre 
premiers  degreis;  et  il  est  fort  donteux  si  jamais  ils  parviendront 
a  la  rosolution  de  Celles  dun  degre  superieur  au  ijuatrienie. 
Ccpciidant  les  recherches  qu'ils  ont  faites  dans  ce  but,  n  ont  pas 
etö  tout-ä-fait  infructueuses ;  car  il  en  a  räsulte,  qu'il  y  a  tou- 
jours  certaines  classes  d'equations  de  degrö  superieur  qu'on  peut 
resoudre  coroplötement,  oa  du  moins  ramener  k  des  ^quafioos  de 
degr^  moiadre. 

Pariui  ces  Equations  Celles  qu'on  appelle  rtfeiproques,  sc 
distingucnt  autant  par  la  singularite  de  leur  foriao,  que  par 
gance  de  la  mätbode  de  leur  rdsolatioo.  L'boiineur  de  les  avoir 
fait  connaitre  et  r^sotues  le  premier,  est  dü  a  Moivre,  cel^bre 
analystc  fran<;ais.  II  en  a  publik  des  recherches  fort  ingenieuses 
dans  ses  ,,Miscellanea  analytica  de  seriebus  et  quadra- 
turis",  qui  ont  paru  en  1730.  Plus  tard  Euler,  cet  illustre 
n)athemati(  ien  alleniand,  en  a  com})lete  la  th^orie,  avec  son  adresse 
et  sa  finesse  ordinaires,  dans  les  Co ni m en taires  de  l'aca- 
demie  de  P eter s b o u rg imprimes  en  1738.  C'est  encore  lui 
qui  leur  a  donn^  le  oom  de  röciproques«  qui  est  depuis  d'an 
usage  genital  « 
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Bcfinition  et  propri^tes  $rnAralcs. 

9.  Ordinaireroent  on  corapreod  sous  ce  titre  toates  les  <$qaa- 
tions  qni,  si  elles  sont  satisfaite«  par  x^a,  le  soot  aassi  par 

:p=:^,  valeur  dite  re;Liproque  de  a.   Mais,  pour  plus  de  genera- 

Ktö,  noua  etendrons  ici  le  aeos  de  cette  ddComination,  et  dirons 
r^tproqoe  toote  ^quatioo  qui,  si  eile  est  y^ifi^e  par  ^=a,  se 

veriiie  egalement  par  a;  =  -,   suppose  quc  r  soit  une  quaiitit^ 

aig^brique  ou  num^riqnc  quelconque.  Ainsi,  par  exeniple,  taute 
equation  da  second  degf^,  c'est>ä»dire  de  la  forme  ;r^-f  |i.t-|-9=0 

doit  £tre  regard^e  comme  r^dproque*  puisque  lea  deux  racinea 

r 

en  sont  Egales  ^  a  et      si  «  en  est  une  qiielconqne  et  qne  Ton 

suppose  T  egal  'in  doniier  ternio  9  de  ceüe  equalinn,  lecjuel  ic|trt'- 
fieote  toujours«  comme  ou  sait,  le  produit  de  ses  deux  racines. 

3,  En  admettant  eette  diSfinitlon,  od  peut  en  d^dnire  des 
coDs^quencea  fort  enrieuaea  et  propres  ä  nous  ^laireir  encore 
davantage  sar  la  natore  des  ^quations  rdciproques. 

Coinmen<;oD8  par  observer  que>  u  ^tant  toujours  different  de 

^,  ä  rooins  qu*il  ne  soit  tfgal     ^Vt,  tonte  ^qaation  r^ciproque 

duit  avoir  en  general  un  noinbre  pair  de  raciiies,  et  (lu'elle  ne 
peut  en  avoir  iin  j)oniIjre  linpair,  sans  (ju'il  y  en  ait  (jui  soient 
egales  ä  Vr  positive  ou  negative.  Par  consequent,  une  (eile 
e(piation  ne  peut  jaiiiais  etre  de  (legre  impalr,  a,  moins  d'etie 
satisfaite  par  la  valeur  -|- V'r  ou  — Vr  de  .r.  D'ailleurs,  ces 
racines  particulieres  peuvcnt  satisfaire  aussi  aux  equations  reci- 
proques  de  (icgre  pair.  Mais  il  faut  absolament  pour  cela,  qu'el- 
les  s'y  trouvent  plusieurs  fois  et  toujours  en  nombre  pair,  puisque 
les  autres  racines  qni  soiit  diff^rentes  de  db  Vr,  ne  peuvent  s'y 
trottver  non  plus  qu'en  noinbre  pair.  Ainsi  douc,  il  sera  pos- 
sible  que  l*une  ou  Tautre  de  ces  deux  racines  y  soit  toute  seulc  deux 
fois,  ou  quatre  fois^  ou  g^n^ralement  2»  fois;  et  de  plus  qu'el- 
les  y  soient  toutes  deux  ensemble,  ä  condiiion  que  Tune  s'y 
tfouve,  par.exemple,  p  fois  et  Tautre  (2n~-p)  fois,  II  se  pour« 
rait  m^nie  que  l'öquation  n*eüt  pas  d*autres  raelnes  que  celies-ci. 

4:.  Remarquons  aussi,  en  second  Heu,  que  les  raeines  d'une 
^uation  de  degre  pair  sont  toujours  conjugu(*es  entre  elles,  et 
qu'eiles  forment,  deux  a  deux,  des  produits  de  valeur  constante. 
En  effet,  on  reconnait  facilcment  que  ces  racines  peuvent  etre 
combia^es  deux  k  deux  de  sorte  que  le  produit  cn  soit  4$gal  ä  r. 

4* 


« 
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Car,  8i  l'öquatioD  o*a  qnedes  racines  difftSrentes  de  ^Vt,  U  fanf 
aealement,  ponr  cela»  en  röanir  chacane  k  sa  r^iproque,  savoir 

T  T  V 

4K  ä  Ä'  y  ^  ''^^'^  lorsqu'elle  a  des  racioea  öga- 

flf  p  y 

lea  k  iVr,  ii  suffit  d'en  combiner  auccesaiTement  deox  quel- 

coaqoea  de  mdme  eigne.  II  n'y  a  qa'uo  aeul  eae  qai  faaae  ex* 

ceptioni  c'eat  celai  ovt,  dana  r^aatioo  donode,  learaeinea  -f-Vr 

et  -*-Vr  ae  tronveDt  chacuoe  en  nombre  inipair,  et  dana  leqael 

en  eat  ebligd«  par  cena^quent,  de  rdanir  au  molna  wie  foia  -|-  Vr 

k  —  Vf»  et  d'admettre  ainai  ane  combiaaiaen  dgale  ä  —  r»  pro- 

dttit  de  cea  denz  ▼alenra  de  eigne  cootraire.  Mata  ce  cae  par- 

ticnlier  n'infinne  en  rien  l'ezactitude  de  la  prepoeition  qne  neue 

venona  d*avancer.  Cr,  celle-ci  dtant.juate,  U  a*enantt  encore  qua 

toute  dqaation  rtfciproqne  de  degrd  pair  eat  ddcompoaable  en 

autant  de  factenra  du  secend  degrd,  qu'il  y  a  d'unit^  dans  la 

Dioiti^  de  aen  degrd ;  et  qne  dans  cfaacun  de  cea  facteurs  le  der* 

nier  terme  est  toajoura  conetant  et  gdn4$ralement  «Sgal  k  r  peai- 

tiC  Aussi  voit-on  que  lea  raelnea  d*une  teile  equation  ont  tou- 

jours  la  m^e  forme  qne  cellea  d'nne  dquation  du  second  degTd^, 

et  qu^ellea  aent  donc*  deuz  k  denz»  ou  rdellea  en  imaginalrea- 

S.  Enfin,  il  iious  reste  encore  a  con^itater  en  dernier  licu, 
(ju'en  vertu  de  la  relation  etablie  entre  les  racines  d'une  equation 
reciproque,  celle-ci  ne  peut  subir  aucun  cbaogemeiit,  lorsqu'on  y 

remplaee  a  par  -•   En  effet,  ai  Ton  suppeae  que  u,  ß,  y....  et 

T      T  T 

par  coiisöqaent  encore  -*  ^>  soient  les  racines  de  1  Equa- 

tion donn^e,  cellea  de  rdquation  nonvelle,  qni  provient  de  la 

T      T  T 

Substitution  iodiquee seront  necessairement  -»  g*  ~  ••••  et  y...., 

c'e8t-ä«dire  les  m^men  qni  aatiafont  ä  la  prämiere.  Ainsi  donc» 
celle-ci  o'a  chang^  par  cette  aubetitution  ni  de  la  r^ciprocitö, 
ni  de  la  valeur  de  ses  racines,  iii  non  ptua  par  conadquent  de 
sa  forme.  Cette  particularite  est  d'une  grande  cons^quence»  et 
merite  bien  d*^tre  regardee,  suivant  ropinlon  d 'Euler,  coninie 
Ic  caractöre  le  plus  distioctif  des  äquations  räciproquea*  Ausai 
est- eile  on  ne  peut  plus  propre  k  noua  aervir  de  moyen  pour  en 
determiner  la  forme  giSnörale,  eemme  noua  allona  voir  dana  ce 
qni  va  anivre. 

Feme  des  eqaatloia  reclpreqies. 

O.  De  mdme  que  les  eqiiations  reciproques  se  distinguent 
des  autres  par  la  relation  singutiere  qui  eziste  eotre  leurs  racines. 
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69  mdme  et  encore  plus  ellM  fönt  reconnaltre  anssl  pftr  leur 
forme.  II  sera  donc  importaDt  poor  neue  d'en  prendre  conDaiasance. 

Remarqoons  d'abord»  qne  toote  ^qoation  dn  degrtf  m,  cette 
lettre  d^gnant  ud  nombre  entier  et  positif,  peut  Ure  miee  aoua 
la  forme 

« 

«■  +  /Ii ar"»-^  +  ^o;"-«  ....  +  4*«"»-* . . 

dans  laquelle  Ai,  A^»  A^,....  Ah,»".  Am-k  ..^  Am-^t  Am^-i,  Am 
sont  des  cuefficients  pris  dan«  le  sens  al^ebrique  le  plus  geiie- 
ral.  Suppose  ntainteuant  que  cette  equation  represente  uiie  equation 
reciproque,  il  faut  ndcessairemeiit»  d'apres  ce  qu'on  vient  de  dire 
ci*des8us  (n®.  5),  qu'elle  reste  ia  m^me  lorsqu'oo  y  change  o:  ea 

Eo  effectoant  cette  aabstifution,  od  ebliendra: 

X 


^  +  "55=1"+  o:»-*  — • 


ou  bien ,  apres  avoir  multipüe  par  a^,  diviaö  par  Am»  et  renvera^ 
i'ordre  dea  termea» 


+ rAm-l    „  ,  .  ^  Am-2  ,nAm-i_^  ^ 

ilm 

»•••  +    ^  ^        +  ■       a?  +  ^  — ü» 

Poor  que  cette  nouvelle  ^qaation  8*accorde  aTec  la  propeaäe»  il 
faat  et  il  auffit  quo  lea  termea  aifectäa  d'une  m^me  puissance  de 
9  aoient  ^gaux  entre  eux.  On  parviendra  donc  aux  relatioua  aai- 
Taotea  eDtre  lea  coeffieienta  de  cea  deox  ^quationa,  aavoir: 

Am    =         ou  bien  J«=s±Vr»Ä±r*, 


Am 


Am-l  =  — ;i  =  dbt*  ^1. 


r«-«^^     .  "'-2 


Am-2=  — -j — *=i:r*  A^, 


/Mm 
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iieoioDtant  maintenant  a  requatiou  primitive,  on  reconnait  quelle 
se  r^duit  a 

Hl      ^  ftt     ^  ^1 

Teile  est  donc  la  forme  la  plua  gän^rale  sous  laquefle  uiie 
^quation  r^ciproque  doit  se  präsenter. 

9.  Ainsi  od  voiC  qu'une  ^quation  est  r^dproquej  si  les  ter- 
mes  ägalement  distaots  des  deax  extremes  sonfe  tous  on  de  mdme 
eigne  ou  de  eigne  contraire»  suivant  qoe  lederoier  terme  est  pris  posi* 
tif  oa  nögatif ;  et  que  les  coefficients  de  ces  termes  ne  dÜfdreot 
entre  enz  que  d'un  facteur  ^al  k  une  pulssance  de  r  doot  Tex- 

7» 

posant  est  luoindrc  que  ^  d'autant  d'unites  qu'il  y  a  de  termes 
apres  le  dernier  ou  avant  le.  premier  des  termes  cenjugutfs. 

Ces  (leux  conditrons  sont  rifi^ourcHsement  necessaires,  et  se 
rapportent  aux  equatioiis  reciproques  de  tous  les  de^res.  Quant 
ä  la  preniiurc,  il  se  pcut  pourtaiit  qu  eile  iseaible  etre  en  defaut. 
Car  il  existe  des  equations  reciproques  dans  lesquelles  les  terrae« 
affectäs  d'unc  puissaiice  de  degre  pair  de  r  out  le  meme  signe 
que  ceux  qui  leur  correspoiident,  tandis  que  les  autres  termes 
conjugues  sont  de  signe  contraire;  et  r^ciproqueraent.  Mais  il 
est  aise  de  voir  que  ees  irregularit^s  proviennent  de  ce  que  r  est 
Iui-m4me  de  valeur  negative,  et  que  par  consöquent  les  puis- 
sances  de  degre  pair  en  sont  positives,  tandis  que  Celles  de 
degre  iropair  sont  n^gatiFes.  Donc,  elles  ne  sont  qu'apparente« 
et  nullement  iocompatibles  ayee  la  eondition  que  nous  avous 
adoptäe«  De  m4me,  les  valenrs  imaginaires  de  r  pourraient  don- 
ner  naissance  k  certaines  anomalies  de  signes»  saus  que  cette  eon- 
dition en  fdt  Iniirm^e.  II  ne  sera  pas  difBeile,  au  besoin,  de 
s*en  rendre  eompte. 

8.  Cependant  toutes  justes  qoe  sont  ees  conditions,  elles 
ne  sufllisent  pas  tout-a-fait  pour  les  Equations  rcklproqnes  de 
degr^  pair,  pulsqu'elles  ne  font  pas  reeonnaitre  spiScialement  ä 
quoi  s'en  tenir  relativeroent  au  terme  du  milieu  de  ees  Equations. 
C*est  pourquoi  il  sera  ßecessaire,  afio  de.  ne  flen  laisser  k  d^sl* 
rer^  d'exaniiner  k  quelles  conditions  particdli^res  ce  terme  doit 
etre  soumis. 

Observons  que  le  premier  membre  de  toute  equation  com- 
pl^te  du  degr^  tn  conHent  en.gdndral  m\\  termes.   Done,  si 
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dans  l'<^qaation  propos^  m  est  suppos^ 'pair,  le  nombre  total 
de  sea  termes  sara  tropair»  et  il  y  anra  un  terme  de  inilieu  qui 

7/1 

est  pr^cede  et  suivi  de       autres  termes,  et  qui  doit  par  con- 

m 

söqaent  ^tre  designe,  daprea  la  Dotation  coovenue,  par  4m  x^* 

De  indine,  le  terme  correapondant  de  l'^uation  qai  r^aulte  de 

la  aubstitutioo  de  —  au  lieu  de  x  daos  l'equation  proposee,  sera 

m 

— j — x^,  Or,  comme  les  coeffieients  de  cea  termea«  cooforine* 

ment  k  ce  que  noiia  en  avons  d^jä  dit,  doivent  4tre  ^gaax  entro 
eox,  il  fant  qo'on  alt  la  relatioii 

m 

 % 


Am  = 


d'oü,  en  y  substituant  successivemeot  lea  valeora  de  Am,  qu  on 
vieot  dobtenir  plua  haat*  aavoir 


m  m  ■ 

Am  =       et       =  —  r» 

l'oii  deduit  les  «Tgalites  suivantes : 

1)  Am- Am    et    2)  Am— —  Am. 

¥      a  a  a 

La  premidre  en  eat  du  nombre  de  eellea  qa*oD  nomme  ideutiqiiea; 
et  il  eat  donc  abaolument  indifferent  de  qoei  coeffident  le  terme 
du  milieu  eat  affect^»  ponrva  que  le  demier  terme  —  abatraction 
faite  de  la  valear  de  r  —  aoit  poaitif.  Maia  la  deroi^re  renferme 
ane  abaorditö  k  moins  qu'on  ne  auppoae  ilni  =  0.  II  a*enaait  que 

daos  toute  eqaation  de  degre  pair  dont  le  dernier  terrae  eat  näga- 
tif,  le  terme  du  milieu  doit  muiiquer.  Cependant,  ce  terme  peut 
toojoura  aubsister,  s^  la  %aleur  negative  du  dernier  terme iirovient 
de  ce  que  r  lui-meme  est  negatif;  de  meme  qu'il  n'y  en  aura 
paa  al»  malgr^  la  valear  migative  de  r,  le  dernier  terme  de  l'equa- 
tion eat  poaitif. 


9.  En  reaumant~mi|in  ce  que  noua  avona  dit  jusqu'ici  de  la 
forme  dea  dquationa  r^ciproques,  00  reconnaitra  facilement  qu'el- 
lea  ne  peuvent  ae  presenter  que  soua  une  qnelconque  dea  quatre 
formea  auivantca: 
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....  +  A„-i  :f»+'  +  ^«o:"  +  r^«-ia:"-*  .... 

.... +1«-*^*«*..,.  r»-*  i^i  «+r»=0. 

....  -f  ^n~l  37"+*  —  rAn-1  a7"~* .... 

....  +  i4„_ia:»+*  + J„a;"+i  — Vr         -  VrM„-ia;"-».... 

dont  les  deux  premieres  se  rapportent  aux  equations  de  docrre 
pair,  et  \C8  dernieres  ä  celles  de  degre  impair.  Aiusi  uue  equa- 
tion  quelconque  etant  donriee,  on  pourra  aisement  s'assurer,  si 
eile  est  röciproque  ou  non.  en  fai^ant  cofiiparaison  eiitre  eile  et 
Celle  de  ces  quatre  forroes  qui  est  du  meine  degre. 

Pomr  facilitor  encore  cet  ezamen,  dous  signaleroos  finalement 
.  quelques  formes  particulidres  dont  les  (Sqoattone  röciproques  sont 
«asceptiblea»  maU  eD  neue  restreignaot,  pour  abrtfger,  aux  öqaa- 
tions  de  degr<$  pair,  qui,  corome  nous  allooB  voir  plus  bas,  möri- 
teot  le  plus  d'attention.  Remarquons  dooc  que,  si  r  est  supposö 
n^gatif,  ees  Equations  apparottront  sous  une  quelconque  des 
formes  que  voiei: 

.... + ^«»a;*« + rJto-i  a«"-* . ... 

....  i  r*«-*  A^x^  +  r*^«-3  ^3  a;» + r*«-*  A^^  +  r«»-»  AiX±  r-"  ==  0, 

1  +  1  •  ^ 

....  +  A'in      f  a  +        ^2ii+i  JF^"+*  T  rAinO;^" ... 
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Noos  avons  afontö*  dans  ees  fonnules»  ainsi  qae  datff^  c«lle  qoi 

1  +  1 

va  eacore  suivre«  le  facteur  au  terme  du  miÜeu  pour  in- 

diqoer  qae  e«  terme  ezlate  eu  diapärait,  snlTant  qae  Ten  admet 
leg  eignes  aap^rieare  oa  Infi^riears  daos  lea  derniera  termea. 

Enfin  si  r  est  egal  ä  l'uoite,  d'apres  la  d^finUton  des  equa- 
tioD«  reciproques  laquelle  nous  avons  designee  comine  ,ordiQaire- 
roent  adopt^e,  eiies  seront  de  ia  forme  suivante: 

(c)  .T*«4-4«*»-*  +  i'a»*'-**""  +  Aa!*«-*.... 

••••  J:  AkS^  M..  J:  A^x*  J:    ^    1  =  0» 

daaa  laquelle  il  faat  aortoat  remarqaer  qae  lea  eoeffieieata  dea 
termea  k  ^gale  diataace  dea  deoz  ezirdmea  aent  dgaax  eotre  eaz, 
tandia  qn'ila  sont  eommafi^meDt  diffdrenta.  Da  reate»  en  peut 
ramener  toujoura  tonte  ^qoation  rdciproque  k  ane  forme  pareillej 
en  y  sttbatitoant  xVr  an  Ken  de  ae,  et  en  la  diviaant  enaulte  par 
son  demier  terme. 


Principe  fondaniental  de  la  lesoiution 
des  eqnatiens  recipreqnes. 

lO.  Apres  avoir  fait  cnnnnifro  la  forme  des  equations  reci- 
jiroques,  11  cnnviont  d  exposer  la  nielhode  au  nioyeo  de  laquelle 
on  poiit  en  determint  r  les  racines.  Or,  comme  toute  equation  de 
degre  inipair  so  verilie  au  iiioiris  une  fois  par  la  valeiir  +  Vr  de 
.T,  d'apres  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  (n^  3),  et  qu  eile  est 
doiic  divisiblo  f»ar  x^  Vr  er»  vertu  de  certains  principes  analy- 
tiques ;  Ii  ne  j>  ii!_Mt  que  de  trouver  les  nioyens  potir  resoudre  les 
equations  r<!ciproques  de  degre  pair.  Mais  oti  sait  deja  (voy.  iio.  4) 
'  que  daiis  toute  equation  de  ce  deine  les  racines  \i)iit  j>ar  couples 
et  forment  deux  ä  deux  des  produits  d  une  valeur  constaute  et 

T  T  T 

coanne.  Snppoaons,  par  exemple,  que  «,      ß,  ^;  etc. 

«         p  y 

fioient  les  racines  de  requatiou  proposöe»  on  connait  dejä  d  avance 

lea  prodoita  «X^»  ^^^*  ^^y'  ^onc  il  anllira»  pour 

obtenir  les  valeurs  inemes  de  ces  racioes,  d'en  connaitre  encore 

T  Y  T 

lea  aommea  tt^-,  ß"^     V'^'        on  ce  qnl  revient  an  rotoe, 

*"      p  y 
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les  valeurs  de  ta  fonction  aigchrique  x  Car,  le  produit  et  ia 

somroe  de  deux  racincs  4tant  connus,  )a  determination  n'en  dopend 
plus  qae  de  Ia  r^nolatioo  d'an«  ^uatioo  da  second  degr^. 

C'est  pourqnoi  iious  soromes  conduit«  k  supposer  daiia  tonte 
^qoation  r^ciproque  de  degre  pair 

et  ä  essayer  de  detcrminer  dans  T^quation  qui  resulte  de  cette 
Substitution,  les  valeurs  de  if.  Celles -ci  dtant  treuv^es,  il  sera 
iacite  de  caiculer  les  racines  de  rdquation  propoade  k  l'aide  de 
la  formule 

qui  8e  deduit  de  Thypothese  qu'on  vient  de  faire  tout  a  Tbeore« 
II  8uit  de  la  natura  de  eette  relation  qu*a  cbaque  yalear  de  y 
doiyeDt  correspoiidre  deux  valeurs  de  x;  circonstanee  qui  est 
tres-importaote  ä  rotcnir  dans  le  cas  oü  Tequation  en  y  est  aa- 
tisfaite  par  y  =  ±2VT,  puiaqu'alors  on  doit  admettre,  dans  Toqua* 
tion  primitive,  deux  racines  egales  a  -|-  Vr  on  a  —  Aiosi, 
le  nombre  des  racines  de  röquation  proposde  sera  ntfcessairement 
le  donble  de  celui  des  raeines  de  l'öqnation  ddriv^e. 

Vormiiie  de  substituiiou. 

U.  Ponr  faciiiter  Tintroduction  de  y  au  Heu  de  x-^-  dans- 

une  f'quaflon  reciprofjtio  quclconque,  nous  ferons  auparavant  con- 
naitre  une  formule^ qui  nous  servira  ä  exprimer  les  sommea  des 

puissances  seroblables  de     et  de  -  par  des  putssancee  de  y; 

c*est-ä-dire  neos  allons  d^velopper  Texpression  ^-fz^  en  une 

Serie  qui  proc^de  suivant  les  puissances  döcroissantes  de  y. 
D'aprds  ia  formtde  dite  du  bindnte,  on  a  toujouro 

j.»— t  yti— 3  |.n— 2  |.n— 1  ftt 

....  +  WAr^gi  -  .  +  %  +  «a^::4  +  "l  +  ^n* 

n  etant  un  nombre  entier  positif,  et  iii,  n^,      ....  nn  etc.  ddsU 
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tt  nC7i-—\) 

goant  les coefficients  tlits  (!n  hinonie,  savoir  les  quotienU  -j»  — 
»(«— 2)        »(»— l)....(7i— Är-l-1) 

termes  affect«8  de  m^mes  coefficients,  et  r«mplat;ant  arH-~ 
y  OD  aitra  donc 


+  «gr»  (afn-ö  +        ....  +  ntr*^  (a;«-**^ + ....  etc, 


(loü  I  on  tire 


jijfcr*(a:»-**+^j;::55)  etc. 

On  peilt  en  concluro  que  la  sonime  al^i-  ~  est  sQseeptible  d*4tie 

developp&e  en  uae  s^rie  de  la  forme 

r" 

daiis  laquelie  ft,  c,  d....  designent  des  coefficients  fonctions 
de  n,  mais  intle[>endants  de  x  et  par  consetjuent  aussi  de  ?y; 
coefficients  qu'il  s'agit  d'ailleurs  de  däterniirier  encore.  Pour  y 
parvenir,  observons  que  I  on  pcut  dedutre  de  l  identite  (1)  ci- 
dessus,  n  ^tant  un  nombre  arbitraire,  encore  les  identites  sui« 
vantes : 

-  (n  -  2),r»[j:"-«  +         -(«-2),r>[*-H^J  -  etc., 
W  a"-*  +  ^4  =  jr-*-(»-*)i'-[*"-H^J 

j.»— 8  yTj— 10 

-  (Il-4)^r2[x"-«  +  («-4),rä[:r"->»+^.^]  -  etc.. 

,n— 10 
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|.n-8  «i«— 10 


—  («  -8),r«[x»-i2  +  ^n^a]—  etc. 


et  ainsi  de  soite. 

En  additionnant  maintenant  toutes  ces  ögalites,  ä  partir  de  la 
premiere,  apres  avoir  multiplie  auparavant  la  deuxieme  par  a,  ia 
troisieme  par  b,  la  quatrieme  par  c«....  Ton  trouve 

«.II  |.n->2  «.n— 4  |.n— 6  • 

+  ^i)  +  « +        +  ^     "*  +        +  ^  (^"-* + ^  +  etc. 
=    +  «^"-^  +  ^y"-* +cy^+<iy^»  +  etc. 


-[ii4r*  +  fl(«-2iir»+6(jt-4),i*  +  c(ji^6)ir][«*--«+  ^] 

-[fi6rHa(«-2)4rH6(«-4)ar»+c(n-6),rHrf(«-8),r][:c«-w+^^j^^ 

—  etc  ' , 

Or,  nous  avone  ddjä  suppo^e  * 

Ä«+^sry«+fl3^-a+6.v— etc  

doDC  il  faut,  pour  qne  r^qaatioii  nouveliemeot  obtenue  patase  sob- 
alater,  qo'on  alt  lee  Felations 

a  =  —  «ir, 

il  —  _  [„^    +  a  (n  -  2)3  r 3  +  6  C»  —  4)ar2  +  c  (n  —  6}i  r] , 

«  =  ^  Kr»+fl(»-2)4f*+Ä(ji-4),i'«+c(»-6),r*+<«(«-8)ir], 


et  ainai  de  aalte;  d*oü  Ton  d^duit,  tont  calcul  fait. 
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a  Ä  —  «r . 


6  =   l^Q-»^  —  Ö  ^  * 


c  = 


«  = 


1.2  '  -  2 

i»(n-4)(n-5)  (n-ihn  ^ 
 TO     '  """"     3     '  ' 

1.2.3.4  4 

n (»-6)  (n-7)  (.^-8)  (»-9)     _  («-6)4« 
~  1.2.3.4.5  r-^—     g  T. 


Ainsi,  l'oo  obtlent  pour  la  serie  ilemaiidee 

(n— 5)a?i  .      _    (71 — 6)4«  -         .  («— 7)5  7^  . 

+  (— 1)*  j-^^  r*3f»-»....  etc., 

et  continnant  josqa'ä  ce  qa*on  arriTO  k  des  puissancee  negatives 
de  y. 

IS.  Od  pourrait  encore  parvenir  aa  mdnie  r^ultat  de  la 
nanitoe  advatite,  qui  est  anälogue  k  eelle  quo  LagraDge^  ce 
graad  analyste  fran^ais,  a suivie  dans  les  ,,M«lnioires  de  i*aea* 
d^Diie  de  Berlin"  pour  l'aaii^e  1768,  pour  trouver  la  somme 
dfs  piiissances  d'nn  degrtf  quelcooque  de  toutes  les  racines  d'une 
^eation  donntfe. 

O'abord  on  sait  par  la  th^orie  geu^raie  des  «quatious^  qu'eu 

T 

admettant  :r  et  —  comme  racines  d'une  ^quation  du  second  degrtf, 

et  aopposant  a;4— d'aprte  rbypothöse  que  neos  a?ons  faite 

ci-dessus,  on  aura  necessairement 


r-yz  +  *«=sO,  ou  bten  r(l--)(l  )=:a 

Dane,  sl  Ton  ^gale  ces  denz  ezpressioos  identiqaes,  et  qu'on  en 
divise  encore  cbaenne  par  r,  on  obtlendra 

I_»'  +  L*=(,_l)(i_£f), 
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d'oü  l'oo  (Ire«  en  prenatit  les  logarltbmes  de  part  et  d'autre 

Or,  on  a  en  g^nöral  dane  le  Systeme  nöp^rien 


Lc  dernier  raembre  de  requation  precedente  (I)  deviendra  donc 
egal  a 

ou  bien  egal  a 

(2) 

Quant  ä  son  preniier  niembre»  il  peut  etre  transforme  en 


ou  en 


'  et  sera  donc  egal  ä 

yz    ißz^    y^z^  y^g* 

t»  2*  Z<  2» 

Or^  il  est  facile  de  ddvelepper  les  derniers  qaotients  de  cette 
expresaloD  en  stfries  rdcurrentes,  et  Ten  treuvera 


X»  ,«      yz^      y^Z^      -fz^      ;y4,6  ^ 

— ^      —  -T  1"      T  "15"  X  _A  +  "nr  ••••  T  — 


7  +  7»+        +  '74"  +  "TT-  +  ,«-1  +  «itc. 


3(r-y2)3""'Lj'8'*^       +       .iL   r^"""^      r^^^^^»  +etc.J, 
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Ö3 


5(r-y*)*~^Lr*+       +  r»  r«-«^  +etc.J, 

et  ainsi  de  suite.  vSnbstituuiil  doiic  ces  serics  tlans  rexj)ressiüii 
prececlente,  et  reunissaiit  les  termes  affectes  des  niemes  puis- 
sances  de  z,  on  aura 

V2r*    ry*     ^3r»    y»^'     KAt^  r^^ttV^ 


4r"-* 


(«—6)4««-»«  \  ' 


OQ  bien  atissi 


(3) 


(7i  —4)«  7? 

3  y 


Mais  ponr  que  cette  expression  puisse  s'accorder  avec  la  s^rie  (2) 
d*deMii8»  Ü  faut  admettre  les  öquations  suivantes: 


2r, 
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+  ^  =:  yr_7,y»+  Uf^»-.7riy , 

(lont  la  deniiere  n'est  evidcmment  autre  chose  que  la  Serie  qae 
nous  avons  ddja  trouv^e  plus  haut  (n^.  11)  par  le  secour»  de  la 
forroule  du  bindme.  Quant  aux  premieres,  ce  ne  sont  que  des 
formes  particulldres  de  cette  serie  qui  correspondent  k  de«  valears 
particuli^res  de  «.  Noa»  Terrons  plus  ba«  quel  eu  sera  Tusage 
dans  les  equafions  r^ciproques. 

13.  11  existe  d'ailleurs  encnre  une  autre  relation  eiitre  x  et 
iy  qui  peut  reniplacer  jusqu  a  un  certaio  point  la  H4tie  gönörale 
ci-deasus.   Teile  est  la  relation 

quil  est  faeile  d*ötabiir,  et  qnt  aert  a  ezprimer  la  somme  des 

r 

meines  piiissatjce.s  de  a:  et  de  ~   au  nioyeri  de  Celles  de  degr^s 

imnK^diateinent  hiteiieurs.  En  effet,  en  taisant  successivement 
n  =  l>  2,  3^  4»  etc.,  od  trouve 

-I- ^ = (ä* + ^  ^  -  r  (o;  +  ^  =  y — 3ry . 

+  p= (-^H       ~         ^  =  ^-.4ri^«+2r*, 

et  ainsi  de  saite  ä  l'infini.  Cette  relation  nous  fournit  donc  les 
m^mes  resultats   que  la   serie  (^)  ci-dessus.    Mais  celie-ci  a 

ravantaiie  d'ötre  bien  plus  expeditive  et  plus  commode  que  la 
dernirro  formule,  puisqu'elle  se  rapporte  u  teile  valeur  de  7i  que 
Fon  vüudra,  sans  avoir  recours>  comme  l'autre,  aux  valeurs  pre- 
G^dentes  de  ce  nombre. 
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1#.  Voici,  en  dernier  lieu,  encore  quelques  formes  particu- 
lieres  de  cette  serie,  qu'il  est  bon  de  connaitre  pour  avoir  plus 
de  facilite  dans  ses  applications,  et  qiii  sc  rapportent  ä  certaines 
valeurs  de  r.    8i  Tod  suppose,  par  exeniple,  que  r  soit  n^gatif, 

le  Premier  rnembre  de  cette  e^rie  devieot  ^al  ä     +     ou  ä 

j:" — ~»  sutvaot  que  n  est  pair  oa  impair,  et  Ton  aura 
^  I         «  .  .  («—3)»  «  ^  4  .  («—4)««  . 

+  i — 4^r*y"-*  +  etc. 

£Dfio>  -ei  l'on  fait  r=],  cette  s^rie  ee  rddeit  k 

_  .  1       •       •  «  .  ("—3)«  -    {n-*A)^n      -.(«— 5)a« 

^Ö!=^)üi^.io+etc. 

Sous  cetto  (Icrnicr©  loriiju  eile  &  applique  donc  aux  equations  qui 
soüt  appelees  r^ciproques  daos  le  äeus  le  plus  restreint,  mais 
le  plus  usite  de  ce  mot. 


l^selitleM  des  eq^atiens  reelpre^iei  de  degre  palr. 

15.  En  reprenant  actuellement  les  recherches  relatives  a  la 
räsoiution  des  Equations  reciproques,  nous  tacherons  en  premier 
lien  de  faire  savoir,  comment  on  parvient  ä  la  resolottOD  de  cel* 
les  de  degre  pair,  qui  sout  de  ia  forme  suivaote: 

(A)  ir*«  +  il|a:«^»  +  ilt«*^*...,+il*Ä*«-*.M. 

....  +  ^n-i:r'«+*  +  yln4:"-f-r/4n-ia:*"'* .... 

+  r»-*  Akx*" +r«-*  J,«* +r"-»    o;  +  r«  =  0. 


ObeervoD«  deec  que,  si  i'on  diviee  cette  dqnatieo  par  et  qo'on 
rassemble  les  temiee  i  dgale  distanee  dee  deoz  eitrdraee*  cd 
obtieot  la  transfofinde: 

Rempla^ant  inaintenant  les  sorames  mises  en  parentheses  par 
leurs  valeiirs  en  y,  qui  räsultent  de  la  e^rie  (^)  du  cbapitre  pr^* 
c^ent»  Tod  trooFe 

TiieU  XLIY.  S 


« 
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^        ^«  .  ("—3)«  a     A  (n— 4)o»  ....  (n— 5)«7i  . 

+  ^  br»-*  -  (»  -  2)  r4^»-4  +  (n--S)(n-2)  , 

—  ^  r'^*-*-*  +  etc  ] 

ou  bien,  ordonoant  et  r^uoissant  les  meines  puissances  de  y, 
0)  f+ili3l^»  +  [il,-.|ir]3f-*  +  (i<,-(«-l)ril,]y-* 

*****•*••••••«•••••••»•■.« 


^i-,  —  etc.]  y»-* 
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Me  est  donc  r^oatioo  qu'il  oons  reate  «ncore  ä  rösoudre. 
HoCoiMi  bien  qn'elle  est  du  tandis  quo  l'^quation  propo- 

est  da  degrd  2to* 

11  s'ensuit  que  poiir  parvenir  ä  la  rösolution  d*uno  äquation 
reciproque  de  degr^  pair  et  de  Ja  fonne  (A)  du  n^«  9,  il  suffit  de 
r^adie  une  ^quation  de  degrä  soue« double»  qu'en  obiieot  par 

la  snbstttation  de  ^  ä  la  plaee  de     +  ~  dans  T^quation  donnäe. 

•I? 

Ayant  determine  les  valeurs  de  oo  aura  ceilea  de  i  Taide 
de  la  formale  (^)  du  10. 

16.  SoU,  par  exeniple,  ä  r^soudre  requation: 
qoi  provient  de  la  formule  (A)  de  d^«  9,  «i  Ton  y  suppose 


2it  =  8 
r  =  4 


=  -  42 


i<,=  284 

^4  =  -  77Ö. 


En  faisaiit  application  de  la  in<Sthode  qoe  noae  Tenone  d'expoaer, 
0B'i4dnira  cette  dquatio»  k  la  aoivante: 

y*— 3,54,»— %«+326y  -  408  =  0 

qoi  dtant  r^olne  d*dprto  les  rdgles  analytiquee  telativos  «  la 
rifisolafion  dea  dqaations  do  qaatriöme  degrd,  donne 

Portaot  cbaeune  de  ees  valeers  dana  la  relation  da  n<>.  IG  00 
üoQTe  halt  Talears  de  a?,  savoir : 

1±V^;  2,2;   ^±1/5;   -b,  —  0,5. 

Ce  tont  dooe  lea  halt  raeinea  de  rdqoation  proposde. 

17.  Discutons,  en  second  licu,  lea  looyena  de  räsoudre  une 
^qaation  reciproque  de  la  forme: 

(B)  ««« +^1        +  A^x^^  . . . .  +  Ahsfi^  .... 
....  +  iln— —  Tiin-io:«-*  .... 

....  —  f«-*i!lfc«*....— a?— r»  =  0. 

Od  reconnait  d  ab^rd  facilemcnt  quo  cette  equation  so  verifie  par 
les  deux  valeurs  -f  Vr  et  —Vr  de  x.  Car,  comnie  le  deroier 
teime  de  toute  equation  represente  toujours  le  produit  de  toutes 
&es  racioea,  et  que  daoa  une  equation  reciproque  de  degrö  pair, 

6» 


• 
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d'aprea  ce  qaß  noiis  avons  au  ffi*  4,  lea  raeSöes  peuvent  (oa* 
jonra  dira  combia^  deaz  k  deax  da  aorta  qu'allea  na  farmant 
qua  dea  pradnita  ^gaaz  ä  +r,  &  moioa  qua  laa  daux  racinaa 
-}- V  »Vr  aa  a'y  trouvant  cbacona  aa  nombra  impair;  il  aat 
idaot  qaa  la  darntar  tarme  d'aaa  tella  dquatioa  aa  paat  ^tra 
ndgatif  (abatraction  faite  da  la  valaar  da  r),  qoa  dana  ce  mtima 
caa  axcaptiaanal.  Daac,  chacnna  da  caa  daux  raciaaa  particuliö« 
raa  dait  sa  trouvar  aii  molaa  ana  foia  daaa  l'^quatiaa  propaada. 
On  panria»  da  rasta«  a'en  convaincra  ancare  davantaga,  ai  Tan 
y  aubatitaa  ^Vr  an  liau  da  ^r;  car  alla  daviaadra  idantiqua  da 
catia  maatöra. 

11  en  resulte  iiecessaircmcnt  que  cette  ^quation  est  divisible 
parle  produit  (x-^Vr)(x  —  Vr),  ou,  ce  qui  revient  au  meine, 
par  X* — r.  En  effectuant  cette  divisioH,  on  obtiendra  donc  pour 
quotient  une  equation  du  degre  2» — 2  et  de  la  forme  suivaDta: 

....  +         a;«  +  »„-i  x^-^  +  iff «  a:«-^ . . . . 

Äün  de  döterminer  les  coefficients       ,  B2,    etc.  encore 

inconDUS«  iDultiplions  requatiou  in^me  par  x*^ — r;  ce  qui  donne: 

....  -h  {Bn^2-rB„-^)  x^  i  2  ^  ^ß^_^  _  j.„ f  1 

+  (Bn—rB^^i^a^i-  (B^i-^rBnr^i)  x^^ .... 

....  +  (Btm^—tBtm^Mt^a^ . .  • .  +  (Bau-B  — 

+  (-ßan-a — fBan-Ja;*  —  rBzn-iX  —  rB^n-^  =  0. 

Camma  ca  pradait  dait  dtra  idaatiqaa  avae  rdquatian  (B)  ei*daa- 
ana,  an  aat  abligd  da  aappaaar : 

A^mBz'-TBi 

A^B^—rB^ 


Ah-Bk-rBk-% 
d'aü  l'ao  dddnit  anccaaahfamaiit 


Am^%^Bn^fr-TBn-^    •   •   •  •  

An  =B«~rB„-2=0  r"-M4r=r^2„_4— ßj„_a 
rilife*^isri7ii-i— Ün^i  t^^Ai^rB^i^ 
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s  AM^A^'I^An-^'^ete 
ßn  =ri?«-a 


Par  la  Substitution  de  ce«  yalears,  Tc^quafion  (Bb)  ci-dessn«  devieot 
.  .*+(i^n-t + ri<»-4+ete.)««  +  (i<«-,  +ril»-,+ etc.) 

d  oü  i'oo  voit  4u'elle  est  de  m^rae  rorme  qu'une  equatioD  ?<ci- 
proque  de  la  forme  (A)  du  n^.  9,  que  oous  «vod8  deja  appria  ä 
resoudre  au  numöro  pr^c^deot 

En  y  appliquant  donc  la  fonnule  (1)  de  ce  numero,  lut^uelle 
represente  i  equatioii  resultaiit  de  la  propos^e  par  Tintroduction  de 

«  an  lieu  de  :e+-,  on  obtiendra  pour  rtfduite 

(«-4)(«-l) 


+[B4-(«-3)r^+ 


.(«-5)«(H-l),8]yn.r 
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Mai8  comme  on  a,  tont  ealcul  fait» 

Ä,-(ji-l)r  Ä  il,-  {it-2)r, 
-»»-(»-2)ri?i  =  ^3-(«-3)rili, 

/jj  ^\  („  9\ 

=  /le-(«-t')»--^4+(»-S)»r»^— (n— 4),r», 

<  

on  trouvera  finaiemeut 

+(i<e-(«-6)ri<4  +  («-tt)«rM,-  («— 4),r«I^-» 

i^[Ak-'{n-k)rAk-z  +  (n— >t+I)2r«^*_4 

C'est  doDC  requation  doiit  il  faut  eru  üre  deterniiner  les  racines, 
'  pour  obtenir,  ä  l'aide  de  la  formuie  (J)  du  n®.  10  cellea  de  i'^qua- 
tion  proposee  (Ii). 

18.  Suppoaons,  par  ezemples  qo'on  ait  k  r^oudre  Ttfqoa- 
tioD  aaivanto: 

4;io^8a?9— 7ar«  -  58a:HlÖ6**-7ö4«*+928a?H44&c«— 2048«— 1024 

=  0, 

qul  r4sQlte  de  Toquation  (B)  ci-dessus,  si  1  uu  y  fait 
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ii:=ö 
rss4 


A^^^  58 
il4=  196. 


Sulvant  les  principes  qu'on  vient  d'ötablir«  od  voU  quelle  est 
flitwiaUe  par  :r  = +  2,  et  qu'elle  peut  4tre  r<$duite  ä  une  äquat'ion 
du  qoatri^ine  degrö,  par  l'appllcation  de  ia  fornmle  (11)  ci-deaBus» 
Or,  on  a  dan«  cetfe  formale 

a-l  =  4    J,-(ri-2)r    =-  19  j^.(«_4),^+(«_3)^^240. 
J,==8  iis-(«-3)ri<i=:-122 

On  obüendra  donc  pour  equation  resultante 

qni  se  vörifie«  comme  il  est  facile  de  prouver,  par 

Si  l  on  substitue  cbacuoe  de  ces  valeurs  dans  l'equation  (^)  du 
10,  «n  tronvera  les  Valenr«  de  x  correapoodantes,  savotr: 

-4,  -1;  2(-2±v3);   1±^^;  i(aiV^:=7). 

Or,  en  y  ajoataot  eoeore  Im  deux  valenra  et  —2  qo'en 
vient  de  aignaler  d^deeaua  comme  raeinea,  od  anra  dix  ?aleara 
de  »  qni  aatiafont  ä  la  propoade;  eile  ae  trouve  donc  compldte- 
neot  rdaoloe. 

Besilutlen  des  eqiatlonn  r^eiproqaes  de  degre  impalr. 

n.  Maiotenant  nooa  allen«  nons  ocenper  des  dqnationa  rdei- 
proques  de  degrd  impair,  et  nons  eommencerona  par  ezpoeer  loa 
moyeoe  pour  rdsoudre  cellea  qni  aont  de  la  forme  aulTante : 

(C)  +  Ai  a;»«  +  Ag^x^"*- * ....  +  .... 

....  +  r«-*  Vr  Akx^ ....  +  r«-«  Vr  A^xHi^W^^x  Vr 

=  0. 

En  ae  rappelant  qne»  d^apr^e  ce  qni  a  dtd  dit  plas  haut  (n»,  3 
et  D*.  10),  tonte  dqnation  idclproqae  de  degr^  impair  doit  avoir 
la  racine  +Vr  oü  —  Vr,  on  reconnaltra  faeilement,  qne  cette 
equation -cl  est  satiafaite  par  a?ss~  Vr,  et  par  consäquent  divi- 
nlble  par  « +  Vr.    Cette  diviaion  dtant  effectnde  d'one  maniöre 
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analogiie  ä  celte  que  nous  avons  «uivie  au  ouniärö  pr^cödent,  on 
aura  paar  qaotieot: 

a:«*  +  (Ai  —  Vr)  a:««-  *  +      —  V     +  »")         •  •  •  • 

....+  (Ak -  Vr  Ak^i + rAk^  -  ( Vr)^  Jife-j  +  r» ^^^^  -  etc.)  «2«^^... 
(An-i—VrAn-^-^rAn-^  —  ctc.)«"^* 
+      —  Vr        +r  /i„_2  etc.)«" 

Vr^*-i  +  ele.)  j«*»... 

# 

ETidemmantj  II  ii*est  autre  chose  qn^ona  ^oation  r^dproque  de 
degrd  pair  et  de  m^me  forme  que  celle  du  u^.  I5j  et  pourra  donc 
%txe  traittf  aoaai  de  la  m^me  manidre. 

ReprösentoDs-le,  ponr  abreger,  par 
+  Q  Ä*»- » +  . . . .  +  r«-«  Ci  «2  -I-  f*-*    X +r« = 0  , 

et  appiiquona-y  maintenant  la  formule  (1)  du  n^.  15«  pour  y  sub- 
stituer  |f  au  lieu  de  o;  -|-  - ;  il  en  rdaolteta  rdquation  anivaote: 

r  +  <\y^'  +  [Ci  -  «<-]»"-i'  +  IC3  -  («  -l)rC,]y»-» 

+  [C»-(»-3)r  q,  +  ^""y^r'Qly-» 

+  [C.  -  („  -  4)  r  Q  +  i2i^2  (»:^>i!!^. . 

+   3  — r»  Ck-t  —  et«.]  sr*~* 

I 

+  etc.  =  0. 

Or  on  a«  toute  rdduclion  faite, 

Q — nr  ==  (il,  —  Vr  ^1)  -  (» — 1)  r , 

ft— («— J)rCi  =  (4- Vrii,)— (n-2)r(^i-Vr), 
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SS  (Jt-  VrAj)  -  (n  -3)r (4i -'vrJt)  + 

C.-(„-3)rC,  +  <»-'*>;"-'>r«Cl  " 

= (4»— VM«)  -  itt-4MAt—VrA^  4  (ii-3),i*(i<i- Vr). 

=(^-Vr^»)-(»-5M'l*-Vr/l,)+(a-4),r«(^,-Vr/Ji)-(n-3),r», 


etc. 


lotroduisons  ces  valeurs  dans  i'equatioo  ci-dessus;  eile  se  chan« 
gera  en 

(III)   y^  +  [A^-  Vr]^^  +  [(A^-VrAi )-(»«-  l)r]3r-* 
+  [(i<,-  Vrii,)-(Jt-2)rM,  -  Vr)]y-» 

-l-[(A^'-VrA^-in-4}r(As'-VrA^Mn-^)»fH^^ 

Hi^6-VrAi)-iff--^HA^-VrA^)Hn-^hr^(A^~VrA^) 


+ (n       2)2  i  2  (-4it-.4 — VriAk-ft) — etc.]  y«-*.... 
=  0. 

Teile  sera  donc  1 1  ({uation  qu'il  faut  encore  r<^soudre  pour  parre- 
Dir  ä  la  r^solution  de  T^quation  propos^e  (C). 


74  Vagi:  Theorie  des  eguaiions  riclprognes, 

M.  Soit»  par  ezempl«»  donntfe  TdqaatioD 

U«« +  nUH45a:*  +  4U*  + Iii«»— 8j;»— 1  =0 

qne  Ton  peiit  ddduire  de  la  forme  g^ndrale  (G)  da  a^.  9»  eo  y 
faiaant 


iics4 
rs  1 


Coorormdment  aus  ddduciioaa  faitea  eUdessvs,  eile  a  la  racloe 
^1,  et  doit  dfre  rMnctlble  A  nne  dqnation  da  qnatriÄme  degrd* 
Poar  y  parvenlr»  II  laat  obaerver  qae  Ton  a  dana  la  fonnale  (III) 
ci-d«sana 

r  =  I  (il,-VrJi)-(«-l)r=s-9J, 

( -  VrA^  -'(n—2)r  {Ai  -  Vr)  =  25 . 

iA^^VrA^)  -  (fi  -3)r        Vfili)  +  («  -Sjgr«  »  0, 

ce  qui  donne  pour  la  reduite  cherchee 

qui  eat  aatiafalte  par 

y  =  0,  2i,   -3,  3|. 

Or,  ces  qaatre  valeura  de  ff,  aabatitadea  dana  la  formale  (^)  da 
D^.  10,  donnent  halt  valeora  de  s,  aavoir 

qui  satisfoot  ä  ia  proposee.  Donc ,  en  y  ajoutant  encore  la  valear 
^l,  qu*OD  a  reconnuc  toot  d'abord  ^tre  racine  de  cetto  dqaatioo» 
on  a  ddtermind  toutea  lea  racioea  qu*U  fallait  avoir. 

91.  II  DOOS  reate  encore  finalement  ä  exaininer  le  cas  oü 
röqaation  dono^e  eat  de  degrd  Impair  et  de  la  forme  anlFante: 

(D)  «a«f ^  +  u4i«2,  ^  ^«2«-!., . .  +  iita:^^-*+i .... 

+  i<«-iÄ«+*  +  VrAnOi* — Vr*  A-i«»-» .... 

....  —  r"-*  Vr^*a:*.... — r^-^vr  A^a^—r^-^  Vr  Ai  a:~r"  Vr 

=  0. 

On  reconnait,  au  preraier  abord,  qu'on  peut  y  satisiaire  en  niet- 
tant  a:  =  Vr,  et  que  par  coDsequent  on  peut  aussi  la  diviser  ex- 
actement  par  x — Vr.  Essayant  cette  division,  on  obtiendra,  de 
ia  mdme  mani^re  que  tout  ä  l'beure,  pour  quotient 
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+ (il* + VrAt^t  +  r^*-«  -I-  Vr»i<fc-«  +  n^Ak^  +  etc.)f  .... 
^  +        +  Vr  il«-«  +  r  i<«_3  +  etc.)  x*¥^ 

M..  +  f*~*  {Ah  +  Vr        +  tAic^^ + etc.)  ar* .. . . 

II  s'ensult  que  la  rdsolution 'de  Täquation  donn^e  dopend  eiicorc 
de  Celle  d'une  ^qaation  reciproque  de  degr^  pair  et  de  la  forme 
(A)  du  n^.  9,  dont  nous  avons  döjä  fait  connaltre  la  metbode  de 
Isolation. 

Opärant  done  soii^ant  cette  mdthode,  on  parvlendra  d'une 
naniiro  «oalogae  i  caile  du  oiundfo  pr^cddent,  ä  l'^quation  «ol- 
vaate: 

(IV)        +  [^1  +  Vrb«-*  -f  [(^2  +  V  r  Ji)  -  {n ~  I )  rjj^-» 
+ [(^a  +  Vr     -  (»-2)r(    +  Vr)]y"-» 
^  +[W4+Vril,)-(«-3)r(4i+Vril,)  +  («-2)»r"]jr^ 

+ [Ma  +  Vr  ^4)  ^  (n  -  4)  r  (.43  +  V  r 

+  (»-3),ra(^i+Vr)J^» 
+[(ilt+Vri<ft}-(n-8)r(.l4+  Vri<,) 

+  («-4)ä|r«(il,+  Vrili)--(ii-3),r  V* 


4  etc.  =0. 

qoi  repr^ente  celle  k  laquelle  on  r^duit  la  propea^e  par  la  aab- 

stitution  de  ^  ä  la  place  de  x  \-  - 1  aprei»  l  avotr  divisee  aupara* 

vant  par  x — Vr.  II  ne  s'agit  donc  plus  que  de  resoudre  cette 
öqoatioD  pour  parrenir  4  la  r^aoiotion  de  l'^quatioo  propoa^  (D)* 

M.    AInsi,  par  exemple,  l  equatioii  reciproque 

«t-Q;|.a^2Sj^^]fi^9_6aa;«+]89d:«4*408«H^«^+l^^ 

=  0, 
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qai  compartfe  avec  T^quation  (D)  cl-dessiis  donne 


11  =  4  ^i=—  6 
r  =  9  4=^—25 

et  dans  laquelle  on  a  par  cons^quent 

(i<,+ Vri<,)-(«-l)r  =  -  70, 

(^3  +  Vr  A^)  —  («  -  2)  r  (/I,  +  Vr)  =  —  36, 

(i44+  Vr^a)  -  (n-3)r(.4,+  Vr.4i)  +  (ii-2)ar2  =  360, 

r^doit    l'dqoation  «uiFante 

3y»-7V-3%  +  360  =  0. 

Cr,  Celle -d  eei  satisfaite  par  qoatre  valeurii  dlii$rentes  de  y, 

y  =  2,  2/  =  — 3,  ^^  —  6,  y=:IO. 

DoDc,  requatioD  propos<$e  se  värifie  par  les  hoit  valeura  saivan- 
tes  de 

Ä=:ldbV^^;  -3,  -3;  9,  1; 

ef  en  oatre  eneore  par  a7:=3  d'aprds  les  priecipea  d4jk  tftablis 
plaa  haut  Elle  eet  dooc  compIdtemeDt  r^solue. 


Seelie  geu^ral  et  r^selitien  des  ^qaatleiis  reelproqaea 

a  ücux  teiBies. 


I.  Rtopitolanf  bridvement  foul  ce  qui  vienf  d'dtre  dif  sur 
la  rdeolution  des  dquatiotis  rdclproquee,  on  Toif  bleu  que^  par  des 
procddds  asses  simples,  foule  dquafioo  rdciproque  du  degrd  %n 
ou  et  parfols  mime  da  degrd  2»i-|-2  (iroy.  n<^.  16)  peut 

dire  rameode  ä  uue  dquation  du  degrd  it.  Par  coosdqneul,  foofes 
les  fois  qull  est  possible  de  rösoudre  cette  dquafioD  rdsulfante, 
on  parrlendra  aussi  n  la  resolution  de  requation  rdciproqae  don- 
nde*  Or>  on  connatt  des  rodthodes  gdndrales  pour  rdsoudre  loa« 
les  les  dqaallODS  qai  nc  surpassenl  pas  le  quatriime  degrd;  done, 
on  pourra  aassi  rdsoudre  gän^ralemenf  toutes  les  dquations  t4c\' 
proques  des  neaf  premiers  degrds,  qaelquefois  eneore  Celles  du 
dizi^me. 

Mais,   dans  la  pratique,   il  se  peut  meme  qu*on  reus- 
sisse  a  resoudre  les  e^uatiuua  reciproques  dun  degre  eneore 
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np^Henr  ao  nettTiiine.  C'est  ce  qai  anive  soaventj  par  exem- 
ple»  daDS  les  ^quatiooa  r^clproqnes  ä  deuz  termea  oo  bindmas« 
^*C8t-ä*dire  de  la  forme: 

qa  on  peat  d^uire  de  la  forme  gdntale  (0)  des  ^natiomi  r^ci- 
proques  (voy.  n^.  6),  en  y  annulant  tous  les  termes  k  Tezeeptieii 
des  denz  exCrdmes.  Ezaminoos  an  peu  plus  prds  ce  cas  qui  mdrtte 
bnfe  Dolre  attention.  * 

Or,  il  est  facile  de  prouver,  qn'on  pent  r<lsoudre  ces  equa- 
(ioDS  binömes  toutes  les  fois  quo  leur  exposant  est  un  nomhre 
d^composable  en  facteurs  premiers  plus  petits  quo  11.  Car  dans 
ces  cas  la  resoliition  d'une  teile  equation  jient  tonjours  e(re  ra- 
menee,  soit  par  i  introduction  d'inconimes  anxiiiaires,  soit  par  la 
d^composition  de  l'equation  en  facfctirs  binonies,  ä  ceile  d'^qua» 
tions  reciproques  d  uo  degre  infärieur  au  dixi^me. 

Alnsi^  poar  fixer  les  iddes  par  nn  ezemple,  la  rdsolution  de 
rtoation  bindme 

dans  laquelle  on  a 

ms=2>.5.7  et  Am^l, 

■d  depend  que  de  celle  des  equations  bindmes  suivantes: 

(1)  y«-MaO;      (2)  »»^1  =  0;      (3)  u^^l^Oi 

qu  il  est  facile  de  rei»oudre,  puisque  leur  degre  est  mniiKire  que 
9,  et  dont  la  premiere  resulte  de  la  proposee  indme»  si  1  oo  y  fait 

la  deuzi^me  de  l'^quatioii 

— ff:=0,  si  Ton  y  suppose  x^^zVjf» 
et  la  troisi^me  euün  de  i'äqoation 

Getto  deroidre  bypothise demie  les  Taiears  de«  lui-mtoe,  apr^s 
qil'oo  a  ddtermind  les  valeurs  de  sf,  z  et  «. 

De  meme,  pour  parvenir  a  la  resolutioii  de  requatiou  bindme 

ar«*«  — 10 

dans  laquelle  on  a 
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its2«.3^  et  il«»  10, 

OD  n'a  qu'ä  räsoudre  Jes  öquatioos  r^ciproques  suivantes: 

(1)  ««—^10  =  0;  (2)  «9+VlO  =  0; 

(3)  «1HV10  =  0;  (4)  «s«-fVlO  =  0; 

(5)   a?7a  +  VlO  =  0; 

facteur«  de  Täquatloo  proposde«  dont  les  troie  dereitoe«  peuvent 
4tre  rösolaes  de  la  ineroe  nianiire  qae  r^qaation  prMdente, 
c'est-^-dire  par  riotroduction  d'inconnuea  aaziliaires. 

G^n^ralisant  ces  deux  cas  particuliers,  il  est  donc  aisö  de 
voir  qu  011  peut  resoudre  toutes  les  ^quations  recfproques  bindmes 
dont  I'expos  uit  est  dt^coraposable  en  un  prüduit  egal  k  2l».39.5''.7% 
pourvu  4}ue  p,  q,  r,  s  soient  des  noinbres  entiers  et  posHifs. 
Cependant  on  ne  saurait  pas  resoudre  completenient  ces  ^quations 
d'apreä  Ica  niethodes  qu'on  vierit  d'exposer,  si  Texposant  contient 
d^autres  factenrs  premiers  ou  »ju  il  est  ei^al  ä  un  nonibre  jjreniier 
plus  gratid  que  7.  MaU  on  a  ericore  d'autres  moyens  de  resou- 
dre ces  ^quatioiis,  lesquels  nous  nous  dispensons  ici  de  deve- 
lopper  pour  ne  pas  6tre  conduits  trop  loin.  On  trouvera,  du  reste, 
les  plus  amples  d^tails  la-desfius  dans  les  excellents  ouvrages 
de  Moivre  et  de  Gauss. 

Constatüijs  ei)corc>  cn  ]>assant,  qu'ii  est  possible  de  faire 
dependre  la  resolution  de  i  equatiou 

d;*-f ^^»=0  de  Celle  de  s^^Am^O 

et  r^ciprnquemeiit,  toutes  los  fois  que  Texposaat  m  est  uu  noin- 
bre  tiapair.  Car,  remplacant  daus  Tune  quelconque  de  ces  deux 
^quations  x  par  —  ar,  on  obtiendra  lautre.  Ii  s'ensuit  encore 
immediatement,  qu'ayant  determinö  les  racines  de  Tuoe,  on  a 
aussi  Celles  de  lautre,  ]>uisque  les  unes  sont  toujours  ^^ales 
aux  autres>  prises  cn  sii^ueä  cuatraires.    De  nieme,  requation 

a^±Am^^  peut  4tre  ramende  h  ^j:l=0 

par  rhypothdae  x^ffVAm\  ce  qui  rendra  dvideninieot  le  calciil 
pliia  airople. 

Ceaclusien, 

95.  Noii.s  avoiis  donne  jusqu  ici  tout  ce  qui  nous  semblait 
necessaire  pour  faire  conoaitre  les  equatioaa  räciproques>  et  pour 


^  kjui^  o  uy  GoOgl( 


p 


Vogt:   Theorie  des  iquatiom  reciproques.  79 

inettre  au  fait  des  moyens  de  leur  r^solution.  11  nous  parait  donc 
ioutile  de  nou8  arreter  encore  davantage  sur  ces  äquations.  Da 
reste,  nous  renvoyons  ceux  qui  desirent  se  familiariser  encore 
plus  avec  elles,  k  consulter  les  ouvrages  que  oons  veoons  de 
citer  en  plusieurs  endroUs. 

Mais,  avant  que  de  terjniner  tout-ä*(ait  nos  recherches,  noiw 
MOS  permettroDs  encore  de  reveiUer»  ee  dernicr  Heu,  rattentten 
i  one  applieatioD  trds-impnrtante  qu'oD  peut  faire  dee  i^quationa 
r<kiproques,  et  qui  märite  de  captiver  notre  ioter^t  k  iin  haut 
degre.  Elle  concerne  la  r<^eolation  des  ^quations  du  quatriöme 
dfgräy  et  cooeiete  h  ramener  ees  ^quations  ä  des  ^uatiens  r^* 
proqness  lorsqo'elles  oe  le  sont  pas  d^ji  d*origme. 

Observons  dooc  qu'une  equation  du  quatrieine  degr^  se  pr^- 
aeate  toujours  sous  la  forme  de: 

Si  mainlenant  l  oquation  proposee  n'est  pas  deja  reciproque,  on 
peut  eo  faire  une  de  la  niaoiere  suivante 

Od  sopposera  x  =  z\p,  et  regardera  p  eeinme  qnantft^  en- 
core ioconnoe;  l'^aation  se  ebangera  denc  en 

(1)  1*  +  (4;,  +  ^)  t»  +  (6p»  +  ZAp  +  Ä)  2« 

Peor  que  eette  ^natien  neafella  defieime  ri^ciproque,  et  qti'elle 
•*acoorde  par  coos^qnent  avec  la  forme  g^n^rale  (A)  du  n^.  9 
ci*dessns,  il  faut  qu*eii  ait 

t{Ap^Ä^^  4p«  -f  3itfps  -f  %Bp  -I-  C. 

EUmjDaot  r  de  ces  deux  ^galttös«  on  obtieadra  done  pour  r^daite 

(2)  ( J»— 4i<B  +  80  j»'  +  (^'^  +  2^C— 4B« + 16/))  p« 

4-  {ä^C-^%AD'^ABC)p  4-  {A^D-^  C>)  =s  0» 

qai  donnera  toujours  nne  valeur  röelle  de  p.  Apr^s  TaToir  trou- 
vie,  on  n*a  qu'ä  Tintroduire  dans  T^quation  (I)  ci-dessus,  pour 
la  rendre  röciproque.  Cela  fait,  la  räsolatien  n'en  ofrira  plus  de 
diflicQlt($s. 

%%.  S\,  par  exemple,  oo  avaiA  r^udre  i'^uations 


•)  Voy.  Schldnitch  VIII. 
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il  fftudrait  d*abord  dötemulner  une  valeur  de  p  qei  satiefait  & 
rdqnatioD 

192|i>-i-  ia()Sp2--3200|p— 8604  s  0 

r^fiultant  de  l'equation  (2)  du  n".  precödent,  si  i  oii  y  falt 

il  =  14;  B  =  45;   Cs^4;  28. 

Comme  on  trouvera,  entre  autres,  la  valeur  p  =  —  2,  r^quatiou 
proposee  se  transfoi nieia  par  la  8ubstitutioD  de  x^x — 2,  d'apres 
la  formule  (1)  ci-dessus  en: 

t«+62>*-]5zS~48s+64s0, 

qui  et»t  contornie  a  la  formule  (A)  des  equations  r<?ciproques,  et 
se  rösout  donc  de  la  mdme  maniere  (voy.  a^.  J5).   Aiosi,  Ton  aura 

et  par  coiia^queot 

X  ==  i(-7i;2V2±  V"49±r2V2) 

povr  les  qoatre  Falenr«  de  x  dans  rdqoation  dooDde. 

87.  jl  existe  d'ailleurs  encore  un  autre  moyen  fort  elegant 
pour  operer  cette  transformation  dont  il  est  questiori .  leqne!  repose 
Sur  les  reiations  connues  qu  on  a  etablies  entre  les  racines  d  une 
^quation  quelconque  et  les  coefficients  de  ses  termes.  Voici  en 
qaoi  il  cunsiste  : 

On  sait  d'abord  qne,  et  Ton  ddsigne  par  d  les  qoatre 

racines  de  l'dqaation  proposde, 

(1)  a:*  +  ^x>+ÄÄ«+Cjp  +  /)  =  0 

il  fant  qa*on  ait 

Supposant  douc 

SS        ayss^*    ad  =  c 
♦>  Voy.  Gruncrt'8  Archiv  öd.  XXXL 
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Mais  ces  derni^rea  valeurs  forment  evidemment  les  racines  d'uoe 
^oaÜon  reciproque  du  sixidme  deg.re  et  de  la  forme 

(2)      3/«  +       +  Qy^  +       +  DQy'^^D^Py^D^  =  0 

dans  iaqaelte  il  faot  Bopposer: 


a 


Ä  =  —  [abc + 6/)  -j-  ö +  +  cl>  i  -r-  +      +  -T-  +  — 

0  V  O  C 

.  oD»  .  bcD     ^    ^      Z>2     6/>* .  />2  .  cD^  .  /ja 
+       +       +c/>+6/>+  -  +  -^+-+~,  +  - 

Or,  ezprimant  a,  b,  c...  par  a,  y««»*;  on  trouve,  toute  r4- 
doetion  faite, 

i>      j;«^  +         +  yö-i-  /Jd  +  jSy) iß, 

Q = («+ iS  +  y  +  d)  (a/3y  -I-  o^SÖ  +  «yd  +  jSyd)     a/3yd  =  JC-  Z), 
IJ  =  — [«/Jydl(a  +  ^  +  y+d)«~2(«/?  +  «y  +  ad  +  /Jy  +  jSd  +  |^)J 

Dono  r^qnation  (2)  cUdcssus  se  rädoit  k 

-I- PC— I>)i>y2— Bi)8y+i>>;=i  0 

et  eile  se  cbangera  par  la  aobstitatiop.  de  2s=ar«f--»  elTeetnde  i 
i'aide  de  la  fornnile  (1}  du  rfi,  15,  en    «  ^  « 

(4>  »»-Ä*a+(4C— 4/>)»+(4aZ)-il»/>-  C^*)=0 
ThellXLIV.  *  6 
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qui  fournit  trois  valeurs  de  z  et  par  coiisöqiient  .six  valours  de  y 
i\\n  conviennt'iii  ä  lequation  (3)  ci-dessus.  Celles-ri  ^(aiit  trou- 
vees,  donnent  les  racines  de  la  jjroposec,  tn  vertu  iles  relattons 
Stabiles  piuä  haut.    Ainsi,  comme  üu  a  su|>po8e 

a^  =  a;    ety^b\    »6  ss  e 

et  par  consequeot  aussi 

a^ßyd  =       SS  a6c  , 


on  obtiendra 


(5) 


^Fabc  ai}c 


Vi 


«  abcM 

Mai«,  pDisqu*U  faot  choiair  6,  c  etitre  siz  valeurs  de  et 
qn*oti  pourrait  par  consäquent  les  confondre  sarteot  avec  feurs 
r<(ciproqiies ;  il  est  oicessaire«  avant  d'admettre  .les  racines  ci> 
dessuS)  <)e  8*assurer  si  l*on  a  pris  les  valeurs  convenables  et 
propres  4  donner  les  vraies  racines  de  l'^quation  proposäe.  II 
sufnt  pour  cela,  qa*on  les  alt  clioisies  telles  qu'elles  conviennent 
k  i'äqaation 

(6)  o6c-|-(tt-f  6-f  c)/>=  -  ^  V^ÄcT^, 

qui  r^ylte  de  la  relatien 

si  Ton  y  sabstitae  les  ▼aleurs  de  d  ei-dessos.   S*il  «n 

est  ainsi,  il  n'y  aura  plus  de  doute  qü*dD  ait  trouv^  les  v^ritable« 
racines  qu'on  demandait. 

m 

t9.   Seit,  par  ezemple, 

r^qoatioD  i  r^Ssondre.  Co  en  d^duira»  ä  Taide  des  forniules  (3^ 
et  (4)  ci-dessns,  les  ^ifatiomi  suivaDtos: 

(3)    3f«-lV+7l3f*  +  132y»-497ya--ä%--343=0, 
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(4)  2S-I82S-f92z-120  =  0, 

doDt  Ja  dernidre  se  v^ifie  par 

2  =  lü,  2,  (j 

de  Sorte  qn'on  a  daiui  r^quatian  pr^ädente,  SQivaot  U  forniule 
(^)  du  DO.  10« 

y  =  5±4V2;    ldt2V2;   7,  -1. 

Conme  maintenantj  parmi  ces  derniöres  valenra,  les  troi«  8uivan> 
tes  satUfont  ä  ia  eondilion  (6)  ci-dessus,  savoir 

o  =  5  +  4v2,    6  =  1  +  2V2;    c  =  -l; 

ce  qu'tl  est  (acile  de  prouver;  on  obtiendra  donc,  suivaift  le« 
formales  (Ö)  ci-dessus 

5+4V2_ 

•  I42v2  * 
r—  1+V2  * 

•* 

=:1-V2, 


1+V2 


pour  rarmes  de  requation  proposee,  qui  se  tro|^ve  par  conseqaent 
conipletement  resoloe.  • 

On  vott,  par  ce  qai  prdcöde,  de  quelle,  mani^re  on  peut 
tirer  parti  dea  öquaCiona  r^ciproques  pour  rdsoudre  les  «Jqoations 
da  qvatri^me  degr^.  Quant  aux  autres  ^qoaüons  non*T^ciproques, 
tl  n'eziste  pas,  que  je  sache,  des  nioyens,de  les  rendre  riScipro« 
qaes.  Du  noins,  les  mdthodes  que  Rons  venons  de  suivre  daos 
les  ^qnations  du  quatriime  degre»  ne  s'appHqnent  plus  h,  celles  ^ 
d'tto  d^r^  sop^rieur,  ni  möroe  ä  celles  du  treisidme  degrd;  solt^ 
parce  que  le  nombre  des  equations'  de  condition  auxquelles  on 
est  condttit,  est  plus  grand  que  celui  des  inconnues  auxiliaires 
qu*il  faut  döterminer,  soit  que  leur  degrd  est  le  tntae  ou  encore 
pfals  haut  quo  celui  des  ^quatlens  primitives.  II  faudra  donc,  je 
erois,  renoncer  h,  faire  applieatloD  de  Ia  tbdorle  des  dquations 
r^iproques  dans  Ia  rdsolution  des  equations  qui  surpassent  le 
quatriime  degrtf. 


I 
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III. 

r 

Ueber  die  Qaadraior  des  Zirkels. 

V«n 

Herrn  Dootor     ermann  Sehefflef, 
in  Braun  schweig. 


Da  80  ek^ih,  IQ  Frankfurt  am  Main  die  Quadratur  des  SUrIcela 
erfnoden  lat,  so  wird  eine  Uf)terlialtoo{{.  fiber  die  ComOglichkelt 
dieser  Operation  «ur  Verlierrliciiang  Jipner  Erfindung  bettragen. 

1)  Die  Quadratur  und  die  Rektifikation  des  Kreises  nehmen 
hinsichtlich  der  geometrischen  Konstruirbarkeit,  so  wie  auch  hiii- 
sichtiich  der  arithmetischen  Berechenbaikeit  gleichen  Hang  ein. 
Die  Erstere  verlangt  die  Bestinimurje;  der  ^Fläche  ABC  (Taf.  II. 
Fig.  I.),  «eiche  der  Vektorradius  AB  beschreibt,  indem  er  aus 
der  gegebenen  Lage  AB  in  die  gegebene  Lage  AC  übergeht;  die 
Letztere  verlangt  die  Bestimmung  der  Linie  ßC,  welche  der  End- 
punkt des  Ivadius  bei  dieser  Bewegung  beschreibt.  Beide  kom- 
men auf  die  Bestimmung  der  Ltid  olph'schen  Zahl  tc  heraus. 

Die  Aufgabe,  aus  dem  Radius  den  Umfang  des  Kreises  su 
bestimmen,  scheint  eindeutig,  ist  aber  in  Wahrheit  unend* 
lieh  vieldeutig.  Der  Krfis  ist  nach  seiner  Entstehung  nnd 
wahren  Bedeutung  iieine  begrenzte  Linie,  sondern  eine  un> 
endliche  Spirale,  deren  Windungen  aufeinander  fallen.  Die 
Aufgabe  verlangt  also  die  Bestimmung  des  Weges,  welchen  der 
Endpunkt  b  des  Radius  ab  (T«&  II.  Fig.  2.)  beschrieben  hat« 
wenn  seine  Richtung  wiederum  mit  der  ursprflnglichen 
zusammenfällt.  Von  andern  Prämissen  als  diesen  geht  die 
Aufgabe  nicht  aus;  dieselben  sind  ausreichend  und  nothwen- 
dig»  om  das  Problem  su  definiren. 


Digitized  by  Google 


•        Scheffier:  Vtter  die  Quadratur  4m  Zirkek.  85 

E»  leuchtet  eio,  daes  sowohl  die  Windung  bect  als  aoch  die 
OoppeltvipduDg  becfd  upd  Qberhaupt  jede  yielfache  Windung  Adt 
Aoigabe  genfigt,  daas  i^bo  die  AoflSaung  alle  diese  Warthe 
ergeben  maaa.  Die  Anzahl  der  mt^licheo  Aufiusungen  ist 
onendlicb  gross  und  den^^ufolge  ist  es  nothwendig,  dasa  sich 
die  Auflüsung  arithmetisch  durch  eine  Gleichung  von  unend- 
»  lieh  hohem  Grada  oder  dnreh  eine  Reclinung  von  uoend* 
lieben  Operationen  und  geometrisch  durch  eine  Konstruk» 
*tion  von  unendlichen  Operationen  daratelle.  Weder  eine 
endliche  Gleichung,  nocif«eine  endliche  Rechnung»  noch  eine  end» 
liebe  Konstruktion  kann  das  Problem  lusen. 

Bebnf  nSherer  Erlftnterang  der  letiteren  Behauptungen  wird 
die  Bemerkung  vorangeschtckt,  da^a  das  Verfahren,  in  ivelcfaem 
die  geiwcfate  AufUisung  liegen  soll,  mit  gleictier  Leichtigkeit  dai 
Eiofache,  das  Doppelte,  das  Dreifache  und  überhaupt  jedes  be* 
Jiebige  Vielft^he  des  Cmfanges  und  awar  cmwohl  als  rechts  sich 
irindende,  wie  als  linka  sich  windende  Linie,  d.  h.  als  positive 
aad  als  negative  Grösse  orgeben  muss,  dais  dasselbe  ab«r  auch 
aar  diese  Vielfachen  und  keine  anderen  Grdsnen  ergeben  darf, 
dasa  also  die  Gleichung,  welche  au  dieser  Auflösung  dienen 
soll,  die  Würseln  0,  ±2»,  db^sv,  ±6»....  und  keine  andere 
enthalten  muss.   Diese  Gleichung  ist: 

x[{ß— 1n){a: — 4»)(d?  ^  6ä)  . . . .]  [{x  +  'ln}{m  -|-  4»)(j?  +  6ä}  ...,]  =  0, 
oder: 

Diese  Gleichung  'lässt  sich  in  mannichfacher  Weise  umformeo: 
10  lässt  «ich  dieselbe  in  folgende  Form  bringen :  - 

^2  .T^  .T^ 

Durch  Entwicklung  ergiebt  steh  hieraus,  wenn  niau  die  eine 
Aullüsung  x  =  i^  unterdrückt, 

,     /III  1         Na:«*  I 
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2)  Wenn  ein  Verfahren  unendlich  viele  Werth«  ergeben 
soll;  so  mos«  dasselbe,  um  irgend  6inen  dieser  Werthe  su 
erzeugen,  nothwendig  in  onendlicb  viel'en  Operationen  be- 
stehen, welche  an  den  gegebenen  Gröfiaen  (hier  dem  Radio»  oder 
der  Einheit)  '/n  vollziehen  sind.  Denn  zur  Erföllung  der  Aufgabe 
hat  Jede  ihrer  .Auflosungen  gleiche  Berechtigung.  Das  Auf* 
l(>sangsverfabren,  da  es  alle  Werthe  treffen  soll»  mnss  ein  all- 
gemeines oder  für  sämmtliche  Werthe  gemeloscJwU'tiiches  sein, 
dasselbe  muss  nach,  denselben  Prinzipien  so  gut  auf  den 
einen  wie  anf  den  andern  Werth  fährem''^  Die  Wege,  welche  von 
den  gegebenen  CftOssen  aus  anf  die  einzelnen  Werthe  der 
Anflosungen  fähren,  unterscheiden  sich  nicht  durch  die  Art  und 
Zahl  der  vorzunebmenden  Operationen >  sondern  lediglich  durch 
die  verschie denken  Einzelwertbe«  welche  die  beim  Auf- 
l5sungsver&faren  sich  darbietenden  GrSssen  haben,  oder  durch 
die  Vieldeutig  keif  der  nach  der  Vorschrift  des- Auüosungs- 
Verfahrens  verlangten  Operationen,  so  dass  man  zu  verschie- 
denen findiverthen  gelangt,  jenachdem  man  im  Verlaufe  der  Auf- 
lösung an  irgend  einer  Stelle  des  Verfahrens  den  einen  oder  den 
anderen  Einzel werth  der  betreffenden  GrSsse  annimmt.' 

Wird  z.  B.  an  irgend  einer  Stelle  des  AuflOsungsveffalirens  die 
Aiiszichung  einer  Kubikwurzel  verlangt;  so  steht  man  auf  einer 
Schwelte,  von  wo  aus  das  allgemeine  Verfahren  wegen  der  Drei- 
deutigkcit  jeder  Kubikwurzel  sich  in  drei  Spezialwege  spal- 
tet, welche  zu  drei  Endwerthen  führen,  ohne  dass  das  allge- 
meine Verfahren,  d.  h.  die  Art  und  Anzahl  der  Operationen  sich 
irgend  wie  änderte.  Wird  in  ähnlicher  Weise  bei  der  geomefri- 
sehen  Konstruktion  an  irgend  einer  Stelle  des  Aiiflüsiingsv erfali- 
rens  der  Durchschnitt  eines  Kreises  mit  einer  Geraden  oder  mit 
einem  anderen  Kreise  verlangt;  so  beendet  man  sich  auf  dem 
Punkte,  ^oti  wo  aus  das  allgr'nuMno  Verfahren  ^veqen  der  Z^vci- 
deutigkeit  eines  solrhon  Dur«  i)s>  imittes  sich  in  zwei  Spezial- 
wege trennt,  welche  zu  zwei  Eiiduorthen  führen,  ohne  das  Auf- 
lüsangsverfahren  selbst  zu  alterireu. 

(Alle  Vieldeutigkeit  der  arithmetischen  Funktionen  und  der 
geometrischen  Konstruktionen  entspringt^  wie  ich  glaube  in  dem 
Artikel  über  <üe  V  i  e  1  d  e  u  t  i  i;  k e i  t  der  Funktionen  in  G  r  u  - 
nert's  Archiv  Tbl.  28.  und  im  S  i  t  u  a  t  i  o  n  s  kal  k  ul  gezeigt  zu 
haben,  aus"  der  Vieldeutigkeit,  welche  jede  Grösse  dadurch 
bat,  dass  nur  ihre  Quantität  und  Richtung,  nicht  aber  die  Zahl 
der  ganzen  Umdrehungen  um  den  Nullpunkt,  welche  ihr  bei. 
gelegt  werden  können,  gegeben  ist.    Die  Vielfacheit  der  Wurzeln 


Digitized  by  Google 


Scheffler:  Veber  die  Quadratur  des  Ztrheh,  87 

einer  Gleicfauiig  ist  eines  der  vielfachen  Ergebniese  Jener  Viel- 
deutigkeit der  Grösse). 

Da  die  V'ieldenti^luut  (jiner  endlichen  F^unktion,  z.  B.  einer 
Wurzel  von  endlichem  (Jrnde,  «stets  endlich  ist  oder  da  eine 
solche  Funktion  nur  eine  eiulliche  Menge  der  Quantität  und  Rich- 
iw^  nach  verschiedene  VV'erthe  hat;  so  kann  ein  endliches 
Autiijsungsverfahren,  d.h.  ein  Verfahren,  welches  nur  eine 
eufUIche  Menge  endlicher  Operationen  fordert,  nur  eine 
endliche  Menge  von  Auflüsunq^en  liefern.  Ein  Verfahren 
mithin,  welches  eine  unendliche  Merji^e  von  AuflusuDgen  liefern 
soll,  muss  nothuendig  ein  unendliches  sein,  d.h.  es  muss  aus 
einer  unendlichen  Menge  von  einlachen  Operationen  be- 
steben. Unter,  den  einfachen  Operationen  sind  lediglich  die  Gf  uud- 
operationen  der  Mathematik  verstanden:  dieselben  sind  in 
arithmetischer  Beziehung  Addition,  Multiplikation  und  Po- 
tenzirung  (wdniiiter  Subtraktion,  Division  um!  Wurzelauszichuug 
mit  begriffen  sijid^  und  in  geometrischer  Beziehutjg  Fortschritt 
und  Drehung,  indem  die  niedere  Geometrie  die  der  Potenzirung 
entsprechende  Bewegung  nicht  als  Konstrukttonsmittel  gebrau* 
cheu  will. 

Da  die  Herstellung  des  Kreisumfanges  aus  dem  Radius  un- 
ODdlicb  viel  Auflusungen  gesfatlot;  so  kann  dieselbe  weder  arith- 
methisch,  noch  geometrisch  durch  ein  endliches  Verfahren  ge- 
schehen, ist  also  in  Besiehung  auf  die  Zeit  der  Ausführung 
«Dinögiich. 

Die  Zahl  der  Operationen  oder  die  Zeit  der  Ausführung  be- 
dingt durchaus  keine  innere  Unmöglichkeit.  Im  Gegentheil, 
wenn  das  zum  Ziele  führende  Verfahren  seinem  Wesen  nach  ein 
bestimmtes  und  in  seinen  einzeftien  Operationen  ausführbares 
ist,  muss  die  mathematische  Auflösung  als  erbracht  an- 
gesehen und  die  Unendlichkeit  des  Verfahrens  ebenso  sehr  als 
etvras  Unwesentliches  betrachtet  werden,  wie  der  Grad  der  Glei- 
chupg  oder  die  Vielheit  der  geometrischen  Schritte  bei  irgend 
einem  endlichen  Verfahren  filr  gleichgültig  gehalten  wird. 

Unter  dem  letzteren  Gesichtsptinkte  erscheint  die  Rektifikation 
des  Kreises  nach  den  bekannten  Verfahren  sowohl  arithmetisch 
vie  geometrisch  gelös't,  jedoch  immer  nur  mittelst  unendli- 
cher Operationen*). 


*)  Eia  8ohr  ciufachcs  gcoDietrisrhes  J^äheraugsverfalirün  habe  ich  im  13. 
Thrtle  dieses  Archivs  engegeben. 
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3)  Uass  die  Zahl  n  irrational  sein  inCteae,  folgt  aus  Vor- 
stehendem nicht.  Ihre  faktische  Irrationalität  Ifisst  sieh 
flhrigens  leicht  und  streng  auf  hekanote  Weise  durch  die  fint* 
Wicklung  in  unendliche  konrergeote  Kettenbrüche  bewei- 
sen (vergl.  Schlomilch*«  algebraische  Anaiysis  Kap.  XX.) 
Die  Irrationalität  von  %  ist  auch  nicht  der  Grond  ihrer  ünkon* 
strairbarkeit;  denn  es  lassen  steh  sehr  wohl Irrationalgröseen« 
s.  B*  Quadrat wuraeln  konstruiren.  Diese  Irrationalität  ist  auch  in 
aritbmetisfrher  Hinsicht  nicht  der  Makel,  welcher  jener  Zahl 
anhaftet;  denn  fast  .alle  WurzelgriSsaen  sind  Irrational  ohne  dass 
man  dieselben  perhorreszirt.  Die  Zahl  »  ist  nicht  bloss  eine 
irrationale,  sondern  eine  transzendentale,  d.h.  eine  nicht 
durch  eine  endliche  Zahl  von  Grundoperationen  darstell- 
bare, oder  nicht  algebraische  Zahl,  und  hiervon  liegt  der  Grund 
in  den  obigen  Beziehungen. '  Man  erkennt,  dass  jede  Wurzel  einer 
unendlichen  Gleichung  im  Allgemeinen  transzendental  sein 
muss. 

Iii  hesonderen  lallen  ist  es  möglich,  dass  die  Wurzel  einer 
unendlichen  Gleichung,  u eiche  ihrer  allgemeinen  INatur  nach 
transzendental  isJ,  algebraisch,  d.h.  durch  eine  endliche 
Menge  vori  C  ru n dope rationen  darstellbar,  ja  sogar,  tiass  sie 
rational  wird.  Ebenso  kann  eine  Wurzel  einer  endlichen 
Gleichung  vom  zweiten  oder  höheren  Grade,  ivelche  im  Alige- 
meinen irrational  ist,  unloi  Linislanden  rational  werderj.  Der 
Uebergang  einer  transzendentalen  in  eine  algebraische 
Grösse  findet  statt,  nenn  s\c\i  in  den»  unendlichen  Verjähren,  wel- 
ches die  transzendentale  Grösse  verlangt,  eine  unendliche  IMen^e 
von  l*  oten  ziru  ligen  nachweislich  in  das  Resultat  einer  cntilichen 
Menge  von  Operationen  zusammenfassen  lässt.  Der  Debergang 
einer  irrationalen  Grösse  in  ^inc  rationale  ündet  statt,  wenn 
sich  die  im  Allgemeinen  unendliche  Menge  von  Multiplika- 
tionen, welche  die  Erstere  erfordert,  auf  eine  endliche  Menge 
reduzirt. 

Eine  solche  Zusammenziehung  einer  unendlichen  Menge  von 
Operationen  in  eine  endliche  Anzahl  kann  selbstredend  nur  in 
besonderen  Fällen,  d.h.  nur  dann  stattfinden,  wenn  das  Ver- 
fahren auf  eine  Grösse  führt,  welche  von  den  allgemeine«  Eigen- 
schaften der  (-rösscn  eii^enthümtiche  PartikularwertUe ,  z.  H.  den 
INulhverth  besil/t.  Wenn  dieser  Fall  eintritt,  und  deitizulolge 
eine  nnetniiiche  Reihe  von  Operationen  sich  auf  ein 
einziges  Resultat  reduzirt;  so  ist  klar,  dass  mit  jener  Ab- 
kürzung eine  unendliche  Menge  von  Vieldeutigkeiten, 
also  eine  unendliche  Menge  von  Verschiedenheiten  ver- 
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Dichtet  werden.  Dieser  Fall  kann  also  nur  unter  gans  beson- 
deren Umetfinden  eintreten  und  muee  negen  der  erwähnten  Ver* 
niebtnng  gewisser  Verscbtedenbeiten  Immer  cur  Folge  haben, 
dass  sieh  die  Wurzeln  in  Gruppen  vertbeilen,  deren  Elnseln« 
gliedern  ein  genieinscbartlicber  Gruppencbaraicter  au* 
lESmmt,  während. die  Gruppen  selbst  sieh  durch  spezifische 
Eigenthfimlichkeiten  unterscheiden. 

Nun  besitzt  aber  die  obige  Gleichung  unendlich  viel  ver* 
scliiedene  Wurzeln  0,  +'ijt,  ±4n;,  ±67r  u.  s.  w.,  nelche  die 
sulczessiven  Vielfachen  derselben  Grosse  ^Tt  darstellen.  Nach 
der  Einfachheit  und  Gleichartigkeit  der  Beziehung«  in  welcher 
diese  Werthe  zu  einander  stehen,  können  sie  nur  als  eine  ein- 
sige Gruppe  (höchstens  als  zwei  Gruppen  resp.  von  positiven 
uod negativen  Grössen,  deren  Zahl  aber  immer  unendlich  bliebe) 
oder  als  die  einzigen  Glieder  ebenso  viel  verschiedener  Grup* 
pen  angesehen  werden.  Im  crstcrcn  Falle  läge  überhaupt  keine 
Vereinfachung  vor,  die  Zahl  n  könnte  also  nur  durch  eine  unend- 
liche Menge  von  Operationen  dargestellt  werderj,  wäre  mithin 
keine  algebraische  und  noch  weniger  eine  rationale  Zahl^ 
oder  der  Kreisunifarig  wäre  iiiclit  durrh  ein  endliches  Ver- 
faliren  k n  n  s  t  r  u  i  i  l*  a  r.  liü  h-tzti-rtMi  Falle  dagegen  miisste  die 
gegebene  Gleichung  tn  lauter  Faktoren  vom  ersten  (irade 
zerfallen«  welche  sich  aus  rlen  Koeffizienten  der  (jleichung  tlurch 
endliche  Operationen  darstellen  Hessen.  Sieht  man  aber  auch  ganz 
ab  von  dem  Umfange  der  Gruppen ,  welclie  die  Wurzeln  jener 
Gleichung  etwa  bilden  krHinten;  so  ist  so  viel  klar,  dass  die  Lös- 
barkeit der  Gleiehunii:  iiiliidest« ns  ein  Zerfallen  in  Gruj)pen  von 
endlicher  Gliederzahl,  also  die  iMönjichkeit  der  Abson- 
derung eines  Faktors  von  endlichem  Grade  voraussetzt. 

« 

In  dieser  allgemeinen  Betrachtung  liegt  der  Gedankengang, 
welchen  wir  bei  der  nachstehenden  Beweisführung  verfolgen 
werden.  Zu  diesem  Ende  bedarf  es  aunfichst  der  Darstelluog 
der  KQefliaienten  der  Gleiehung  (2). 

4)  Wenn  man  die  Aufgabe  in  trigonometrischen  Zeiehen  for* 
molireo  will,  so  muas  man  schreiben: 


Diese  («leichung  enthält  alle  und  keine  anderen,  aU  die 
gesuchten  Aullüsungen.  Demzufolge  kann  sie  sich  von  der  Glei- 
chung (])  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden, 
man  muss  also  haben : 


sin  ^  =  0. 


(3) 


Digitized  by  Google 


90  Schefllei :   Lebet  die  Quadralur  des  /ArHels. 


oder  ftttch: 


sin  3B 

Da  fftr  :e  =  0,  **—  ~  1  uod  auch  die  rechte  Seite  =  1  ist,  so 
muss  11  =  1  sein.-  Diera  gtobf  die  bekannte  Fonnel: 


oder  auch: 


SID  X 

Setst  man  fflr  die  lioke  Seite  ihre  trigonometrische  Reibe 

und  entwickelt  das  Produkt  auf  der  rechten  Seite;  so  ergeben 
sich  durch  Gleichsetsung  der  Koeffizienten  der  gleich  hohen  Glie- 
der die  üeziebangen: 

«♦     1 .2 .3 . 4. 5 (jI;^  h      4  ^  +  . . . .  + 

«•  =  1.2.3.4.6.6.7  (fX9  +...  +  -^i^^^  + 
allgemein : 

=  »-a-^- ••(^+')(t«.y!».....*+  -^-«u'V-.-««.'^^  -)- 

Ich  weiss  nichts  ob  diese  Beziehungen  bekannt  sind.  Bekannt 
Ist  folgende  Formel,  worin  ßsn-i  die  (2n**])ste  ßernonlü'sche 
Zahl  bezeichnet. 

Eine  Vergleichung  dieses  mit  dem  vorhergehenden  Ausdrucke 
giebt: 
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1  1 

^  (2n  +  l)(2*i-l)  *         1         ;  I  • 


Vorstehendes  ist  ein  Ausdruck  für  die  B er nouMi 'sehen  Zah- 
len. Da  diese  Zahlen  sämmtlich  rational  sind;  so  folgt,  dass 
die  beiden  Wertbe 


und 


in  einem  rationalen  Verhältnisse  so  einander  stehen.  - 

Schliesslich  ist  klar,  dass  sfntt  der  obigen  unendlichen  Glel- 
cbong  (1),  deren  Auflüsnnir  für  r  Hie  unendlich  vielen  Werthe 
0,  Az'in,  4:4;r,  +691;....  ergeben  würde,  auch  «üe  Gleichung 
sioi;r  =  0,  also  die  Gleichung 

*^  1.2.3.22 +  0.3.4.Ö.24~1.2.3.4.Ö.6X2« 

geoommen  werden  kann  and  dass  die  Koeffizienten  derselben 
nit  denen  der  ohigen  Gleichung  ganz  identis'ch  sind.  Setzt 
man  2a;  für  ;k  an  die  Stelle;  so  leuchtet  ein,  dass  die  Gleichung 

(6) 

rO  *"  1.2.3.4.5""1.2.3.4.6.6.7+**"  ~  ^ 

die  Wurzeln  0,         J:27s,  :^Zn,,,,  und  sonst  keine  bat. 

LSsst  man  die  Wurzel  d;=0  ausser  Acht  und  ersetzt  xr* 
durch  x\  so  erhftit  man  die  Gleichung 

(7) 

+ rro + o .  3 . 4 . 5  + 1  TT.  3X576?7  "•^  •  •  • '  ^  ^ ' 

welche  nur  positive  Wurzeln,  nämlich  die  Wurzeln  49v^, 
9^2....  besitzt 

£s  leuchtet  ein,  dass  die  Lösbarkeit  und  die  Unlüsbarkeit 
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der  eioen  der  beiden  Gleichungen  (6)  und  (7)  die  entsprechende 
Eigenschaft  der  anderen  einechlieaet.  Wir  werden  nun  die  leta« 
tere  Gleichung  (7)  zum  Auegangepunkte  nehmen. 

Um  die  Natur  dieser  Gleichung  z)i  diskutiren,  schicken  ivir 
folgende  Sätze  voran. 

5)  Da  jede  Gleichung  mit  positiven  gansen  Potenzen  von 
X  wie 

ein  spesieller  Fall  einer  höheren  Gleichung  von  jedem  beliel(h 
gen  Grade  m  Ist»  Indem  darin  nur  die  Koeffizienten  der  oberen 
Glieder  den  Speziaiwerth  Null  haben;  so  muss  das  AuflOsunga- 
verfahren  jeder  unteren  Gleichung  in  dem  Auflvsungsverfahren 
jeder  höheren  enthalten  sein. 

Das  AuflusungsvLM  fahren  der  quadratischen  Gleichungen  muss 
also  das  der  Gleichungen  ersten  Grades  und  das  Auflösungsver- 
fahren  der  kubischen  Gleichungen  muss  <laä  der  dleichungen 
zweiten  und  ersten  Grades  lait  etiischliessen  (was  es  auch  thut). 

6)  Die  Auflösung  der  Gleichungen  besteht  hiernach  in  einem 
allgemeinen  Verfall ron,  in  welchem  der  Grad  n  eine  wilikär* 
liehe  ganze  Zahl  ist. 

Wegen  dieser  Willlriirlicbkeit  oder  Unbestimmtheit  von  ii  und 
weil  die  höhere  Gleichung  die  niedrigere  einschllesst ;  muss  das 
Anfiösungsverfahren  dasjenige  sein,  welches  fttr  einen  unend- 
lich hohen  Werth  von  n  Anwendung  findet.  Jede  Gleichung 
ist  daher  nnr  durch  ein  unendliches  Verfahren  aufzulösen. 

7)  Hieraus  sollte  man  schllessen,  dass  jede  Gleichung  un- 
endlich viel  Wurzeln  hätte.  So  ist  es  auch.  Beispielsweise 
sind  die  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  ersten  Grades 

a?— a  =  0  folgende  x  =  ae**''^'^,  worin  it  jeden  beliebigen  gan- 
zen Werth  annehmen  kann. 

8)  Die  unendlich  vielen  Wurzeln  einer  Gleichung  haben  zum 
Theil  gleiche  (Quantität  und  Richtung,  d.h.  sie  unterscheiden 
sich  nur  durch  die  Zahl  von  ganzen  Umdrehungeu,  durch 
welche  sie  aus  der  Grundeinheit  entstanden  gedacht  werden 
müssen.  Diese  Wurzeln  decken  sich  also  in  geometri- 
schem Sinne  gruppenweise^  und  wenn  man  nur  die  sich 
nicht  deckenden  als  verschiedene  Wurzeln  ansehen  will, 
reduzirt  sich  die  Anzahl  der  Wurzeln  einer  Gleichung  auf  die 
Zahl  n  ihres  Grades,  d.  h.  des  Exponenten  des  höchsten  Gliedes, 
dessen  Exponent  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat. 
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Dieser  Satz  isr^streng  bewieaen»  unter  ADderem  von  mir  in 
Gmnert's  Archiv  ThI.  15. 

9)  Die  Auflösung  der  Gleichungen  besteht  in  einer  gosets- 
Udien  Verknüpfung  der  KoefGzienten.  Diese  Koeffizienten  köDoen 
ganz  beliebige  Wertbe  haben:  sie  sind  nur  an  die  Bedingung 
geknüpft,  Grössen  darzustellen,  welche  gewisse  konstante 
'Grössen  geometrisch  decken,  also  Grössen  von  konstan« 
ter  Quantität  und  konstanter  Richtung,  sonst  aber  von  be- 
liebiger Umdrehungszahi. 

* 

Es  Ifi^b'naeh  Vorstellenden  fOr  alle  Gleichungen  (alle 
-Urade)  nur  ein  einziges  AuflOsungsgesetz  geben  und  die* 
ses  Gesetz  Ist  auch  ßlr  alle  Wurzeln  einer  Gleichung  das* 
selbe  und  *  ein  unendliches.  Die  Verschiedenheit-  des  Resul- 
tates oder  die  Verschiedenheit  der  Wurzeln  entspringt  nur  aus 
der  Vieldeutigkeit  oder  Viel werthigkeil^r der  in  dieses  Gesels  ver- 
flochtenen und  im  Laufe  seiner  Anwendung  daraus  entspringen- 
des GrSssen*). 

10)  Eine  Abkür/.utig  dieses  Auf  lüsungsx  orfahrens,  d.h.  eine 
Vermindernn?  dci  darin  vorgeschrielienen  Opi  i  .itionen  kann  nur 
eintreten,  wv.nu  die  KoetliziaateD  der  Gleichung  gewissen  speziel- 
l«n  Bedingungen  genügen. 

Namentlich  hevrlrkt  der  Nullwerth  wesentliche  Vereio- 
fschungen»  weil  alle  Multiplikationen  und  Potenzirungen  dieser 
GrSsse  denselben  Nullwerth  behalten,  atso^^geovietrisch  sich 
nicht  davon  unterscheii«n.  Der  erste  wicbi|>ge  Einfluss  des  Nnll- 
werthee  macht  sich  geltend,  wenn  gewisse  Koeffizienten  der 
Gleichung  Null  sind.  Haben  die  hSchsten  Koeffizienten  den 
NMwerth;  so  bewirkt  diess  die  unterNr.9)  erwähnte  Verminderung 
der  Zahl  der  ungleichen  Wurzeln  und  eine  namhafte  Vereinfachung 
des  Auf  I5sungsverfahrens.  Nur  die  Annullliung  der  oherstei^Keef- 
fizienten  bedingt  die  grossere  Einfachheit,  welche  die  Auflösung 
einer  Gleichung  ersten  Grades  vor  der  einer  Gleichung  zweiten 
und  .dIesQ  vor  der  Auflösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  ver- 
aas bat.  , 

Durch  Anouilirung  einer  unendlichen  Menge  von  oberen  Koef- 


*)  Ich  erlaube  mir  hei  dte«er  Gelegenheit  auf  da«  ail gemeine 
■ni  direkte  IV'älier un^sverfahron  zur  Anflusiin^  jeder  Gleichung 
ohne  alle  Versuch  srochnnng'Pn,  welches  i<;h  in  IVr.  fO.  meiner  Schrift 
aber  die  „A-uflösung  der  h Ig «b r ai s c h en  und  Ir anszendeolen  Glei- 
chung en*'  entwickelt  habe,  anfmerksani  zu  machen.  •  ' 
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fisienton  kann  das  Verfahren  sogar  auf  eiae  endlicbe  Menge 
vo»  Opetationen,  redusirt  iverden,  wie  es  tHr  die  Gielcbungeii 
ersten  bis  ▼ierten  Grades  bereits  bi^annt  ist. 

Aber  auch  im  Vorhufe  des  Auriösungsvcrfahreris  kann  sich 
durch  die  V^erknüiiluni:  der  gc^el»eiien  Grössen  der  Nulhverth 
einstellen  und  eine  Abkürzung  bewirken.    Dieser  jNullvverth  kann 

bald  die  Quantität  betreffen^  wie  in  Oef^-^,  bald  die  1) rebung'« 

wie  in  oif^^—^i  die  vornebmIicbsteD  Abicarsungeii  entspringen 
aus  der  Annullirung  der  QaantUSt. 

Aelinliclie  Wiiktingen  wie  der  NulliTerth,  kann  auch  mancher 
andere  iSpezialuerth  hervorbringen,  insbesondere  wenn  dadurch" 
die  Irrationalität,  welche  die  allgemeine  Eigenschaft  der 
Grössen  ist*),  auTgthoben  wird  und  in  Rationalität  übergeht, 
indem  hiermit  eine  Unendlichkeit  gewisser  Operationen  in  eine 
endliche  Menge  verwandelt  wird. 

Auf  diese  Weise  kann  es  also  geschehen,  dass  selbst  eine 
Gleichung  von  unendlich  hohem  Orade  Wurzeln  hat,  %Teicbe 
sich  durch  ein  endliches  Verfahren' darstellen  lassen,  indem 
nimitch  durch  Spezlalwertbe  der  Koeflisienten  unendliche  Reiben 
▼on  Operat4oqp«  auf  endliche  zusammenschrumpfen. 

Alfl  ein  interressantes  Beispiel  dieser  Art  bietet  sich  die 

Gleichung 

♦  (8) 

0:5*'    1.2.3.4.5       0X4757677*'  + . .  s=  0 

dar,  welche  man  aus  Gleichung  (6)  erhält,  wenn  man  darin  XJß  Mn 
die  Stelle  von  setzt.  Diese  Gleichung  hat  nämlich  nur  ganae 
Zahlen  zu  Wurzeln  und  ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

«Raf  —  2). . . +  lXx-\-2)  . . .  .J  =  0 

oder  mit 


•)  Dam  in  der  Thal  die  Irrationalität  die  allgemeine,  die  Ra- 
tionalität ilngegen  «ine  spezielle  Eigenschaft  dcr-GroMen  i«t,  g«ht 
daraus  hervor,  dass  zwischen  je  zwei  Grenswerthen  nur  eine  end- 
liche Mcn^e  rationaler  Wcrthe  p;eben  kann  (indem  rational  nur  der- 
jenige Wtrlh  !<«f.  wf'lclior  eine  endlicbe  Mon<»e  von  Thcilnnp^en  und 
Verrielfältigungen  der  Einheit  erforilcrt) .  dass  es  dagej^en  zwischen 
jenen  CJrcnzen  unendlich  viel  Wcrthe  überhaupt,  folglich  unendlich  mal 
mehr  irraiionuic  ais  rationale  Zahlen  gibt. 
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j:(l-.a:*Xl-^Kl-|*)....=0.  .  .....  (9) 

Ausserdem  besitst  die  Gleichung  (6)  «ebenfalls  eine  rationale 
niiil  leicht  darstellbare  Wurzel,  nämlich  die  Worsel    &  0* 

11)  Da  das  allgetneine  Aufiösungsgesetz  das  Auflüsungsver- 
fahren  für  die  Gleichungen  aller  Grade  aU  vereinfachte  SpeziaU 
(alle  enthielt,  die  letzteren  Verfahren  also  zu  der  Kategorie  der 
eben  beschriebenen  Abkürzungen  »ehoren;  so  ist  es  nützlich»  bei 
jenen  Abkürzungen  dtejeriii^eri ,  welche  eine  Herabdrückung  des 
allgemeinen  Gesot/os  auf  ein  niedrigeres  Spezialgesetz 
bewirken,  von  den jeniii^en  zu  unterscheiden,  welche  nur  Abkür- 
zungen Innerhalb  des  Bereiches  eines  solchen  Gesetzes  her« 
vorkrwgeo. 

Nor  durch  Abkürzungen  der  ersteren  Art  ist  es  mOglich, 
dass  das  Auf losangs verfahren  ein»r  Gleichung  von  unendlich 
hohem  Grade  fär  die  eine  oder  andere  Wurzel  auf  ein  endli- 
ches Verfahren  berabgedrflckt  werden  kann,  nlbrend  Abkürzun- 
gen der  letzteren-  Art,  selbst  wenn  sie  das  Verfahren  im  Be- 
reiche der  sukzessiv  niedrigeren  Spezialgesetze  noch  to  «ehr, 
nSmÜch  nur  auf  eine  einzige  Operation  reduziren,  doefi  immer 
n  oder  unendlich  viel  Operationen  übrig  Ifisst. 

Die  höchste  Vereinfachung  der  letzteren  Art  würde  offenbar 
dann  eintreten,  wenn  sich  die  ganze  Operation  auf  eine  einzige 
VVurzcIauszieliiin^  vom  Grade  »  reduzirte,  wo  also  die  Gleichung 
sich  in  die  Form 

(«— o)»  =  b  oder      =  n  -|-  Vb 

bringen  liesse.  Aber  selbst  dieser  einfachste  Fall  würde,  wie 
man  sieht,  eine  unendliche  Operation  iiTifhig  machen,  da  n 
nach  der  Voraussetzung  unendlich  ist.  iSur  dann,  wenn  zugleich 
b  —  0  wäre,  also  die  Gleichung  gleiche  Wurzeln  n  hätte,  würde 
sich  für  diese  Wurzeln  das  Verfahren  auf  eine  endliche  Opera- 
tion beschränken:  allein  dieser  Fall  liegt  uns  nicht  vor,  da  die 
gegebene  Gleichung  (7)  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat. 

«12)  Wenn  In  Folge  der  Spezialwerthe  der  Koeffizienten  einer 
Gleicbnug  vom  Grade  n  sich  eine  Wurzel  nach  dem  Spezialge- 
setze eines  niedrigeren  ^Grades  m  berechnen  ISsst;  so  faeisst 
diese  mit  anderen  Worten,  dass  sie  zugleich  '&  Wurzel  einer 
42leiehung  vom  Grade  m  sei. 

'  Üa  ausserdem  jedes  Spezialgesetz  wie  dieses  vom  Grade  m 
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vern^itge  der  den  Grüsse»  zukommenden  Vielwertliigkeit  ganz  von 
etlhst  auf  so  viel  besondere  Resultate  fuhrt,  als  seinem  Grade 
m  €iit>{tri€ht ;  so  leuchtet  ein,  dass  ivenn  die  Herechnunir  der 
Wurzehi  der  Gleichung  vom  Grade  n  für  irgend  eine  nui  das 
einfachere  Spezialgesetz  des  Grades  m  führt,  dies«  not Jiw en- 
dig für  m  Wurzein  der  Fall  i»ein  muss,  well  sich  aus  der 
Anwendung  des  allgemeinen  Gesetzes»  iiulein  sich  dasselbe  auf 
das  Spezialgesetz  vom  Giade  m  reduzirt,  ganz  von  seihst  m  be« 
sondere  Wurzeln  ergeben. 

Demnach  befinden  sich  unter  den  n  Wurzeln  der  gegebeuen 
Gleichung  entweder  gar  iceine  oder  Oberhaupt  m  Wurseio» 
welche  eich  nach  dem  Spesialgesetze  des  Grad^  m  berechnen 
lassen,  aber  auch  nicht  mehr. 

IS)  Die  Reduktion  des  Auflüsnugsverfahrens  für  gewisse 
Wurzeln  einer  Gleichung  vom  Grade  ft  auf  das  Verfahren  vom 
Grade  m  ist  durcbaos  nichts  Anderes,  als  die  Absonderung 
eines  Faktors  vom  Grade  m  aus  der  linken  Seite  der  ge- 
gebenen Gleichung,  wie  denn  die  Reduktion  jenes  Verfah- 
rens  au/ .das  Verfahren  rom  ersten  Grade  eben  das- 
selbe sagt,  wie  die  Absonderung  eines  Faktors  {x-~*a) 
vom  ersten  Grade  oder  wie  die  voilstSodige  AufldsuDf^ 
der  Gleichung. 

Da  das  allgemeine  Auflösungsverfahren  alle  Graile  und 
überhaupt  das  Verfahren  für  irgend  einen  Grad  n  das  Verfah- 
ren für  jeden  niedrigeren  Grad  m  umfasst;  so  mnss  (i  is  Ver- 
fahren für  irgend  einen  Grad  n  implizite  die  V'ertahren  (ür  alle 
niedrigeren  Grade  enthalten  oder  es  muss  darin  die  sukzessive 
Absonderung  von  Faktoren  der  Grade  n  —  1,  n  —  2,  n  —  3^....] 
liegen. 

Wenn  nun  aber  die  allgemeine  AoflSsung  einer  Gleichung; 
vom  Grade  n  die  Absonderung  von  Faktoren  hgend  eines  nie- 
drigeren Grades  m  stets  mit' sich  bringt,  wodurch  unterscheidet 
sich  der  vorerwihnte  spesletle  Fall  der  Absonderung  eines 
solchen  Faktors  von  diesem  allgemeinen  Falle?  Lediglich 
durch  die  erwähnte  Ahkflrsung  der  Operationen,  we)ih« 
die  höhere  .Komplikation  des  Verfahrens  vom  Grade  n  ganz  be« 
seit  igt  und  dafOr  das  einfachere  Verfahren  vom  Grade  m  ein- 
treten ifisst  0||e»es  Resultat  drfickt^sich  analytisch  folgender- 
maassen  aus. 

Wenn  eine  Gleichung  vom  Grade  n  durch  das  aUgemeine 
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Verfabmi  in  xwei  Faktoren  foni  Grade  m  and  m — n  =  r  zerlegt 
wird,  60  dasB  man 

a:*  +  ii»-i«"-i  +  .-..+  ijlo   (iO) 

= (««  +  £P»-ia!««^i  +  ....+  Bq){x^  +  Cr-ix^-^  +  .  .  +  Co) 

oUlt;  80  ist  ee  «nerlSsslicb»  daea  die  Koeflizienten  B  und  C 
vielfaelke  Wertbe  annehmen,  weil  sieb  die  n  Wurzeln  In 

]  2  3  ....  72 

10  \1  1   i  =  *  ver«chiedeiier  Weise  so  gruppiren  lassen, 

dam  m  Wurzeln  in  den  ersten  und  r  Wurzeln  in  den  zureiten 
Faktor  fallen. 

Soll  der  erste  Faktor  vom  ersten  Grade  sein ;  so  erhält  luai» 
1  =  1  j'^*'  *(w  ^)  ~  "  wsebiedene  Grappirungen,  d.h.  in  die- 
sem Faktor,  welcher  die  Form  (o:  —  B)  hat,  kann  ^  überhaupt 
n  verschiedene  Werthe  annehmen,  welche  den  n  Wurzeln  der 
<jiJeichon£^  entsprechen.  In  jedem  anderen  Falle,  wenn  a!so  der 
erste  Faktor  von  einem  höheren,  aU  dem  ersten  Grade  i.^f,  wird 
die  Zahl  der  Gruppiroogen  nicht  kleiner^  sondern  grösser  als  n. 

Der  mebrerwähnte  Spezialfall  unterscheidet  sich  nun  von  die- 
Sern  generellen  dadurch,  dass  die  Koeffizienten  B  und  C  nicht 
rielnrerthlg,  sondern,  ein  wer  th  ig  ausfallen.  Jene  Vielwer- 
tbigkeit  entspringt  aber  lediglich  aus  Wnrzelausziebungen: 
solIeD  dieselben  also  unzweideatig  werden,  so  müssen  sich 
dieselben  aus  den  Koeffizienten  A  der  gegebenen  GlelcbuDg  ohne 
Wonelausziehungen^oder  auf  rationalem  Wei^e  ergeben,  d.  h. 
aieniissen  rationale  Funktionen  der  Koeffizienten  A  sein. 

OU  Letzteres  der  Fall  ist,  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Multi- 
plikation der  beiden  Faktoren  vom  Grade  m  und  r  ausführt,  die 
gleich  hohen  Koeffizienten  der  linken  und  rechten  Seite  einander 
gleich  setzt  und  aus  den  sich  ergebenden  n  Gleichungen  die 
Werthe  aller  B  und  C  bestimmt. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  ist  folgende  kubische  Gleichung: 

Setzt  man  dieselbe  gleich 

-f^  -t-  ^)  =  «»  +  (a-|-6)««+(o6  -l-e)«  +«c, 
Bo  erhält  man  die  drei  Gleichangeo; 
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ac  —  12. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  6(6»-|-86-|-13)  ==  0.  Dem  hieraus  foU 
genden  und  als  zulässig  sieb  erweisenden  Wert  he  6  =  0  ent- 
sprechen die  Werths  a=  —  4  und  üs— 3,  welclie  sich  sämmt' 
lieb  auf  rationalem  Wege,  also  unzweideutig  ergeben,  so 

dass  sich  die  gegebene  Gleichung  nur  in  der  Form  {X'^){a^  ^3) 

und  in  keiner  anderen  Form  in  einen  Faktor  ersten  und  zweiten 
€iiades  zerlegen  lässt. 

Die  Ratlonalitit  der  gesuehten  Koerßzienten  i^t  nicht 
das  worauf  es  ankommt,  sondern  die  rationale  Beziehung 
derselben  zu  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Gleichung.  So 
wOrde  sieb  beispielsweise»  wenn  n  die  Ludolph'sche  Zahl  und 
t  die  Basis  des  natflriicben  Logaritbraensysteros  bezeichnet,  die 
kubische  Gleichung  — ski?*— €d?4-«9r=0  ganz  ebenso  wie  die 
vorhergehende  in  die  Form  {aB'^n){x'^—B)^0  zerlegen,  worin 
die  Koeffiaienten  n  und  e  irrational  sind«  aber  zu  den  Koeffizien- 
ten der  gegebenen  Gleichung  in  rationaler  Beziehung  stehen. 

14)  Der  Unterschied  zwischen  dem  generellen  Verfahren 
behuf  Absonderung  eines  Faktors  mten  Grades  aus  der  Funktion 
nten  Grades  von  dem  vorstehenden  speziellen  Falle  lässt  sich 
auch  dahin  angeben«  dass  bei  dem  generellen  Verfahren  sich  jede 
mögliche  Gruppe  von  m  Wurzeln  in  den  fraglichen  Faktor  stellt, 
in  dem  letzteren  speziellen  Falle  dagegen  nur  eine  einzige  be- 
stimmte  Grn|ipe. 

Demznfolge  erhält  man  durch  das  generelle  Verfahren  so  ' 
viel  verschiedene  Gruppen  von  Werthen  für  die  Koeffizienten  B 
(und  auch  für  die  Koeffizienten  C),  als  es  verschiedene  Gruppen 
von  m  Elementen  aus  n  Elementen  giebt,  nämlich  s.  In  dem  be- 
zeichneten speziellen  Falle  erglebt  sich  jedoch  nur  eine  einzige 
bestimmte  Gruppe  von  Koeffizienten  B  und  €, 

Nur  wenn  sich  aus  der  ue-(  henen  Gleichung  ein  Faktor  vom 
Grade  m  in  mehrfacher  Weise  durch  ein  rationales  Verfahren 
absondern  lässt,  erhält  man  eben  so  viel  verschiedene  Gruppen 
von  Koeffizienten  H  und  Ü. 

15)  Dass  es  sieb  bei  dem  In  Rede  stehenden  speziellen  Falle 
nicht  bloss  darum  handelt,  dass  die  Koeffizienten  B  und  C  mit- 
teist  eines  endlichen»  sondern  auch  darum,  dass  sie  mittelst 
eines  rationalen  Verfahrens  aus  den  Koeffizienten  A  der  ge- 
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gebeoe»  Gleieboog  geironiieD  seieo,  ist  zivar  nach  Vorstehendem 
an  aich  klar;  auf  AofklftroDg  der  Sache  dient  aber  noch  die  Be- 
nerknng«  dasa  wenn  aich  ein  Faktor  darch  ein  endliches,  aber 
irrationales  Verfahren  absondern  Ii  esse,  wenn  also  die  KoefB- 
«enten  B  und  C  irrationale  WttraelgrOssen  enthielten,  siel», 
dieser  Fall  sofort  aaf  den  vorhergehenden  znrilcknihren  lässt, 
indem  man  den  Faktor  Bm^ix^^-^- so  umformt, 
dass  ans  seinen  Koeffisienten  alle  WurzelgrOssen  ?erschivinden« 
was  nach  meinem  Artikel  über  das  Rationalm acben  der  Funk- 
tionen in  Grnnert's  Archiv  ThI.  13.  stets  durch  ein  endliches 
Verfahren  geschehen  kann.  Hierdurch  erhält  man  eine  neue  Glei- 
cboDg  ^-|-/7/f-i«P''i4-....s=0,  welche  allerdings  von  einem  he- 
beren Grade  als  m  ist,  auch  mSglicberweise  fremde  Wurseln 
enthalten  kann,  aber  doch  der  Bedingung,  auf  welche  es  hier 
ankommt,  entspricht,  dass  sie  auf  endlichem  Wege  aus  der  ge- 
gebenen Gleichung  gewonnen  ist  und  dass  ihre  Koellizienten  zu 
den  Koeffizienten  A  der  gegebenen  Gleichung  in  rationaler 
Besiehung  stehen. 

16)  Wenn  sich  die  ailgeniei  ne  Gloichuitg  «ten  (iradcs  (also 
durch  das  generelle  Verfahren)  nach  Gleichung  (10)  in  irgend  , 
zwei  Faktoren  vom  Grade  m  und  r  zerlegen  lässt;  so  schiiesst 
dieses  V'erfahren  die  vollständige  Auflösung  der  Gleich tin- 
gen  vom  7iten  Grade  und  demzufolge  auch  alier  niedrigeren 
Gleichungen  in  sich,  indem  zur  \  ollcndung  der  Aui  iösungon  nur 
noch  rationale  Operationen,  näudich  nur  noch  die  Operationen 
7.iir  Aufsuchung  des  gemeinschartlichen  Maasses  zw  eier 
ganzen  Funktionen  anzuwenden  sind. 

Denn  das  generelle  \'crl"ahren  liefert  so  viel  verschiedene 
Faktoren  mit  den  Koelfizienten  B  ur)d  aiich  mit  der)  Kocrii- 
zienten  als*  e-^  mögliche  Gruppen  von  m  und  r  Elementen  au«? 
den  u  Wurzeln  giebt.  Man  erhält  also, «»renn  ,  a.2,....an  diese 
Wurzeln  siodj  so  viel  verschiedene  Faktoren  von  der  Form 

a:»'  -f  J?«,-WJ"*~* + ....  -f  /^o  =     —  » 
+  G-i«'-*  +  —  ^-  Co  =  (a?  —  atn^\)(x — ffaH-i) ...,(;»— a«) , 

als  sich  die  Wurseln  «i,  a^*,*.an  in  swei  Komplexen  von  m  und 
r  Gliedern  anders  gruppiren  lassen. 

Man  findet  leicht,  dass  unter  der  Gesammtheit  aller  dieser 
1  aktoren  st)lche  sind,  welche  nur  je  eine  Wurzel,  z.  B.  «i,  oder 
den  entsprechenden  Grundfaktor  {x  —  a|)  mit  einander  gemein 
baben^  andere,  welche  je  zwei  Wurzeln  wie  Oi  und  ^uulere 
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welche  je  drei  Worseln  aj ,  a^,  cig  u.  s.  vr,  bis  eeblleeelich  solche,- 
tretebe  Je  m — 1  oder  je  r>-l  Worseln  (jenaebdem  in  oder  r  die 
grössere  Zahl  ist)  mit  einander  gemein  haben.  Demsnfolge 
Üsst  sich  durch  Ausstreicbung  des  gemeinschaftlichen  Maassen 
sivischen  den  Falctoren  vom  Grade  m  und  r  jeder  Faktor  von 
niedrigerem  Grade,  also  jede  Funktion  darstellen ,  welche  nur 
eine  oder  nur  swei  oder  nur  drei  s.  s.  w.  bis  m— 1,  resp.  r — 1 
Worseln  enthält. 

Durch  Multiplikation  der  letzteren  Fiinktionen  mit  den  durch 
das  generelle  Verfahren  direkt  gefundenen  lassen  sich  ?t!so  alle 
Faktoren  mit  mit  je  einer,  je  zwei  bis  je  n— -1  Wurzeln  dar- 
stellen. 

Die  Darstellung  der  Faktoren  mit  je  einer  Wurzel  bildet 
die  vollstSodige  Aufllisung  der  Gleichung.  Demzufolge  fttbrt 
irgend  eine  generelle  Zerlegung  der  Gleichung  mten 
Grades  sur  yollstftndigen  Aofitlsung  dieser  Gleichung 
und  aller  niedrigeren  Gleichungen.  Ausserdem  Ist  klar, 
weil  SU  der  Vollendung  der  Auflösung  nur  noch  rationale  Opera» 
tionen  nOtbig  sind,  dass  die  Wurzeln  ai,  Os*...a«  jeder 
Gleichung  In  einem  rationalen  VerhSItnisse  so  den 
Koeffizienten  B  und  C  Irgend  sweler  Faktoren  stehen, 
in  welche  sieh  jene  Gleichung  zerlegen  iSsst 

17)  Kehren  wir  jetzt  zu  unserer  Gleichung  (7)  zurück.  An- 
genonimeii,  es  liesse  sich  aus  dtirMelhen  durch  ein  endliches  und 
rationales  Vetluhren  (worunter  wir  ein  oridliches  \  erfahren  ver- 
stehen, v^elihes  Grössen  liefert,  d  e  zu  den  Koeltizienten  der  ge- 
gebenen Gleichunj^  in  rationalem  Verhältnisse  stehen)  irgend  ein 
Faktor  vom  Grade  m  absondern.  Die  kleinste  in  diesem  Faktor 
enthaltene  Wurzel  sei  pTt^  und  die  grünste  qro^  man  habe  also: 


Setzt  man  in  dieser  1  ormol  das  Zeichen  x  an  die  Stelle  von  y; 
so  bat  man  eine  Gleichung,  welche  mit  der  Gleichung  (11)  eine 


(11) 


Sobstitoirt  man  jetst 

diese  Funktion  über  in 


5f,  so  gebt  bei  gehöriger  Redoktion 


(12) 
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Worsel«  nSmiieb  die  Wurzel  ^tt^,  aber  auch  nur  diese  einzige 
gemein  bat»  weil  alle  Ihre  übrigen  WorzelD  grüeeer  sind,  als  die 
grSsste  der  Gleiehung  (11). 

Sucht  man  also  zwischen  den  beiden  Funktionen  (U)  und  (12) 
das  gemeinschaftliche  Maass,  so  erhält  man  die  eine  Auflösung 
x^qn^  der  Gleichung  (7)*). 

Da  alle  Reefllzienten  der  Gleichung  (7)  rationale  Zahlen  sind, 
so  mdsste  das  rationale  (und  endliche)  Verfahren,  iTelches  nach 
der  Voranssetsung  die  Gleichung  (IJ)  erzeugen  soll,  eine  Funktion 
mit  rationalen  Koeffizienten  B  herTorbringen.  Wegen  der  ratio- 
nalen Substitution,  weiche  die  Fuid^tion  (12)  aus  (11)  erzeugt» 
mdssten  alsdann  aucb  die  Koeffizienten  D  rationale  Wertbe  an- 
nehmen and  scbliesslleb  roülsste  aus  der  Berechnung  des  gemein- 
Mhaftllcben  Maasses  x — zwischen  (11)  und  (12)  aucb  der 
Koeffizient       dieses  Maasses  als  rationale  Gr«isse  erscheinen. 

Nun  ist  aber  7t^  und  mithin  jedes  Vielfache  davon  nachweis* 
licii  eine  Irrationalzahl  (vgl.  8 chlüm i Ic h 's  algebraische 
Analyst^'  ,  Kap.  XX.):  es  ist  also  die  Voraussetzung  unmöglich, 
(1  a s s  sich  die  G I  e i c Ii  u  (i  g  (7)  durch  irgend  ein  endliches 
Verfahren  für  ir<j;en(l  eine  i  h  r  e  r  W  u  r  z  e  I  n  auflTtsen  oder 
dass  sich  überhaupt  daraus  ein  Faktor  von  irgend  ei- 
nem CIrade  m  mit  rationalen  Koeffizienten  B  abson- 
dern lasse. 

Wäre  in  der  Funktion  (11)  jeder  der  beiden  Faktoren  x—pi^ 
and  X — mehr  als  einmal  enthalten;  so  ergübe  sieb  das 


♦)  Ueher  das  allgemeine  Verfuhren  7,iir  AftfäiichunL'  «U's  gemein- 
schaftlichen Mnnsse'i  zweier  Funktiiineu  erlaube  idi  uitr  folgende  Bo- 
inerknng  einniessen  zu  Inssen- 

Man  verlangt  gcwöhnlicli  zur  AiiRführung  dieses  Verfahren«,  wel- 
che» auf  fortgesetzten  Divisionen  beruht,  dass  die  beiden  Funktionen 
nach  allsteigenden  Potenzen  von  geordnet  seien,  was  zur  Folge  hat, 
dasü  (iio  sukzcjitsiven  He«lu  wiederuiu  so  geordnet  erscheinen  und  aut 
immer  niedrigere  Grrnlc  herabsinken.  Diese  Ordnung  naeh  abeteigen- 
des  Potenzen  von  X  Ist  dnrchanfl  kein  Erforderain:  man  kann  die 
FanktioncD  aaeh  nach  an fs teigenden  Potenzen  von  ^  ordnen,  nnd  wie 
gevöbalich  di«  Division  mit  der  niedrigeren  Funktion  beginnen.  Aledann 
crbSht  eich  swar  fortwährend  der  Grad  der  Reste:  allein  man  bann  in 
jedem  ReatOi  deieen  Glieder  ein  und  dieselbe  Putenx  von  X  als  Faktor 
erhalten,  diese  genieinscliuftlicliv  Potenz  absondern  und  au8  der 
ferneren  Rechnung  lassen.  Auf  diese  Weise  erhält  uioa  ebeofall«  Reste 
von  herabsiukendem  Grade. 


üigiiized  by  Google 


i02  Seheffler:  Ceber  tHe  Quadratur  d€$  Zirkeis. 

geaieinsehartlicbe  Maass  von  (11)  und  (12)  als  eine  Potens  ?on 
x  —  gn*.  Man  erhielte  also  schliesslich  (x — qj^y  =  0,  was  eben- 
falls za  dem  Resultate  jr— 99f'  =  0  führte. 

18)  Dass  hei  allen  diesen  Betrachtungen  die  eine  Anflüsunii 
./,=:0,  welche  die  (ileichung  (6)  ebenfalls  besitzt,  ausgeschlossen 
ist,  verstellt  sich  von  selbst,  indem  der  Nullwerth  zu  keinem  Zah- 
ienwerthe  in  einem  endlichen,  also  überhaupt  bestimmten, 
undcrtr.seits  aber  wieder  zu  jedem  Zahlenwertbe  in  demselben 
V'erhaltnisse  steht.    Diese  Eigentbünilichkeit  gibt  dem  Null  wer  tbe 
im  ganzen  Zahleogebiete  eine  exzeptionelle  Stellung,  befreit  ihn 
von  den  meisten  Schranken  der  Zahlengcsetze,  macht  ihn  dafilr 
aber  auch  ungeeignet  zur  Repräsentation  solcher  Gesetze,  weas- 
halb  denn  auch  der  NuHwerth  als  Wurzel  einer  Gleichung  Nichts 
über  die  allgemeine  Natur  dieser  Wurzeln  aussagt. 

lU)  Die  vorstehende  Beweisführung  gipfelt  in  dem  Umstände, 
dass  sSmmtlichc  Koellizienten  der  Gleichung  (7)  rational  sind 
und  dass  solche  Koernzieiiten  durch  ein  rationales  endliches  Ver- 
fahren nicht  irrationale  VVerthe  liefern  können.  Wären  jene  Koeffi- 
zienten irrational;  so  fiele  <Ier  bindende  Schluss  hinweg,  da  es 
sehr  wohl  möglich  ist,  dass  Irrationalzahlen  durch  ein  rationales 
Verfahren  rationale  Werthe  liefern  (indem  z.  B.  das  Quadrat  der 
Irrationalzahl  V2  den  rationalen  Werth  2  ergiebt). 

Demzufolge  ist  die  vorstehende  Argumentatloh  nicht  auf  die 
Gleichung  (9)  oder  (8)  anwendbar,  indem  diese  Gleichung  irra- 
tionale ^Koeffizienten  und  in  der  That  lauter  rationale 
Wurzeln  hat. 

20)  Da  sich  nach  Nr.  17.  und  den  früheren  Nummern  aus  der 
Gleichung  (7)  kein  Faktor  irgend  eines  Grades  m,  also  auch  kein 
Faktor  ersten  Grades  durch  ein  endliches  Verfahren  abson- 
dern lässt,  so  ist  diese  Gleichung  nur  durch  das  generelle 
Auflusungsverfali  ren«  tvelches,  weil  der  (jirad  7i  der  Gleichung 
unendlich  ist,  selbst  ein  unendli  ches  ist,  aufzulösen:  die  Glei- 
chung (7)  ist  mithin  unlösbar.  Dieser  Ausdruck  involvirt 
übrigens  keineswegs  die  ünniöglich  keit  der  Existenz  von 
Wurzeln,  sondern  nur  die  ünberechon  barkeit  derselben 
mit  endlichem  Verfahren,  oder  die  üii  e  r  s  c  h  ö  p  II  i  ch  k  ei  t 
der  Rechnung,  filüo  die  Unerreichbarkeit  eines  genauen  Wer- 
thes. 

Die  Unberechenbarkeit  schliest  anch  die  UnkonstruiT- 
barkeit  ein.  Denn  wäre  eine  Auflösung  der  Gleichung  (7)  und 
damit  'jede  ihrer  Auf losungen  koostruirbar,  so  Hesse  sich  diese 
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geometriscfae  Opmtion,  welche  aus  lauter  quadratischen 
Einseiakten  besteht,  In  eine  endliche  und  rationale  For*  ^ 
md  kleiden  (indem  jede  aua  der  geometrischen  Konstruktion  ent- 
springende Formel,  da  sie  eine  algebraische  ist,  auch  ratio- 
nal gemacht  werden  kann.  Vergl.  das  obige  Zitat  In  Nr.  15.) 
nnd  diese  Formel  mfisste  mindestens  eine  Wursel  pi^  der  Glei* 
chung  (!)  ebenfalls  als  Wurzel  enthalten. 

* 

Diese  letztere  Gleichung  muss  nun  io  Beziehung  auf  die 
darin  enthaltene  Wurzel  p»'  als  lösbar  gedacht  werden »  weil 
sie  in  Beziehung  auf  diesen  Werth  als  koiistruirbar  voraus* 
gesetzt  ist  und  die  Wege,  weiche  die  Konstruiction,  um  von  jener 
Gleichung  auf  diese  Wurzel  zu  gelangen,  macht,  durch  arithme- 
tische Operationen  ersetzt  werden  können.  Allerdings  brauchen 
diese  Operationen  nicht  in  lauter  rationalen  Operationen  zu 
bestehen:  es  künnen  vielmehr  auch  Wurzelauszi ehungcn 
darunter  vorkommen.  Die  Darstellbarkeit  einer  Wurzel  pn^  zieht 
die  Üarstellbarkeit  jeder  anderen  Wurzel  yn;®  oder  die  Auflös- 
barkeit der  Gleichung  (7)  nach  sich.  Da  diese  Auflösbarkeit  aber 
als  eine  LiuDöglichkeit  erkannt  ist,  so  könnte  auch  die  zuletzt 
erwähnte  (Jfcichung  mit  der  Wurzel  pn,"^ ,  wenn  eine  solche  iWo'x- 
cbung  überhaupt  existirte,  doch  nicht  l'iir  diese  Wurzel  lösbar, 
die  Grösse  n  also  nicht  koiistruirbar  sola. 

21)  Aus  allen    diesen   IJtttersuciiungcn   ergeben    sich  einige 
interessante  Eigenschaften  der  Ludol ph  sciien  Zahl. 

a)  Es  kann  keine  los  bare  endliche  Gleichung  mit  ratio« 
naleo  Koefjfizienten  geben,  welche  n  oder  ein  Vielfaches  davon 
als  Wurzel  enthielte. 

6)  Es  kann  aber  auch  keine  unlösbare  endliche  Gleichung 
mit  rationalen  Koelfizienten  geben,  welche  n  als  Wurzel  ent» 
hielte.  Denn  eine  Gleichung,  sei  sie  algebraisch  oder  transzen- 
dent, ist  der  Ausdruck  für  das  Wesen  der  darin  mit  x  bezeich* 
neten  Grösse,  d.  h.  für  alle  wesentlichen  Beziehungen,  in  welchen 
diese  Grösse  zu  der  Gesammtheit  aller  Grössen  steht.  In  jener 
Gleichung  ist  die  Definition  der  Grösse  x  gegeben. 
Die  Vielfacbheit  der  Wurzeln  einer  Gleichung  drückt  die  wahre 
Bedeutung  der  Gleichung  nicht  vollständig  aus.  Die  wirkliche 
Bedeutut  2;  einer  Gleichung  ist  die,  dass  sie  eine  Grösse  x 
vollständig  definire  oder  c  h  a  ra  k  teri  sire ,  indem  sie  die 
Beziehungen  angieht,  in  welchen  diese  Grösse  zu  den  übrigen 
Grössen  steht  In  rler  Auflösung  der  Gleichung  stellt  sich  diese 
Grösse  x  durch  eine  einzige  Formel  dar,  welche  vermöge  der 
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dario  vorkommenden  Wurzeigrössen  vieldeutig  seio,'  d.  b.  eine 
gewisse  Auxahl  von  Grundwerthen  aoneiimen  Icano.  (Dass  jede 
Gleichung,  wenn  auch  nicht  durch  ein  endliches  Verfahren 
oder  durch  eine  endliche  Formel,  so  doch  durch  eine  unend> 
liehe  Formel  auflSsbar  sei,  muss  anerkannt  werden). 

Die  liestimmungstiicke  für  tlie  Grösse  a:  in  ilcr  Gleichung 
F(x)=iO  sind  die  in  dur  Funktion  F(:r)  vorgescliiicbciH  ii  Opera- 
tionen, also  die  Koeffizienten,  die  Z«  i(  hen,  die  Exponenten  und 
sonstigen  Beziehungen  und  Verkniipfungswelsen.  Von  diesen 
Stücken  nennen  wir  diejenigen  wesentliche  oder  charak- 
teristische, deren  AendcnniL;  mit  einer  AeriilcrnnL;  der  Wurzel 
:i  begleitet  ist;  die  übrigen  abtT  u  n  w  e  s  c  n  1 1  i  c  b  e.  iSo  ist  z.B. 
in  einer  Gleicbuns:  von  ganzem  Grade  dfr  nbsoiut^e  Werth 
der  Koelbzienten  ufi\\  esentlich ;  ihr  Verhältniss  zu  einander 
aber  wesentlich,  indem  man  statt  ax-{-b  =  0  auch  iia  t  -^7tb  z=z  0 
schreiben  kann.  WeseotÜcb  ist  unter  Anderm  der  Grad  einer 
Gleichung. 

-  Jede  wesentliche  Aendcrong  der  Funktion  F(x)  hat  also  eine 
Aenderang  der  Wurzel  x  zur  Folge;  jede  Glelchoog  von  spe- 
ziellem Charakter  stellt  nur  eine  einsige  Grdese  a;  (welche  viel- 
deutig sein  kann)  dar;  eine  Grösse  a:  kann  nicht  zugleich  die 
vollständige  Wurzel  mehrerer  Gleichungen  voni  verschiedenem 
Charakter  sein. 

Hiernach  kann  z.  B.  eine  eindeutige  Grösse  nicht  durch  eine 
quadratische  Gleichung  dargestellt  werden.  Die  Gleichung  sc — a 
=  0  sagt  etwas  Anderes,  als  die  Gleichung  x^-^u^ssO,  auch 
etwas  Anderes  als  die  Gleichung  {x — a)^  =  0:  denn  die  erste 
Gleichung  hat  die  eindeutige  Wuczel  a,  die  zweite  hat  die 
zweideutige  Wurzel  a\^l  =  ±a  und  die  dritte  hat  die  Wurzel 
a  zweimal. 

Die  Grösse  n  ist  durch  die  Gleicliung  (7)  oder  eiiio  rlurcli 
Transtormation  daraus  entstehende,  also  ;i(juivaiente  Gleichuriii;  de- 
finirt.  Durch  diese  Gleichung  ist  die  Beziehung  ausgedrückt, 
in  welcher  diese  Grössen  zum  Zahieniiebiete  stehen  soll.  Andere, 
charakteristisch  verschiedene  Bestimmungen  für  jene  Grösse  giebt 
es  nicht;  die  in  Gleichung  (7)  ausgedrückten  sind  die  einzigen 
und  allein  maassgeh enden.  Jedes  Gesetz,  welcbes  die  Grösse 
7t  mit  anderen  Grössen  in  Verbindung  bringt,  kann  mithin  nur 
ein  Awsfluss  des  in  Gleichung  (7)  liegenden  Gesetzes  sein,  und 
die  Kombinution  nut  andern,  ausserhalb  jenes  Gesetzes  liegenden, 
also  unwesentlichen  Beziehungen  kann  nur  das  Resultat  der  Ver- 
einigung solcher  unwesentlichen  Gesetze  mit  der  Gleichung  (7) 
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setu.  Alfe  wesentlichen  Beziehun<^cn  müssen  sich  daher  als 
Resultate  der  Cmformuriij  dieser  Gleichung  ergeben  und  alle  mög- 
liche d  Beziehungen  können  sich  nur  als  Resultate  der  Umfor- 
rouiig  der  Gloichang  (7)  und  der  gleichzeitigen  Kombination  mit 
ausserwGäen tiichen  Gesetzen  ergeben. 

Dem  Ausserwesentlicheo  haftet  nothwendig  das  Merk- 
mal der  Willkürlicbkeit  in  irgend  einer  Beziehung  an.  Denn 
wfire  daran  Nichts  willkürlich,  so  stände  dasselbe  zu  dem  Ge- 
genstande^  auf  «velchen  sich  die  Begriffe  des  Wesentlichen  und 
l}nwesentlichen  beziehen,  in  einer  durchaus  nothwendigen  und 
in  allen  Stücken  bestimmten  Besiebung,  trGge  also  den  Cha- 
rakter des  Wesentlichen. 

In  Betracht  dieser  Willkürlicbkeit  in  irgend  einer  Beziehung 
mass  man  nun  schliessen,  dass  wenn  die  Gleichung 

in  F{x)  fremde  Wurzeln  enthalt,  es  noch  mehrere  Gleiubuu- 
gen  in  der  Form 

(a:— 7e)Fi(a:)  =  0 

gebeo  IB1I88,  in  welchen  die  Wursel  4*  mit  andern  fremden  Wnr- 
xeln  dnreh  den  Faktor  Fi(se)  verknüpft  ist 

Sonderte  man  zwischen  zwei  Gleichungen  das  gemeinschaft- 
liche Maass  a:—7t  ab,  so  lande  man  die  Auflösung  x  =  was 
nach  Nr.  20.  unmöglich  ist. 

e)  Es  kann  auch  keine  endliche  tileichnng  mit  rationalen 
Koeffizienten  geben,  welche  ein  Vielfaches  von  n  mehreremal 
oder  verschiedene  Vielfache  von  «  mehreremal  als  Wur- 
zel enthielte,  also  keine  Gleichung  von  der  Form 

ix  —pnYix — qny ....  F(x)  =  0. 

Denn  aus  dem  sub  b)  entwickelten  Grunde  Hesse  sich  alsdann 
die  Gleichung 

{X  pTCy{x  fjTl)'.,..  =0 

herstellen  und  aus  dieser  Gleichung'  liesse  sich  nach  dem  in 
Kr.  17)  angewandten  Verfahren 

{x — /vTc/ =  0    und    X — /7ff=s0 

in  rationalen  Zaiilen  herstellen,  was  nicht  möglich  ist 

d)  Nach  Vorstehendem  kann  keine  algebraische  Gleichung 
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die  Zahl  n  als  Wurzel  entbalteit.  Denn  jede  algebraische  Glei- 
chung kaim  00  voigefoniit  werden ,  dass  x  und  jeder  Koeflliaieiit 
als  rationale  GrOeee  erecbeiot,  worauf  dann  der  letztere  Sats  An- 
wendung findet. 

e)  Auch  keine  algebraische  Funktion  von  7t  kann  eine 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  sein.  Denn  wenn 
f(7t)  diese  Funktion  von  n  wäre,  welche  als  x  der  Gleichung 
l^;r]=0  genfigen  sollte;  so  konnte  man  die  Gleicbnng  F[f(n)]  =  0 
80  umformen,  dass  sie  in  Beziehung  zu  n  rational  würde  und 
nur  rationale  Koeffizienten  enthieltOy  also,  sich  in  der  Form 

f  Am-l  7c"*-^  +  ....+^0  =  0 

darstellte.  Da  nun  keine  endliche  rationale  Gleicbnng  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  die  Wurzel  n  enthalten  kann,  so  ist  die  lets- 
tere  Gleicbnng  und  damit  die  Voraussetzung  unmöglich. 

f)  vf  e d  e  Potenz  von  it,  ja  jode  a  n  z e  endliche  ra- 
tionale Funktion  von  7t  mit  rationalen  Koeffizienten 
ist  irrational.    Denn  wäre  in 

jeder  bLoeffizient  nnd  auch  B  rational;  so  wäre  | 

+  Am-in"*-^  + . . ..  +  (^0—     =  0 

eine  endliche  ganze  rationale  Funktion  mit  rationalen  Koeffizien- 
ten mit  der  Wurzel  n,  was  nach  Obigem  unmßglicb  ist. 

ff)  Die  Zahl  n  kann  durch  keine  endliche  al<»ebrai- 
sehe  Funktion  mit  rationalen  Zaiilen  ausgedrückt  wer- 
den, ist  also  keine  algebraische  Zahl.  Denn  wäre  die  ' 
algebraische  Funktion  F  =  7t;  so  Hesse  e<ich  diese  Gleichun«^  ra- 
tional machen,  oder  in  eine  völlig  rationale  Gleichung  verwandeln, 
welche  in  Beziehung  /ai  n  eine  ganze  rationale  Funktion  mit  ra- 
tionalen Koeffizienten  durstellte,  was  nach  dera  vorstehenden  Satze 
unmöglich  ist. 

h)  Hiernach  ist  die  Zahl  »  weder  durch  die  Hfllfsmittel  der 
niedem  Geometrie,  welche  in  gerader  Linie  und  Kreis  be* 
stehen,  noch  durch  die  Zuhülfenahme  algebraischer  Kurren» 
wie  Kegelschnitte  n.  dergi.  konstruirbar. 

22)  Von  allen  unendlichen  Gleichungen,  deren  Wurzeln  die 
Vielfachen  einer  Grundgrösse  «sind,  hat  nur  die  Gleichung  (1), 
für  welche  diese  Grundgrösse  o  gleich  n  ist  oder  zu  n  in  einem 
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tionalen  Verhältnisse  steht,  lauter  rationale  Koeffizienten. 

Steht  (He  Grundgrüsse  zu  n  in  einem  irrationalen  Verhältnisse,  ist 

sie  also  eine  rationale  Zahl  er  oder  eine  irrationale  Wur- 
m 

zelgrüsse  Va,.  so  werden  sämmtliche  Koeffizienten  der 
fraglicben  Gleichung  irrational,  weil  sie,  ähnlich  wie  in  der 
Gieichong  (3)»  die  Produkte  einer  rationalen  Zahl  nnd  einer  Po- 
tenz von  7t  oder  die  Produkte  einer  rationalen  Zahl  und  einer 
irrational  bleibenden  Potenz  des  Produktes  von  n  und  einer  irra- 
tionalen Zaiii  darstellen. 

23)  Der  geometrische  Ursprung  der  Zahl  tc  liegt  in  der  Ro- 
tation einer  konstanten  Figur.  Die  Bestimmung  aller  fiioraus 
entspringenden  Gebilde  ist  zwar  leicht  auf  die  der  Zahl  rt  zurück- 
geführt; eine  Zusatinnetislellung  der  Grundgleichunncri  dir  die 
einzelnen  Hauptfällc  luag  jedoch  zur  Lebcrsichtlichkeit  nicht  ganz 
unoütz  sein. 

Die  Gleichung,  welche  die  sulczessiven  positiven  and  nega- 
tiven Vielfachen  von  -  also  die  Grössen  0,  +^»  4----....  +  — ■ 

P  P       P  P 

tn  Wurzeln  hat,  ist  folgende: 

(13) 

Diese  Gleichung  kann  man  so  umformen:  ^ 

(14) 

px{\^^^^x^)i\  -  £.*•)( I  -  öS      • "  •  ^*  -  i^«^*^  =         =  ^ 

Die  Gleichung  (13),  welche  von  der  höchsten  Potens  von  x 
herabsteigt,  hat  für  ft=0D  lauter  unendliche  Koeffizienten,  die 
Gleichnog  (14)  dagegen,  welche  von  der  niedrigsten  Potenz  von 
X  aufsteigt,  hat  lauter  endliche  Koeffizienten  und  stellt  ausser- 
dem, wenn  die  Produkte  entwickelt  werden,  immer  eine  konver- 
gente Reihe  dar. 

Diese  konvergente  lieih»;,  welche  die  l^ntn  ickeluug  von  (14) 
darstellt,  ist  die  bekannte  trigonometrische  Formel  für  sin/».T, 
Dämlich : 
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■ 

p-f'-^'+äÄo— ••1=«-  

Hieraus  folgt,  das«  man  näberungsweisa  ans  d«nGlei- 
cfaDOgen 

1-^^  =  0  oder  a-^^ssO;  . 
1— |-f^=:0  oder  a;*--20:r -1-120  =  0; 

^^t^^'^^Ö^^  ;»'-42d;2^84aar— 5040  =  0 


u.  8.  w.  bestimnieD  kann.  Die  erste  liefert  ffir  n  den  Werth  2,45, 
die  «weite  3,23  dbO,69V^^  =  3,31.  die  dritte  3,08. 

Der  Kreis  um  fang  2rn,  welcher  durch  die  Umdrehung  des 

Eadpanktea  des  Radius  r  entsteht,  ist  durch  Gieichuug  (15)  dar- 

^  1 
gestellt,  wenn  man  darin  ~  =  2r  setzt.    Nimmt  man  den  Radius 

r=l;  so  wird  p  =  ^.  Die  Rektifikation  des  Kreises  fuhrt 
also  bei  Ausscheidung  der  Wurzel  Null  zu  der  Gruodgleiebnng 


*  2.3.2«^2.3.4.5.2* 

Die  KreiariSche  r*«,  welche  durch  die  ümdrehaug  des 

Radius  r  entsteht,  erfordert  -  =  r^.    Niaimt  man  das  Quadrat 

P 

i^s:z\y  so  wirdpsl.  Die  Quadratur  des  Kreises  giebtalso 
die  Gleichung 

Die  Kugel  welche  durch  die  Umdrehung  der  Fläche 

1  4r> 

des  Halbkreises  entsteht ,  verlangt  -  =         Nimmt  man  den 

Würfel  r^=  I,  so  ist  p  =  ii  die  Kubatur  der  Kugel  liefert 
daher  die  Gleichung: 

*^2.3.4«  +  2.3.4.6.4*'~*'"~"- 
Die  Kugelfi äcbe  4r%,  welche  durch  die  Umdrehung  des 
Halbkreises  entsteht,  bedingt  ^s4r*  oder  wenn  das  Quadrat 
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r*=l  genommen  wird,  7?  =       Die  Kompianation  der  Ko* 
gel  fuhrt  mithin  zu  der  Gleichung: 

.  ""O:^*^ 2.3.4.5.4*"' 

♦ 

Der  Zylinder  welcher  doreh  die  Umdrehiiiig  der 

Fläche  des  Rechteckes  hr  entsteht«  erfordert  -  =  hr\  also,  wenn 

jer  KOrper  Ar*sl  genommen  wird«  p  =  I.  Die  Kubatur  des 
Zylinders  fShrt  hiernach  su  derselben  Gleichung  wie  die  Qua« 
drafnr  des  Kreises,  nftmlieb  an  der  Gleichung; 

'*~2.3  +  2.3.4.6~**' — 

Die  Zyliu de rf lache  IhrTi,  welche  durch  die  Umdrehung 
iler  einen  Seite  dieses  Recbteclces  entsteht,  verlangt  -  =:2Arf  also 

wenn  die  Fläche  Ht—X  genommen  wird,  p^i.  Die  Kompla» 
uation  des  Zylinders  liefert  also  dieselbe  (jleichung  v\ie  die 
Rektifikatiuii  des  Kreises,  nämlich 

^'"2X2«+2.3.4.5,2*~"*~^- 

Üer  Kegel  welcher  durch  die  Umdrehung  der  Drei- 

Ar  1  hr^ 

ecksflScbe      entsteht,  erfordert -= ,  also,  wenn  man  den 

Körper  hr^  =  l  nimmt,  ji=s3.   Für  die  Kubatur  des  Kegels 
hat  man  hiernach  , 

'"2:3 +2.3.4.5^*  

Der  Kegelmantel  W t^-^hKn,  welcher  durch  die  Um- 
drehung der  einen  Drelecksseite  Vr*-|-Ä*  entsteht,  Terlangt  ^ 

^  =  rV^r*+Ä*,  oder  wenn  man  die  Fläche  rV^r*  -f Ä*  =  l  setzt, 

p=sl.  Die  Komplanatlon  des  Kegels  ffibrt  mitbin  an  der- 
eelben  Gleichung  wie  die  Quadratur  des  Kreises  und  die  Kuba- 
tur des  Zylinders,  indem  man  bierfiSr  bat: 
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24)  Die  ?or«tehende  Behandloog  der  Crietchung,  welche  die 
eukseseiTen  Vlelfaeben  voo  n  su  Wuraeln  bat»  fiibrt  za  der  nicht 
ganz  ttnioteressaoteD  Betrachtung  des  aligemeineren  Failea,  wo 
die  Aufsteliang  der  Gleichung  verlangt  wird,  deren 
Wurzeln  die  verschiedenen  Werthe  sind»  welche  eine 
Funktion /"(ft)  annimmt,  wenn  darin  ffir  n  alle  positiven 
und  negajtiven  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden.  Diese  ge* 
schiebt  folgendermassen ; 

Wenn  sich  die  Aaflösuog  der  Gleichung 
in  der  Form 

vollzieht,  so  ist  die  gesuchte  Gleichung 

8in[3i/^(a:)]  =  0.  (16) 

Diese  Gleichoog  hat  die  Wurzeln: 

....l^«2),  F(-I),F(Ü),  F(i),  F(2). 
ist  also  auch  gleich  der  Gleichung: 

(17) 

[a?-mil[^-F(I)][^~F(2)]....  M[a:-F(-l)J[a:--/'X-2)]....  {  =  0. 
Dividirt  man  die  letzte  Gleichung  durch 

(-  1)«F(Ü)[F(1)F(2) . . .  .][F(-  2) . . .  .J 

und  bezeichnet  mit  C  eine  konstante  GrGase,  so  muss  man  fol- 
gende Entwicklung  haben: 

8in[?r/)[j7)] 

=  ^    ~  /XC^^'""  fX2)^  **  *  ^  ^  1^     i^X— l)^!^^""  jP(— 2)1  •  *•  ^* 

Setzt  man  a:  =  0,  so  küuuut 

C  =  8ln[si/(0)], 

folglich ! 

(18) 

sin  [»/(«)]      sin  [«/(0)J 
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Im  Folgenden  sind  einige  spezielle  Fälle  zusammengestellt. 

Gleiehung, 

Wursel  wdche  jow  Wnraelii  entliait. 

nn  =z  Xy          n~  - 1  sina;  =  0, 

SC 

%in  =  a?,         « =  sin^o;  =  0, 

n^x,         n  SS  als  isin 9Rr  =  0» 

na  =  dr,         «  =  - 1  sm —  =s  0, 

ffa -1-0:9«»         fi  =  >  wn  —  =  O» 

loffa;  .  Trloga:  « 

log«  log« 

^  =  j;»         n  =  log«,  6io(9sloga;)  =  0, 

•IT  X 

log^  TT  log  ^ 

6a»  s=    .         w  =  i  »  sin  -i  =  0, 

*               Joga  Joga  ' 

loga:  .   7t  log 

e"''  =  a:,         n  =  — ^  f  siniogd?  =s  0, 

.j — =                          loea:  ,  n;loga:  ^ 

u  a 


n« 

n 

II» 

w 

V"^,  sin         =  0, 


1  1 


> 


$11)  -  =  ü. 


]  a  a 

(«75)0  =  OT,  8iwi/a?=sO, 

V«  SB n  SS  ar«,  siiiflui;<*  =  0, 

Vn  ^  X,         it  =  o;»,  sin  7sa^  =s  0« 
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^  Gleichung, 
-^m-zei  welche  jene  WtmEdii  ^coAUt. 


c 

— b 

w 

V  na  +  6  =  a". 

n  SS  > 
a 

«(*•-*) 

«mS  J.  At>  -1-  t*  «Mg  * . 
MW       VI*  1  1»        «*' » 

2a  ' 

.    -H- V4a(«-c)+6«  ^ 

6  ' 

sin  n-  T  =0, 

iogn  s= 

n  — 

tun  nfi^  —Ii 

sinc'^sOt 

Sinns  jr. 

sin  (ff  arc  sin  d?)  =0« 

fi  =  arc  cos  jr« 

8iD(ffarcco8J?)»0, 

arc  sinn  as  d;. 

11  =  sin«. 

sin(9V8in«)s:(lt 

arccosn  = 

fi  =  cos  X  , 

siii(jrcosar)  =0, 

1+2+3+...+«  =  o:, 
• 

— 1  + V8a:  +  1 

.     -1  +  V^8^  +  1_A 
sin»  2  

I 
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IV. 

Ueber  Wasserhoseo  und  über  Duftanhaag  und  Hagel. 

Von 

dem  Herrn  Grafen  Pftii 
•nf  Hautdorff  bei  Neurod«  fn  Seht.etieB. 


L  Was8erhe8ei« 

Gegen  Ende  September  des  Jahres  1820  befanden  sich  mehrere 
Schlesien,  unter  denen  der  Unterzeichnete,  in  einem  Garten  bei 
Novi,  südöstlich  von  Genua,  um  die  reizende  Meerfahrt,  die  schö- 
neo  Trauben,  und  die  herrliche  Landschaft  zu  geniessen.  Die 
Reisenden  hatterwdort  einen  Anblick,  der  an  sich  ziemlich  selten, 
unter  den  besonderen  Umständen  meines  Wissens  noch  nicht 
beobachtet  worden  ist. 

Sadlich  von  Novl  tritt  ein  steiles  Vorgebirge,  der  Apenoi* 
nenkette  angehurend,  schroff  in's  Meer.  Hinter  dem  Kamm  des 
Vorgebirges  betracbtetee  wir,  wohl  läoger  als  eine  halbe  Stande« 
eine  Wasserhose,  welche,  den  Berg  um  das  Dreifache  Überragend» . 
aus  dunklen  Gewitterwolken  herabstieg,  und  sich  sehr  langsam 
eetirSrts  sa  bewegen  schien*).  Die  Wasserhose  stellte  sich  dar 


*)  War  die  Stelloag  der  WaMerliote,  wie  Ich  vermuthe,  TOn  S.W« 
nach  N.O.  gerichtet,  so  mottCe  der  ober«}  entferntere  Theil,  von  unten 

und  in  grösserer  Entfernung  gesehen,  ans  Tcrhälfnissmnssig  tiefer  er- 
scheinen. Die  Wasserhose  hatte  also  iniiUiinasälich  in  allen  ihren  Thei- 
Ten  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Richtung,  obschon  ein  Theil  der- 
i»elben  uns  faüt  horizontal  erschien. 
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als  eine  lange,  gekrümmte,  cylindrlsche  Röhre.  Die  Mitte  des 
sichtbaren  Tfaeils  hatte  eine  fast  horizontale  Richtung*).  Mit 
einem  guten  Fernrohr**)  sahen  wir  deutlich  die  grossere  Dun« 
kelheit  der  Ränder.  Auch  die  wirbelnde  Windung  der  Rühre 
Hess  sich  an  dunkleren  und  hellereo  Qaerstreifen  derselben  deut- 
lich erkennen.  Die  Wasserhose  war  also  in  der  Mitte  dorch« 
scheinend.  Ich  gebe  das  Bild«  wie  es  mir  in  der  Erinnemiig 
geblieben  ist,  auf  Taf.  1. 

Scb&tse  ieh  den  6erg,  hiotei  welchem  sich  die  Wasserhose 
befand»  nur  an  fiSO  Fnss»  und  wie  ich  glaube,  nicht  zu  hoch,  so 
moss  die  Hohe  der  Wasserhose,  welche  ohne  Unterbrechung  bis 
an  die  Wolken  reiehte»  mehr  als  2000  Fuss  betragen  haben.  In 
einer  gedmckten  Bes^reibung  der  Reise,  von  meinem  Vater 
herrOhrend,  Breslan  bei  Aderbols  1830,  Ist  S.  130  die  Hübe, 
ich  weiss  nicht  ans  welchen  Gründen,  sogar  auf  3000  Fuss  ge- 
sehfitst 

Das  von  mir  AngefShrte  enthält  meine  ganz  bestimmte  Er- 
innerung. Ich  weiss  in*8  Besondere,  dass  ich  mich  in  dem  Ver- 
bältniss  der  scheinbaren  Hube  der  Wasserhose  zur  Höhe  des 
Berges,  hinter  welchem  sie  sich  befaod»  nicht  wesentlich  täuschte. 

Wasserhosen  werden  ilemlich  oft  von  Seefahrern  erwifant. 
Sie  seheinen  ans  dem  Meere  sn  entstehen,  und  nach  und  nach 
huher  su  werden.  HSnfig  senkt  sich  ans  den  Wolken  eine  cor- 
re^pondirende  Röhre  hdrab,  welche  sich  mit  der  scheinbar  auf* 
steigenden  biswellen  vereinigt.  Auch  nach  diesen  Berichten  rei- 
chen also  die  Wasserhosen  hSufig  bis  an  die  Wolken,  oder  stehen 
doch  mil  diesen  Im  Zusammenhang. 

Das  scheinbare  Aufsteigen  der  Wasserhosen  aus  dem  Meere 
beweist  nicht  ein  Entstehen  aus  dem  Meere,  sondern  nur  eine, 
vielleicht  zufällige  Bildung  der  Wasserhose  von  unten  nach  oben. 
Es  sind  wohl  alle  Gelehrten  darüber  einig,  dass  die  Wasserhosen 
durch  Wirbelwinde  entstehen.  Nun  ist  es  zwar  möglich,  und 
kommt  erweislich  auch  vor,  dass  heftige  Winde  ein  uenig  W^as- 
serschaum  in  die  Höhe  treiben,  ebenso  wie  sie  auf  dem  Lande 
den  Staub  aufwirbeln.  Vergebens  aber  würden  «  ir  uns  nach  ei- 
ner bewegenden  Kraft  umsehen,  welche  es  vermöchte,  Wasser- 
masseo,  wie  eine  Wasserhose  sie  ausgiesst,  aus  dem  Meer  bis 


*}  Wahrscheinlich  war  die  Bewegung  nordostwärts. 

Einem  iehten  Raniden  von  l^*"  Objeetlv  und  2t  maliger  Vcr- 
grossernng. 
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in  die  Wolken  hinauf  zu  u  irbeln.  Wäre  ein  solches  Vorkommen 
überhaupt  möglich,  so  nuissteii  die  bewegenden  Stürme  Alles 
in  ihrer  Nähe  zerstören,  während  sie  oft  bei  siemlich  ruhigem 
Wetter  beobachUt  worden  sind. 

Ueberdiess  kommeo  Wassethoseo  auch  auf  dem  Lande  vor,  . 
eetaen  aoo  dem  Meere  aufs  Land,  ihre  Bahn  durch  Verfrfistong 
beaeichnend.  Schoo  darum  kOnnen  aie  nicht  au«  dem  Meere  ent- 
•fanden  sein»  oder  entstehen. 

Die  richtige  Erklärung;  ist  also  wohl  die,  dass  Wasserho- 
sen Regengusse  sind,  welche  von  Wirbelwinden  erfasst 
werden. 

Ich  gebe  als  Beispiel  noch  den  Bericht  über  eine  Wasser- 
,  hose»  welche  den  19.  Juli  1860  das  Dorf  Schlegel  bei  Neurode 
vervTiistete.  Das  Wasser  strOmte  mit  solcher  Gewalt  in  dem 
Thal  des  unbedeutenden  Jabrwasserbaches*  dass  es,  nach  über- 
einstimmenden Berichten  aller  Zeugen,  erst  «»mannshoch",  weiter 
unten  <,wie  ein  Wollsack*'  gerollt  kam.  Ein  Herr,  der  sich  in 
seinem  Gärtchen,  etwa  30  Schritt  vom  Hause  entfernt  befand« 
musste  auf  der  eiligen  Rückkehr  bis  an  die  Kniee  im  Strome 
waten.  In  etwa  einer  halben  Stunde  waren  36  Gebäude  und 
sSmmtliche  Brücken  ganz  oder  theilweise  aerstOrt»  and  9  Perso» 
nen  ertränkt  worden. 

Von  Hausdorf  aus,  Ii  Meile  eiitfornt,  wurde  die  nach  unten 
wirbelnde  Wolke,  welche  sich  ergoss,  deutlich  wahrgenommen. 
Die  Röhrbildung  erschien  nur  unvollkommen,  dagegen  hatte  der 
Wirbelsturro  an  <jem  hauptsächlichsten  Ort  des  Ergusses  die 
Bäume  rings  nach  allen  Richtungen  durch  einander  geworfen. 

Ich  gebe  den  Bericht  meines  Sohnes  Eberhard,  s*  Z.  Refe- 
reudarius  liei  der  Regierung  in  Breslau: 

„Von  der  am  19.  Juli  1S60  über  Schlegel  sich  erp;ie4»sendeti 
Wasserhose  hatte  ich  Gelegenheit,  in  einer  Eullernung  von  etwa 
Ii  Meilen  Zeuge  zu  sein. 

ich  befand  mich  bei  vollkommen  schönem  Wetter  und  leicht 
bewülktem  Himmel  seit  einer  halben  Stunde  auf  einem  Spasier- 
gange  nach  der  Försterei  im  Tränkengrund,  im  Thal  vor  dem 
Forsthause,  als  sich  plötzlich  ein  selten  heftiger  Sturm  erhob, 
dessen  Richtung  nach  allen  Seiten  sich  änderte.  Am  Himmel 
sogen  sich  die  Wolken  schnell  zusammon,  und  nach  Verlauf  von 
etwa  10  Minuten  erblickte  ich  in  südlicher  Richtung,  von  UanS' 
darf  nach  Schlegel  au,  eine  Wolke  von  so  tiefer  Schwäne  ond  so 
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schartt  n  Umrissen,  vrie  ich  mich  noch  nicht  erinnere,  gesehen  zu 
hahcn.  Diese  Wolke  senkte  sich  in  der  auf  der  Zeichnung  (s. 
Tal.  1.)  an^egebeoen  Weise  durch  zuei  Säulen  von  verschiedener 
Stärke  auf  den,  aus  Hühenzügetj  bestehenden  HÄizont,  und  ver- 
schwamm mit  dera  letzteren  dergestalt,  dass  man  seine  Umrisse 
'  nicht  mehr  erblicken  konnte.  Da))ei  schwankten  die  beiden  dunk- 
len Säulen  rechts  und  links,  so  dass  man  die  Einwirkung  des  hef- 
tigsten Sturm-  und  Wirbelwindes  deutlich  wahrnehmen  konnte. 
Kaum  5  Minuten  hielt  jedoch  diese  Erscheinung  an,  und  allmälig 
vereinigten  sich  beide  Säulen,  während  die  darüber  schwebende 
dunkle  Wolke  sich  immer  mehr  verkleinerte,  bis  sie,  gänzlich  auf 
den  Horizont  gesenkt,  sich  auflSste.   Der  Sturmwiod  dauerte  fort." 


II.  ÜHfUBkaag  na«  HageL 

Jeder  Winter  führt  in  den  Waldungen,  zumal  in  denen  des 
(Gebirges  ein  physikalisches  , Phänomen  herbei,  weiches  ein  Ge- 
im  SS  für  den  Landiicbafter,  und  ein  Schrecken  für  den  Forst- 
mann ist 

Kalte  und  trockene  N«irdcstwiDde  erstarreD  die  Zweige  and 
Nadeln  der  Bäume  mehrere  Grade  unter  den  Geürlerpaokt.  Dreht 
sich  dann  der  Wind,  Terbretten  sich  Nebel  darch  den  Wald^  so 
sebiessen  Eianadeln  um  die  erltälteten  Zweige  an,  und  umgeben 
sie,  oft  mehrere  Zoll  dick,  mit  einem  regelmässigen  Mantel  aus 
lockeren  Krystallen«  Der  Wald  blüht  und  strahlt  in  weissem 
Juwelepschmuck  von  ungewohntem  Glänze.  Dieses  ist  der  Duft» 
anhangt  der  den  Landschafter  mit  Recht  entzflckt. 

Bisweiten  ftllt  auf  den  Dnftanbang  Schnee,  der  Wind  sehfltp 
teil  die  Bäume,  und  die  schOne  Erachelnang  geht  ohne  Nachtheil 
▼orflber. 

Oftmals  aber  ist  der  Verlauf  ein  anderer.  Ein  Thauvrind 
folgt  dem  Nebel.    Die  wärmeren  und  feuchteren  Dunste  bilden 

ihren  INiederschlag  als  Glatteis  auf  und  zwischen  den  Eisnadeln, 
welche  die  Zweige  umgeben,  auf  und  in  dem  darauf  niedergefalle- 
neu  Schnee.  Nun  belasten  centnerschwere  Eismassen  die  Aeste 
und  die  Bäume,  und  zahlreiche  Wipiei,  selbst  mannsdicke  Stämme, 
zerbrechen  unter  der  gewaltigen  Last. 

Das  ist  «der  Duftanbang,  welcher  den  Forstmann  In  Schrecken 
setst. 
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Wir  haben  hier  gleichsam  eine  Hagelbiidung  in  hori- 
zontaler Richtung,  nur  sind  die  Hagelkörner  bis  zur  Last 
von  Centnern  geivachsen,  weil  sie  anter  atnoden»  imd  tagelangtr 
Eiswirkiing  entstanden  sind. 

Unteraachen  wir  die  Bildung  des  eigentlichen  sogenannten 
Hagels,  80  finden  whr,  dase  dieselbe  in  gans  fthnllcher  Weis^ 
rar  In  Tertlkaler  Riebtang,  and  in  kfirserer  Zeit  Statt  findet  Wir 
wissen  ans  dem  Anblick  deijonigen  Gebirge  welche  der  Schnee« 
Ihie  ^h  nfihem,  oder  sie  flbenichreiten,  dikss  In  allen  Klimalen, 
mid  in  jeder  Jahresselt  in  den  höheren  Schichten  der  AtmosphSre 
snwdlen  Schnee  lUlt  Beriihrt  derselbe  nach  and'lE(Bb  tiefere 
und  wärmere  Schichten,  so  wird  er  entweder  aaßhäaen  and  nie 
kalter  Regen  herabstfirsen»  oder  aber,  er  wird  einen  Thell  nelner 
Schneebildang  bejiMipten.  ist  letsteres  der  Fall,  so  wird  er  bei 
seinem  Herabfallen^  Indem  er  wärmere  und  feuchtere  Lnftsehlchten 
beröhrt,  die  Dünste  dieser  Schichten  in  und  an  den  Schneeflocken 
niederschlagen,  die  verdichteten  Dflnete  werden  den  Schnee  theils 
iSsen,  theiJs  seine  Zi^ischenrftnme  ausfüllen.  Das  Produkt  wird 
ein  unvollkommenes,  mehr  oder  minder  mit  Schneeresten  durch« 
setites  Eis  sein.  Wir  sehen  daaseibe  als  Hagelkorner  in  allen 
Ihren  Terschiedenen,  inneren  and  finnseren  Strukturen  herabstfiraen. 

Um  Hagel  su  bilden,  ist  nur  nStbig,  dass  ein  nehr  kalter 
KSrper  durch  wärmere  Schichten  fUlt.  So  hat  man  auf  Island 
Hagel  beobachtet,  dessen  Kern  ▼nikanische  Asche  war. 

Es  kommen  häufig  verwüstende  Uagelfölle  vor,  wobei  viele 
Hagelkurner  zu  grosseren  Massen  zusammen  gefroren  sind.  Ja 
man  will  Hageifälle  beobachtet  haben,  sie  sind  im  Ikosmos  ange- 
führt, wo  fallende  Eisstücke  die  Länge  von  8  Zoll,  ja  die  Grösse 
von  Müblensteinen,  von  Elephanten  gehabt  haben  sollen.  Nimmt 
man  auch  an,  die  Phantasie,  der  Indier  zumal«  habe  bedeutend 
fibertrieben,  so  scheint  gleichwohl  so  viel  festzustehen,  dass  Ha- 
gelfalle vorkommen,  bei  denen  die  Grösse  der  einzelnen  Eisstücke 
aus  einem  einfachen  Herabfallen  von  Schneeflocken  durch  wär- 
mere Luftschichten  nicht  hinreichend  erklärt  wird. 

Erinnern  wir  uns  jedoch,  was  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze 
Nr.l,  fiber  Wasserbosen  gesagt  wurde,  so  dürfen  wir  wohl 
annehmen,  dass  solche  ausserordentliche  HagelijÜle  entstehen, 
wenn  fallender  Hagel  von  Wirbelwinden  ergriffen  wird. 

Es  Ist  eine  noch  hier  und  da  auftauchende  Meinung  %  Hagel 
fidle  nicht  Im  Winter,  oder  nickt  des  Nachts.   Ich  selbst  habe 


*)  Biet  widerlegt  üo  In  €fmw  Pby«ik* 
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Hagel  im  W  inter  und  in  der  Nacht  sehr  oft  beobachtet.  Dage- 
gen habe  ich  allerdings  noch  niemals  Hagel  bei  einer  Tempera- 
tur unter  dem  Gefrierpunkt  wahrgenommen.  Sollte  dergleichen 
in  seltenen  Fällen  vielleicht  beobachtet  worden  sein,  was  ich 
nicht  weiss j  so  würde  das  Vorkommen  auf  wärmere  Luftströme 
in  der  oberen  Atmosphäre  über  kälteren  in  der  tieferen  schliessen 
lassen  *). 

Man  bat  bemerkt*  dass  grOgsere  UagelkSrner  nur  in  den  ge- 
mässigten Klimaten  vorzukommen  pflegen.  In  huheren  Breiten 
treteo  aar  gans  kleine  auf,  sogenannte  Graupeln,  und  in  den  Tro- 
peng^eodea  verschwindet  der  Hagel,  aebr  seltene  Fälle  vielleicbt 
aoagenommea,  gäoalicb. 

Die  ErklSrung  blenron  bat  keine  .tikhwierigkeiten,  wenn  man 
erwägt,  daaa  die  Schneewolken  in  den  bOberen  Breiten  au  tief 
aieben«  als  das«  lallender  Schnee  sieb  In  grossere  UagelkOrner 
▼erwaadjDln  konnte,  wahrend  in  den  niederen  Breiten  der  fallende 
Sebnee  In  der  Regel  gänslleb  aaftbant;  ebe  er  den  Boden  erreicbt. 
Mar  in  den  gemässigten  Klimaten  können  grossere  Scbneeflocken, 
ohne  als  Schnee  herabzakommen,  und  ohne  gfinslicb  anfsutbaaen, 
dareh  wärmere  Luftschichten  von  gritoserer  Tiefe  fallen. 

Bei  fallendem  Hagel  nimmt  man  stets  wahr,  dass,  wie  catür- 
lieh,  das  Thermometer  rasch  fällt,  indesä  hatte  ich  nur  ein  ein* 
ziges  Mal  Gelegenheit,  das  Fallen  bis  unter  den  Gefrierpunkt  zu 
beobachten.  In  dem  Augenblick,  wo  das  Therrnoiiieter  0^  zeigte, 
war  der  Hagelfall  in  einen  Schneefall  veruandelt.  Die  Beobach- 
tung wurde  in  einer  Meereshühe  von  I57Ü  Rbi.  gemacht.  Das 
Datum  habe  ich  leider  nicht  aufgeschrieben. 

Es  ist  merkwtirdig,  dass  die  Erklärung  eines  so  häu6gen 
Vorkommens  wie  der  Hagel  ist,  so  lange  den  Scharfsinn  der 
Gelehrten  vergeblich  in  Athem  halten  konnte.  Schon  der  Um- 
stand allein,  dass  die  Hagelkörner  unregelmässig  sind,  hätte  auf 
den  Gedanken  ßlhren  mGssen,  dass  man  nicht  mit  einer  primairen, 
sondern  mit  einer  secundairen  Erscheinung  su  tbun  hatte« 

*)  Dergleichen  dfirfle  >vo1»!  vornc!im!frb  <lca  IViicbt^.  vorkommen, 
wenn  die  am  ßoden  cruürmto  Luft  in  die  li«)lic  steigt,  und  durch  kalte 
Luftströme  ans  der  leeren  iltmnsphäro  rn^ntzt  vird.  Steigt  man  in  Ge> 
birgcn  des  IVachts  bergan ,  so  cnipfiiid^i  miiii  lieatlieh  die  wärmere 
Temperatur  der  höheren  Lagen.  So  ergreifen  auch  die  ersten  Fröate 
stets  zuvörderst  die  Pflanxen  in  der  Tiefo  (etwa  daa  Kartoffelkraut}  onil 
■IMiCer  erat  die  hoher  liegenden. 
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V. 

Beweis  des  in  Thl.  XLIL  8.  354.  mitgetheiiten  Bel> 

trami' sehen  Satzes. 

■W  a 

Von  * 

Herrn  C.  Struve^ 
ordMitliclieni  Lehrer  an  der  ltj»iiigj.  Realsehiile  io  FraueUdt. 


Lehrsatz,  In  jedem  Dreiecke  ABC  (Taf.  II.  Fig. 3.)  ist 
der  Mittelpunkt  O  des  umschriehenen  Kreises  der 
Schwerpunkt  der  v  ier  Mittelpunkte  K,  L,  My  N  der  die 
drei  Seiten  des  Dreiecks  berübrenden  Kreise. 

Beweis.  Denkt  man  sieb  die  AmeewlDkel  dee  Dreiecke 
ABC  halbirt,  so  bilden  die  HatbiniDgelinien  ein  Dreieck  KLM, 
dessen  Eckpunkte  die  drei  Mittelpunkte  der  das  Dreieck  won  aiteaen 
berQbreoden  Kreise  sind.  Verbindet  man  K,  L,  M  respectlve- 
mtt  A,  B,  C,  so  ist  Dreieck  ABC  für  KLM  das  durch  Verbin- 
dung der  Fnsspankte  der  Hohen  entstandene  Dreieck«  demnach 
scimeiden  sich  AK,  BL,  CM  in  einem  Punkte  N  und  derselbe 
ist  Mittelpunkt  des  In  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises» 
indem  die  Winkel  von  ABC  durch  die  genannten  Geraden  hal- 
hirt  werden.  Nun  liegt  aber  in  jedem  Dreiecke  KLM  der  Mit- 
telpunkt dee  durch  die  Fusspunkte  der  Hohen  gehenden  Kreises 
O  mit  dem  Schnittpunkt  der  Mittellinien  P  und  dem  der  Hüben 
N  auf  derselben  Geraden,  und  zwar  so,  dass  O  awiscben  beiden 
und  OPi  Oiir  =  1 :3.  Es  ist  aber  P  Schwerpunkt  von  K,  A  M, 
folglich  O  Schwerpunkt  von  K,  L,  M,  N,  w.  a.  b.  w. 
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Sekmtäi:  Ei»  anäerer  rti»  geameiriscMer  Beweis 


Ein  anderer  rein  geonielri«cher  Beweis  des  Beitrami- 
sehen  Saties  yom  Schwerpunkte  der  Centra  der  Be- 

rühro^gskreise  eines  Dreiecks.  V 

Von 

Herrn  Carl  Schmidt 
,  in  Spronborg. 


Der  Sats: 

s 

Der  Mittelpunkt  des  om  eis  ebenes  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  Ist  der  Schwerpunkt 
der  Mittelpvskte  seiner  rier  BerSbrnngskreise, 
wenn  man  sich  dieselben  mit  gleichen  Gewicfli« 
ten  beschwert. denkt» 

tritt  im  Archiv  zuerst  Tbl.  42.  S.  354.  auf.  Ausser  dem  dort 
gea:ebenen  analytisch- geometrischen  Beweise  des  Herrn  Iloraus- 
gebers  theilt  das  Archiv  noch  eine  Zahl  anderer  Beweise  mit, 
von  denen  die  beiden  ersten  sich  trigonometrischer  Hülfsmittel 
bedienen,  während  die  folgenden  vier  rein  i^^eonictrisch  gefasst 
sind,  sich  aber  sämmtlich  auf  tjülfssätze  aus  der  Lehre  von  den 
merkwürdigen  Punkten  am  Dreieck  stützen,  die  den  'Elementen 
nicht  beigegeben  zu  werden  pflegen.  Es  beruhen  nämlich  diese 
Beweise  —  explicite  oder  implicite  —  auf  dem  eigenthüralichen 
VerhSitnisse  des  ursprOoglichen  Dreieeics  zu  dem  Dreieck  der 
JMittelpunkte  seiner  äusseren  Berührungskreise  und  dem  Dreieck 
der  Seitenmitten  des  Jetzteren  in  Absicht  auf  zwei  merkwürdige 
Punkte  des  ursprünglichen  Dreiecks  und  je  drei  merkwürdige 
Punkte  der  beiden  letzteren  Dreiecke,  —  ein  eigenthümliches  Ver* 
bältniss,  sofern  diese  Punkte  nicht  als  acht,  sondern  als  nur 
vier  verschiedene  erscheinen,  —  Indem  jeder  derselben  je  zweien 
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Dreiecken  zagleicb  in  verschiedener  Eigenschaft  angehört,  —  die 
dabei  in  gerader  Linie  liegen  und  eine  bestimmte  Relation  ihrer 
EntTernaugen  von  einander  innehalten*  So  interessant  diese  und 
ähnliche,  namentlich  bei  dem  dritten  der  rein  geometrischen  Be- 
ireise  benutzten  und  in  Betracht  gezngeneo  merkwürdigen  Be- 
liebungen  an  sich  und  in  ihrer  Folgerung  auf  den  Beltrami- 
«dien  Satz,  sowie  iu  ihrem  Zusammenliange  mit  demselben  aueh 
•eio  roßgen,  so  scheint  doch  ein  noeh  etwas  einfacherer  Beweis 
dss  genannten  Satzes,  der  sich  nur  anf  die  aHergelftoligsten  Sfttse 
d«i  Elenente  atOtzt»  nicht  geradean  iberflffaidg  an  nein. 

Her  folgende  Beweis  muss  natürlich  voraussetzen,  dass  die 
vier  Mittelpunkte  der  Beriihrungskreise  sich  ergeben  als  die  Dorch- 
sehnittspunkte  der  sechs  Halbirungslinien  der  Dreieckswinkel  und 
der  Nebenwinkel  derselben;  im  Uebrigen  stützt  er  sich  nesent- 
lieh  nur  auf  den  Satz  von  der  Gleichheit  der  zu  gleichen  Peri- 
pheriewinkeln gehörenden  Bogen  und  Sehnen  und  die  Umkehning 
hiervon.  Zugleich  erccheint  durch  denselben  der  Beltrami'scbe 
Satz  als  eine  unmittelbare  Folge  einer  noch  ein  wenig  allgeoMi- 
aeten  and  dabei  noch  aInnenCUiigeren  DreieckaeigeBsebaft. 

Die  vier  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise  eines  Drei- 
ecks mugen  J,Ai,  A^,  heissen,  wobei  mit  J  der  Mittelpunkt 
des  Inneren  BerOlirungskreiaes  beselebnet  sein  soll.  Diese  vier 
Mittelpunkte  btlden  die  aecba  Paare  J^i,  JA^,  JA^,  AiA^,  A^A^, 
A^A^.  Die  ersteren  drei  Paare  mögen  die  nngleie hartigen, 
die  letttwen  drei  die  gleleh artigen  Paare  helssen«  Alle  vier 
Mittelpunkte  lassen  sich  nun  anf  drei&cbe  W^se  au  je  sweien 
der  oügen  Paare  znaammenatelten,  nämlich  entweder  als  die  bei- 
isn  Paare 

JAi    und    A^A^y  (I) 
oder  ala  JA^  AgA^, 

oder  als  JA^    „  AiA^. 

Wir  haben  also  dreimal  awei  ansammengehSrige  Paare*  die  wir 
erglnaende  Paare  nennen  wollen. 

Nennen  wir  den  „Punkt  der  mittleren  Entfernungen"  je  zweier 
Punkte  ohne  Beziehung  auf  statische  Begriffe  der  Kürze  wegen 
Schwerpankt,  so  gilt  der  Sats: 

Die  aecha  Schwerpunkte  der  sechs  Pnnkten* 
paare  (1)»  die  die  vier  Mittelpunkte  der  Be* 
rdhrungakrelae  eines  Dreiecke  bilden^  liegen 
aSmmtücb  anf  der  Peripherie  des  nm  das  Drei- 
st 
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eck  beaebriebeneD  Kreises,  und  zwar  liegeo  die 
Seb  wer  punkte  je  zweier  ergSnsenden  Paare 
einander  diametral  gegenüber. 

Also  haben  die  Schwerpunkte  je  zweier  er- 
gänz ende  ti  Paare  ihrjen  Schwerpunkt  im  Mittel- 
punkt des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises. 

In  diesem  letzteren  Anadrocke  liegt  der  Beltrami'sche  Satz. 

Beweis.  In  Taf.  II.  Fig.  4.  sei  ABC  das  der  Betrachtung 
zu  (jirunde  liegende  Dreieck.  (Die  Seiten  desselben,  sowie  deren 
Verlängerungen  sind  stärker  gezeichnet.)  Der  um  das  Dreieck 
beschriebene  Kreis  habe  seinen  Mittelpunkt  in  G.  Die  särnmt- 
lieben  secbs  Halbirungslinien  der  Dreieckswinkel  und  der  Aus- 
senwinkel  sind  im  Allgemeinen  Secanten  des  Kreises.  (Diesel- 
ben sind  minder  stark  gezeichnet.) 

Im  Falle  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ist  die  durch  die 
Spitze  gebende  äussere  Ifalbirnngslinie  eine  Tangente;  im  Falle 
eines  glelGhseitigen  Dreiecks  sind  alle  drei  äusseren  Halbirnngs* 
Unien  Tangenten.  Diese  Specialföüe  ordnen  sich  dem  allgemei* 
nen  Falle  eines  nngleicbseitigen  Dreiecks  nadigebends  ebne 
Weiteres  unter. 

Die  sechs  Halbirungslinien  schneiden  als  Secanten  den  Kreis 
ausser  in  den  Ecken  A,  B,  C  noch  in  je  einem  Punkte.  Diese 
Punkte  sind  mit  den  Ziffern  1  bis  6  bezeichnet. 

Zuerst  Insst  sich  erkennen,  dass  die  Punkte  1  bis  6  zu  je 
zweien  einander  diametral  ffpgeniiber  liegen.  Es  ist  nämlich  der 
Winkel  tAfy  ein  Rechter,  da  er  durch  die  Halbirung  der  beiden 
Nebenwinkel  an  A  entstanden  ist,  und  dieserbalb  ist  die  Linie 
16  ein  Durchmesser. 

Analog  ergiebt  sieb  wegen  des  Rechten  bei  ß,  dass  26,  und 
wegen  des  Rechten  bei      dass  34  ein  Durchmesser  ist. 

Demnach  liegen  die  Punkte  1  and  6,  2  und  6,  3  und  4  der 
Kreisperipherie  nm  G  einander  diametral  gegeouber,  der  Schwer- 
punkt jedes  Paares  ist  also  Cr. 

Demnächst  ist  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  1 ,  2,  3  die  Schwer- 
punkte der  ungleichartigen  Punktenpaare  JA^ ,  JA^,  JA^  sind. 
Es  nerde  dies  für  den  Punkt  1  heziehlirh  seines  zui^ehoriuea 
Paares  JA^  gezeigt.  Die  (punktirten)  HüHsli  nien  \B  und  \  tJ  sind 
gleich  als  Sehnen  der  beiden  HäUten  rc  des  Dreieckswinkels  bei 
A.  Nun  ist  das  Dreieck  JB\  gleiebschenklig,  denn  der  Basis- 
winke!  bei  J  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks .        =  a 
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md  der  Basiswinkel  bei  BMX  ^^IßC-hfi,  also  aucb  ^a^ß, 
da  ^  IBC  mit  dem  xwellen  Winkel  «auf  demselben  Bogen  IC 
stfbt.  Ebenso  ist  das  Droiäck  AiBl  gleicbscbenklfg»  denn  der- 
Basiswinkel  bei  Ai  ist  im  Dreieck  AiAßss^B-^tt^iB-k-fi 
sR-tt-ß,  und  der  Basiswinkel  belB  Ist  =z^AtBJ-^lBC^ß, 
also  ancb  =  i2  —  a  — 

Hieraus  ergiebt  sieb,  dass  l«/=l^i,  also  1  der  Schwerpunkt 
fär  /  und  Ai  ist. 

Ueberbaupt  ergiebt  sich  aber  hieraus^  dass  die  Punkte  J,  B, 
Ai,  C  in  der  Peripherie  eines  Kreises  um  1  liegen. 

Gans  analog  iSsst  sieb  zeigen,  dass  2  der  Schwerpunkt  für: 
</  und  A^  und  3  der  für  J  nnd  A^  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  überhaupt,  dass  die  Punkte  J,  C,  A^,  A 
io  der  Peripherie  eines  Kreises  um  2,  uod  J,  A,  A^,  B  in  der 
eines  Kreises  um  3  liegeo. 

Nunmehr  ist  zu  zeigen,  dass  die  Punkte  4,  5,  6  die  Schwer« 
punkte  der  gieicbartigen  Punktenpaare  AiA^,  AgA^,  ■Ind. 

Es  werde  <!ics  für  den  Punkt  6  beziehlich  seines  zugehörigen 
Punktenpaares  A.,A^  p;ezeigt.  Die  punktirten  Hiill^linien  6ß  und 
6C  sind  gleicfi  als  Sehnen  zweier  Ijogen,  die  die  gleichen  Bogen 
\B  und  \C  zu  Halbkreisen  ergänzen.  PSun  ist  das  Dreieck  A^B^ 
gleichschenklig,  denn  der  Basiswinkel  Lei  Aq^  ist  im  Dreieck. 
A^AB=  2/i?  —  (l/?-f  ~  ß  =  R  —  a  —  ß t  und  der  tiasiswiiikol  bei 
i?  ist  =^6ÄC— ^,  also  auch  =R  —  a^ß,  da  ^QBC  mit 
^lJ5C(=o)  auf  dem  Halbkreise  ICQ  steht.  Ebenso,  ist  das 
Dreieck  A^C6  gleichschenklig,  denn  der  Basiswinkel  bei  A^  ist 
im  Dreieck  A^AC  =2R  —  (R -j- a) —  y  =  R—a — y,  und  der  Ba- 
siswinkel bei  C  ist  =^6CÄ — y,  also  auch  =Ä  —  « —  y,  da 
Z6C^  mit  ^ICB  (=:a)  auf  dem  Halbkreise  1B6  steht. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  QA^^QA^,  also  ü  der  Schwer« 
puokt  für  A2  und  A^  ist. 

Ueberbaupt  ergiebt.  sich  aber  bieraus,  dass  die  Punitte  A^ 
C,  Bf  A^  in  der  Peripfaerle  um  6  liegen. 

Ganz  analog  lässt  sich  zeigen,  dass  5  der  Schwerpunkt  für 
Ai  und  A^,  und  4  der  für  Ai  und  A^  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  überhaupt,  dass  die  Punkte  A^,  C,  A,  A^ 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  um  5,  und  A^  B,  A,  A^  in  der 
eines  Kreises  um  4  liegen. 

Fassen  wir  nun  endlich  susammen,  dass  der  Schwerpunkt 
irgend  eines  ungleicbartigen  Panktenpaares»  etwa  der  Schwerpnnkt 
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I  (leB  Paares  JAy  und  der  des  ergänzenden  Paares^  ?i\^o  der 
Schwerpunkt  6  des  Paares  -42-^3  Endpunkten  des  Diame- 

ters, 16,  liegen,  also  hinwiederum  ihren  Schwerpunkt  im  Mittel- 
punkt G  des  um  das  Dreieck  beffchriebenen  Kreises  habeo,  so 
ist  der  Satz  bewiesen. 

Es  hat  sich  aber  überhaupt  der  Satz  ergeben,  dass  die  bei- 
den pQDkte  jedes  der  sechs  Paare,  xo  deaen  die  Mittelpunkte  der 
Berillirungskreise  iHsammen treten  kSnnen,  wie  mit  je  einer  Ecke 
des  Dreiecks  in  gerader  Linie,  so  zusammen  mit  den  beiden  - 
anderen  Eckpunkten  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  liegen,  dass 
diese  sechs  Kreise,  die  jede  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  vier- 
fscb  und  jeden  der  vier  Mittelpunkte  der  Berührungskreise  drei- 
fach schneiden,  sich  als  einen  Kranz  darstellen,  indem  sie  näm- 
lich ihre  Mittelpunkte  auf  der  Peripherie  des  um  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  haben,  und  dass  je  zwei  dieser  Mittelpunkte 
in  Beziehung  auf  den,  vmschriebenen  Kreis  einander  diametral 
gegenüberliegen. 

Von  diesem  Satse  ist  der  ßeltrami'scbe  Sata  eine  unmit- 
telbare Folge,  wo  nielit  eine  dorcb  Benotsnng  des  statischen  Be- 
grÜes  Schwerpunkt  vermittelte  etegante  Fassung  einer  Seite 
desselbeo. 


Ueber  ein  System  parallelachsiger  Rotationsflächen 
zweiter  Ordnung^  welche  eine  gemeinschaftliehe  Schnitt- 

curve  besitzen. 

Von 

Herrn  Heinrieh  Gretschel, 
Iiehrer  der  Mathematik  «o  der  HaDdcItlehranetalt  in  Leipzig. 


l>as  Folgende  bildet  einen  kleinen  Nachtrag  zu  dem,  was 
ich  im  dritten  Hefte  des  43tten  Tbeils  des  Archivs  (Nr.  XXI.) 
tiber  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Flüchen  zweiter  Ordnung, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Schnittcurve  besitzen,  mitgetheilt 
habe.  Ich  habe  daselbst  schon  einen  Fall  bphaiidelt.  in  ^velchem 
dieser  Ort,  welcher  im  Allgemeinen  eine  Kauracurve  dritter  Ord- 
nung ist,  in  einen  KegeUcbnitt  degenerirt;  im  Nachstehenden  soll 
ein  anderer  derartiger  Fall  besprochen  werden. 
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Deo  Aosgangspankt  ffir  die'  folgeodeD  ErOrteriuigefi  bildet 
bekamiCe  Satei 

Der  Durchschnitt  zweier  Fläcbeo  zweiter  Ord- 
nung ist  Imner  nnd  n«r  dftim  eine  sphärische 
Cnrve,  weeo  die  Kreieechnitte  der  einen  PlSehe 
denen  der  anderen  parallel  sind. 

Denkt  man  sich  In's  Besondere  swei  Rotationsflicfaeo  mit 

parallelen  Achsen ,  so  fallen  bei  jeder  derselben  die  Kreisscbnitte 
sosaninien  in  eine  zor  Achse  senkrechte  Ebene;  der  Durchschnitt 
dieser  zwei  Flächen  wird  also  eine  sphärische  Curver*sein,  und 
alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  sich  durch  diese  Curve  r* 
legen  lassen,  nitisseo  zwei  zuäamnieni'aliende  Kreisschnitte  haben, 
die  denen  der  beiden  ersten  Fliehen  parallel  geben«  d.  b.  es 
müssen  Rotationsflächen  sein,  deren  Achsen  slünmtlicb  mit  denen 
der  beiden  ersten  Flächen  parallel  laufen* 

Aus  der  Symmetrie  der  beiden  eisten  Fläefaen  gegMi  die 
Ebene  ihrer  Drehungsachsen  folgt,  dass  auch  gegen  diese  Ebene 
symmetrisch  liegt,  und  daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  überhaupt 
jede  durch  zu  legende  Rotationsfläche  zu  dieser  Ebene  syn- 
metrtajch  sein,  d.  h.  ihre  Drebunssacbse  In  dieser  Ebene  haben 
BOSS.  Dies  snsammesgefasst  glebt  den  Sata: 

Durch  die  Schoittcurve  zweier  Rotationsflä- 
eben  zweiter  Ordnung  mit  paralleleo  Achsen 
lassen  sieb  unzählig  viele  andere  Rotations* 

flächen  zweiter  Ordnung  legen,  deren  Achsen 
mit  denen  der  beiden  ursprünglichen  in  einer 
Ebene  liegen  und  mit  ihnen  parallel  laufen. 
Unter  diesen  Rotatlonsriäcbeo  beflodet  sieb 
Immer  eine  Kugel. 

Die  Ebene  der  Achsen  schneidet  sänimtliche  Rotationsflächen 
in  Kegelschnitten  A^,  welche  vier  Punkte  A,  JB,  C/Z>.  gemein- 
tun  haben  und  deren  Achsen  sämmtlicb  parallel  sind;  der  eine 
dieser  Kegelschnitte  ist  ein  Kreis. 

Es  soll  jetzt  zunächst  der  spezielle  Fall  in*s  Auge  gefasst 
werden,  dass  die  beiden  ursprün^liclien  Flächen  ein  Paar  Rota- 
tionsparaboloide  sind.  Diese  schneiden  die  Ebene  der  Achsen  in 
ein  Paar  Parabeln,  deren  Achsen  parallel  liegen;  ein  Paar  solche 
kuanen  aber  nur  zwei  in  endlicher  Eutlernung  liegende  Punkte 
AwA  B  gemeinsam  haben,  und  berflhren  sich  ausserdem  in  dem 
uaeBdllcb  entfernten  Schnittpunkte  ihrer  Achsen,  weil  eine  Pasa* 
bei  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  berührt.  Hieraus 
folgt  aber,  dass  auch  alle  anderen  Curven  /t^  sich  in  demselben 
ooeDdlich  entferoteo  Punkte  berühren,  also  Parabeln  mit  paralle- 
len Acbsen  sein  müssen.  Die  Rotationsflächen  sind  also  sämmt- 
licb Paraboloide.  Die  Kugel  ferner,  welche  durcb  die  gemein- 
schaftliche Schnittcnrve  aller  Rotationsflächen  geht,  muss unendlich 
gross  sein,  weil  sie  den  unendlich  entfernten  Schnittpunkt  der 
Achsen  enthalten  muss,  ihr  in  endlicher  Entfernung  gelegener 
Theil  ist  also  eine  Ebene  und  die  RaurocurFe  t*  besteht  ans 
cnw  in  endlicher  Entfernung  liegenden  Conre  sweiten  Grades, 


Digitized  by  Google 


126  ßretscAtl :  Ueter  ein  sptiem paraiiiiacMffer  Rolationtßäcke» 

« 

die  natflrlich  eine  Ellipse  ist,  und  aas  eioem  ouendlicb  entrern- 
ten  Punkte  (oder  einer  unendlich  entfernten  ▼erscliwiiideod  klei- 
nee  Ellipse).  Mao  erhält  also  das  Resultat: 

Der  Darchscbnitt  zweier  Rotatlonsparaboloi de 
mit  parallelen  Achsen  ist  eine  Ellipse;  durch 
dieselbe  lassen  sieb  noch  unziihlig  viele  Ro- 
tatioDsparaboloide  legen,  deren  Achsen  särunit- 
licb  mit  denen  der  beiden  ersten  parallel  laufen. 

Die  Frage  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  der  eben  betrach- 
teten Rotationsflächen  bat  keine  Bedeutung,  da  diese  Mittelpunkte 
sämmtlich  io  anendlicher  Ferne  liegen. ' 

Hiermit  mag  dieser  spezielle  Fall  erledigt  sein,  und  es  seil 
nun  cur  Erörterung  des  aligemeioen  Falles  geschritten  werden. 

Da  unter  den  Scbnittcurven  ^  in  der  Ebene  der  Drehung«- 
aebsen  sich  im  Allgemeinen  ein  Kreis  befindet,  so  sind  die  Cur- 
veo      nicht  säramtlicb  Hyperbeln,  sondern  es  giebt  unter  ihnen 

unzählig  viele  Ellipsen  und  z^vci  l^arabeln.  Von  den  letzteren 
hat  die  eitie  ihre  Achse  parallel  zu  der  Hichtung  der  Achten  der 
Ürebungsilächeii ,  die  andere  bat  aber  eine  zu  dieser  Richtung 
senltreclite  Achse.  Eis  widerepriebt  dieses  dem  oben  angegebe* 
nen  Satze,  dass  die  Achsen  aller  Kegelschnitte  parallel  sein 
müssen,  insnf'orn  nirht.  als  ja  die  im  Unendlichen  i2:»'le'^ene  Achse 
dieser  Parahi^l  iclilVüls  der  ani^ogebenen  Kichtiing  parallel  ist. 
Die  erste  Parabei  gchürt,  wie  man  sofort  bemerkt,  einem  Hota- 
tionsparaboloid  an,  dessen  Drebunssacfase  den  Achsen  der  übri- 
gen Urehungsflächen  parallel  Ist;  die  zireite  Parabel  aber  gehört 
einem  paraboiicschen  Cylinder  an,  dessen  Erzeugende  senkrecht 
zur  Ebene  der  Achsen  der  Kotatioiisflächen  stehen.  Eine  solche 
parabolische  Cylinderfläche  kann  als  ein  aboeplattete^-  Drehun^s- 
ellipsoid  betrachtet  werden,  dessen  Mittelpunkt  in  unendlicher 
Feme  liegt 

Zu  den  kegelschoitten,  welche  sich  durch  die  vier  Schnitt- 
punkte  Af  ß,  C,  D  der  Kegelscbnitte     legen  lassen,  geboren 
-  auch  die  Paare  gerader  liinien 

AB  und  CD,   AD  und  BC,   AC  und  BD, 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  dass  die  Ualbirungslinien  der 
Winkel,  welche  diese  Parup  bilden,  unter  sirh  parallel  (resp. 
senkrecht  zu  einander)  sein  müssen.  Ijeljrii^eris  i»t  eines  dieser 
Paare  stets  reell,  während  die  beiden  anderen  reell  oder  imagi- 
när sein  kennen.  Wir  sehliessen  daraus,  dass  es  unter  den  Ro* 
tationsflScben,  welche  sich  durch  legen  lassen,  immer  wenigstens 
einen  und  hdcbstens  drei  Rotationakegel  giebt. 

Das  Ergebniss  dieser  Betrachtungen  Ist  nun  folgendes: 

Unter  den  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung» 
deren  Achsen  parallel  und  in  einer  Ebene  ge- 
legen  sind,  und  w  e !  r  h  e  s  i  c  h  i  n  e  i  n  p  r  sp  h  ä ri s cheu 
Carve  vierter  Ordnung  schneiden,  befinden 
sich  im  Allgemeinen  unzählig  viele  Ellipsoide 
und  Hyperboloide,  ein  Parabelotd,  entweder 
ein  oder  drei  Rotationskegel,  und .  ein  parabo- 
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liscber  Cylioder,  dessen  ErxevgeDden  auf  der 
Ächsenebene  senkrecht  stehen. 

Aus  dem  saletzt  erwShnten  Umstände  folgt  Übrigens,  dass 

die  shnkrechte  Projection  der  sphärischen  Schnitt- 
corve  auf  die  Eliciic  der  Achsen  eine  Parabel-  oder  viel* 

nefar  ein  Stück  einer  solchen  ist. 

Als  eine  benierkenswerthc,  ganz  der  Elementar- Geometrie 
an^ehörige  Folgerung  aus  dem  Vorstehenden  erwähne  ich  noch 
den  Satz: 

Dnreb  den  gemeinsebaftlicfaen  Dvrchsebnitt 
sweler  Rotationskegel  mit  parallelen  Achsen 
Iftsst  sich  stets  noch  ein  dritter  R  otationske^el 
legen,  dessen  Achse  in  der  Ebene  der  Achsen 
der  beiden  ersten  Kegel  liegt  und  ihnen  paral- 
lel ist;  ferner  lässt  sich  durch  diesen  üurch- 
schnitt  eine  Kugel  legen. 
Projicirt  man  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitt  sweier  sol- 
chen Kegel  auf  eine  au  den  Achsen  senkrechte  Ebene,  so  ist 
diese  Projection  eine  aplanetische  Cur%  e.    Denn  sind  Ä  und 
T  die  Spitzen  beider  Kegeiflächen,  Fund  6'  die  Punkte,  in  denen 
ihre  Achsen  die  Projectionsebene  schneiden,  a  und  ß  die  Cotan> 
genten  der  Winkel,  welche  Ihre  Erzeugenden  mit  den  Aebsen 
bilden,  ist  femer  U  ein  Punkt  der  Schnittcurve  und  sind  MNuod 
MO  die  ?on  Ihm  aus  auf  die  Achsen  geHillten  Senkrechten,  so  Ist 
SN^a.MN  und  TOz=ß.3JO 
Ferner  ist  entweder  SN-\- TO  oder  SJS — /O  eine  constante 
Grösse,  je  nachdem  die  Punkte  5  und  T  auf  entgegengesetzten 
Seiten  oder  auf  derselben  Seite  einer  durch  JU  senkrecht  zur 
AchsenrIebtang  gelegten  Ebene  sich  befinden.   Nennt  man  nun  P 
die  Projection  von  M  und  bezeichnet  jene  Constante  mit  c,  so 
hat  man  wegen  PF  =  MN  und  PG—ßlO  für  die  Projection  der 
Schnittcurve  die  Gleichung  a .  PF:i:ß.  PG  =  c,  durch  welche  Glei- 
chung eine  aplanetische  Linie  mit  den  Brennpunkten  F  und  G 
charakterisirt  ist.   Aus  der  oben  bemerkten  Existenz  eines  dritten 
durch  dieselbe  ScbnItteurve  gehenden  Rotationskegels  folgt  sofort, 
dass  die  aplanetische  Curve  noch  einen  dritten  Brennpunkt  be- 
sitzt, nämlich  den  Schnittpunkt  H  der  Achse  dieses  dritten  Kegels 
mit  der  Projectionsebene.    Durch  den  vorstehenden  stereometri- 
schen Satz  ist  sonach  ein  recht  passender  Ausgangspunkt  für  eine 
icm  geometrische  Theorie  der  aplanetlscben  Linien  gen-onnen.  Indes- 
sen soll  auf  diesen  Gegenstand  nier  nicht  weiter  eingegangen  werden. 

Die  Durchschnittscurve  r*  zweier  solchen  Kegeiflächen  besteht 
im  Allgemeinen  aus  zwei  gesonderten  Theüen.  Sind  beide  Ke- 
gelflächen gleich,  so  fHllt  der  eine  Theil  in  unendliche  Ferne,  denn 
▼on  den  vier  in  der  Ebene  der  Achsen  liegenden  Punkten  A,  B, 
C,  In  denen  sieb  die  Selten  der  beiden  Kegel  schneiden,  fal- 
len zwei  wegen  des  Parallelismus  der  Seiten  des  einen  und  des 
anderen  Kegel  in's  Unendliche;  die  Kugelfläche,  welche  sich  durch 
T*  legen  lässt,  degenerirt  also  in  eine  Ebene  und  auch  der  dritte 
Kegel  fällt  mit  dieser  Ebene  zusammen.  Der  Durchschnitt 
fiveier  glelehen  Rotatlonskegel  mit  parallelen  Achsen 
Ist  daher  ein  Kegelsehnitt. 
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Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  derjenigen  Ro- 
tationsMächen  zweiten  Grades,   welche  paral- 
lele Achsen  und  eine  gemeinschaftliche  iSc  Fi  nitt- 
curve  haben,  Ist  eine  in  der  Ebene  ihrer  Achsen 
liegende  gleichseitige  Hyperbel«  deren  Asym* 
ptoten  parallel  ttod  reep.  senl^recht  zur  Rieh« 
tung  der  Rotationsachsen  liegen. 
Da  nämlich  sämmtliche  Rotationsachsen  In  einer  Ebene  liegen, 
so  Hegen  auch  die  Mitteipuokte  in  dieser  £bene  und  sind  identisch 
mit  den  Mittelpunkten  der  Cnnren  it».  Weil  nun  unter  letzteren 
■Ich  zwei  Parabeln  befinden,  so  hat  der  Ort  dieser  Mittelpanfcte 
zwei  ufundlich  entfernte  Punkte,  ist  also  (da  er  im  Allgemeinen 
ein  Kegelschnitt  sein  niuss)  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die 
Achsen  jener  Parabeln  sind,  und  da  letztere  senkrecht  zu  ein« 
ander  eind,  so  iet  diese  Hyperbel  gleichseitig. 


VIII. 

Miseellen. 


Ueber  die  durch  ^=^^1:  dargestellte  Curve  mit  zwei  er- 
läuternden  Zeichnungen  auf  T«f.  I. 

Von  Herrn  Hubert  Müller,  Lehramts -Candidaten  der  Mathematik  in 

Freiburg  i.  B. 

Die  Gnrve  jr=V«  hat  ein  Mazimnm  flir  den  gleichen  Werth 

von  ^  wie  die  Curve  von  der  Gleichung  «== — .   Für  die  letztere 

Ist  ^=-^j-,  wekher  Werth  0  wird  fllr  £rs:l  eder  = 

\  ix 

Der  Grensirerth  von  ^  für  x=oo  i«t  0.  Deeshalh  hat  die 
zweite  Gvrve  die  Abeeieeenaehee  mr  Asymptote,  weil  zugleich 
auch  ff^—  Null  wird.  Weil  aber  zu  gleichen  Logarithoien  anch 

gleiche  Zahlen  gehören,  so  muss  die  Curve  y=i\^x  ebenfalls 
zaietct  parallel  der  0- Achse  verlanfeD.    Da  sogleich  dvr  Grenz- 

Werth  von        ^dr  drssODEins  ist,  so  kann  man  sagen,  die  Curve 

f=VAr  hat  snr  Asymptote  eine  Linie,  welche  in  der  Entfernnng 
von  der  ^r- Achse  mit  letzterer  parallel  lünft. 

X 

In  Taf.  1.  Fig.  1.  ist  die  Curve  y=z^x  hin  snr  Ahsdase 
In  Taf.  I.  Fig.  2  ist  sie  in  kleineiM  Maasselnhe  hf s  snr  Abscisne 
d;=16  dargestellt. 
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ber  die  BeurtheiliiDg  der  Wurseln  einer  Yorgeleg- 

tcn  cabiscfaeo  Gleichung. 

Vierte  Abtiitflong,  ab  FortMteaog  der  Abhavdlmig  TbL  ZLnT.,  No.  I. 

Von 

Herrn  Ferdinand  Kerz, 
Mtjor  in  dem  GroMheraogl, Heesiecheo Geodwnierie-Corpe  in  Darmttadt 


Ist: 


III. 


e*>36,      also  aiicb:  3c«>96, 
80  gehen  die  Formeln  [93.  3)  4)  5)  6)]  über  in: 
3)  ^(=Fr)==db(3c>-96)jpTp*. 


l) 
and: 


(3c* -96)1 


^  C(3c2~96)G+  C(3ea-  96)  J  ' 


27r 

jp=iP.(3c*-96)». 


md  OS  folgt; 

Wenn  p  negativ  ist,  so  erhalten  aach  die  Glieder  In  F  vor^ 
Minder  Gleichung  das  entgegengesetxte  Vorzelcbeii  vnd  es  er- 
geben sich  somit  vier  Fille  der  Terechtedenen  Zeiebenfreelisel 
liat  Gleiehong  7). 

TM  XLIV.  9 


130  Ker%:  üeber  die  BeurikHlun§  dtr  Wur*ein 

S)  Es  'lSsst  sich  indessen  leicht  nachweisen,  dass  sich  diese 
vier  Fülle  anf  folgende  swel  FSlIe  zurackßihfen  lassen-. 

IV.  +Ä=+i'+/'^ 

welcher  Gleichung  entweder  drei  reelle  Wnrseln  oder  eine 
reelle  und  zwei  ImaginSre  Wurzeln  entsprechen. 

112. 

Sttbetitnirt  man  in  diese  GleicJinng,  zur*  Bildung  einer  Ta- 
helle,  tat  P 
])  mit  Beracksichtigung  der  oheren  Vorzeichen, 

analog  dem  Vorhergehenden,  nach  und  nach  die  Werth e: 

0,      0,001;      0,U02;      0,003;  u.s.w.; 

so  werden  die  Werthe  von  B  von  Null  an  anfangs  bis  zu 
einer  gewissen  GrSsse  zunehmen,  dann  wieder  abnehmen  bis 
B  (mit  dem  Werthe  von  P=l)  wieder  gleich  Null  wird. 

Substituirt  inati  danti  ^veiter  lür  /■* 
2/  mit  Berücksichtiguug  der  unteren  Vorzeichen, 
die  Werthe: 

1,001;      1.002;      1,003;      u.s.  w.; 

80  werden  die  Werthe  von  R  von  Null  an  w  iecler  zuiicbnien, 
und  zwar  beständig  mit  dem  Werthe  von  wachsen. 

113. 

Die  Frage,  bis  zu  w  elrhcrCrosse  anfangs  mit  dem  Werthe 
von  P  zunehme,  beantwortet  sich  leicht,  werni  man  in  Erwaiiving 
zieht,  dass  der  Gleichung  [Hl«  IV.]  mit  diesem  grössten  Werthe 
von  fi  znei  vollkommen  i>Ieiche  Wurzeln  entsprechen,  und  wir 
erhalten  aus  [33.  4)  und  Ü)j  alsbald: 

I)  k  SS  S  V3ssO<3a4g00179459750... . 

3)  i>£=iV3s=:0,57735026U]89625....  (zweimal) 

3)  Ps=f  V3=5l,15i700S38379251...., 

wenn  wir  daselbst  R  für  a,  1  für  6,  und  P  ffir  y  schreiben. 

Es  folgt  hieraus: 
Es  gehören 

4)  SU  jedem  Werthe  Fon: 
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einer  vorgelegten  cuöiscäen  (tieicAung, 


1dl 


drei  reelle  und  verschiedene  Wertbe  für 
6)  sa  jedem  Wertbe  von : 

drei  reelle  Wertbe  filr  P,  uoter  welehen  swei  eieender  gleich 
sind; 

6)  m  jedem  Wertbe  von: 

ein  reeller  uod  zwei  imaginäre  Wertbe  für  P. 

Naeb  Fermei  [III.  IV.]  beben  irlr  in  der  [112.]  angedeuteten 
Weise  ^ne  Tabelle  entworfen,  welcher  wir  wieder  die  verechie- 
rfeneo  Formeln  bezfiglicb  der  Torselcben  der  Glieder  einer  ge- 
gebenen Gleiehnng  roranseeblcken. 

ZusammenstelluDg  der  verschiedenen  Falle,  welche  sich  zur 
aiiiiähernden  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  einer  vorgelegten 
cubischen  Gleichung : 

e'>36  voraoegeeetst,  ergeben. 

lU. 


27r 


(3c>— 96)1. 
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0,068 
0,069 
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0,071 
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0,186 
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9642 
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9170 
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0,295 
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0,298 
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0,251097489 
0,251876352 
0,252653583 
0,253429176 
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0,254975424 
0,255746067 
0,256515048 
0,257282361 
0,258048 
0,25881 1959 
0,259574232 
0,260334813 
0,261093696 
0,261850875 
0,262606344 
0,263360097 
0,264112128 
0,264862431 
0,265611 
0,266357829 
0,267102912 
0,267846243 
0,268587816 
0,269327625 
0,270065664 
0,270801927 
0,271536408 
0,272269101 
0,273 


8049 

7886 
7723 
7559 
7395 
7230 
7064 


6731 

6564 

6396 

6227 

6058 

5888 

5718 

5547 
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5203 

5030 

4857 
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3090 


R 


I>zsOfi007 


Digitized  by  Google 


ifer»:  üeöer  die  Bettrtkeiiuno  dtr  Wurtein 


Tabelle  IT, 


R 


0,300 

o^aoi 

0,302 

0,303 
0,304 
0,305 
0,306 
0,307 
0,308 
0,309 
0,310 
0,311 
0,312 
0,31S 
0,314 
0,315 
0,316 
0,317 
0,318 
0,319 
0,320 
0,321 
0,322 
0,323 
0,324 
0,325 
0,326 
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0,329 
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0,273 

0,273720009 
0,274456392 
0,275181873 

0,275905536 
0^76627375 
0,277347384 
0,278065557 
0,278781888 
0,279496371 
0,280209 
0,280919769 
0,281628672 
0,282335703 
0,283040856 
0,283744125 
0,284445504 
0,285144987 
0,285842568 
0,286538241 
0,287232 
0,287923839 
0,288613752 
0,289301733 
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0,291354024 
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0,292712448 
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1633 
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1077 
0890 
0703 
0515 
0327 
0138 


9948 
9758 
9567 
9476 
9184 
8991 
8798 
8604 
8410 
Ö215 
8019 
7823 
7626 
7429 


0,330 
0,331 
0,332 
0,333 
0,334 
0,335 
0,336 
0,337 
0,838 
0,339 
0,340 
0,341 
0,342 
0,343 
0,344 
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0,346 
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0,295405632 
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0,296740296 
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04S98066944 
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0.299385528 

0,300041781 

0,300696 

0,301348179 

0,301998312 

0,302646393 

0,303292416 

0,303936375 

0,304578264 

0,305218077 

0,305855806 

0,306491451 

0,307125 

0,307756449 

0,308385792 

0,309013023 

0,309638136 

0,310261125 

0,310881984 

0,311500707 

0,312117288 

0,312731721 

0,313344 


7231 
7032 
6833 
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6433 
6232 
6030 
5828 
5625 
5422 
5218 

50ia 

4808 


4396 
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4487 
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0,341573469 
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1156 
0014 

0671 
0427 
0183 


9938 

9693 
9447 
9200 
8953 
8705 
8457 
8208 
7958 
7708 
7457 
7206 


0^0004 
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P 

0,420 
0,421 

0,422 
0,423 
0,424 
0,425 
0,426 
0,427 
0,428 
0,429 
0,430 
0,431 
0,432 
0,433 
0,434 
0,435 
0,436 
0,437 
0,438 
0,439 
0,440 
0,441 
0,442 
0,443 
0,444 
0,445 
0,446 
0,447 
0,448 
0,449 
0,450 

0,345912 

0,346381539 

0,346848552 

0,347313033 

0,347774976 

0,348234375 

0,348691224 

0,349145517 

0,349597248 

0,350046411 

0,350493 

0,350937009 

0,351378432 

0,351817263 

0,352253496 

0,352687125 

0,353118144 

0,353546547 

0,353972328 

0,354395481 

0,354816 

0.355233879 

0,355649112 

0,356061693 

0,356471616 

0,356878875 

0,357283464 

0,357685377 

0,358084608 

0,358481151 

0,358875 

6954 
6701 
6448 
6194 

5940 
5685 
5429 
5173 
4916 
4659 
4401 
4142 
5883 
3623 
3363 
3102 
2840 
2578 
2315 
i>052 
1788 
1523 
1258 
0992 

0726 
0469 
0191 
9923 
9654 
9385 

0,450 
0,451 
0,452 
0,453 
0,454 
0,455 
0,456 
0,457 
0,458 
0,459 
0,460 
0,461 
0,462 
0,463 
0,464 
0,465 
0,466 
0,467 
0,468 
0,469 
0,470 
0,471 
0,472 
0,473 
0,474 
0,475 
U,4<b 
0,477 
0,478 
0,479 
0,480 

0,358875 

0,359266149 

0,359654592 

0,360040323 

0,360423336 

0,360803625 

0,361181184 

0,361556007 

0,361928088 

0,362297421 

0,362664 

0,363027819 

0,363388872 

0,363747153 

0,364102656 

0,364455375 

0,364805304 

0,365152437 

0,365496768 

0,365838291 

0,366177 

0,366512889 

0,366845952 

0,367176183 

0,367503576 

0,367828125 

0,368149824 

0,368468667 

0,368784648 

0,369097761 

0,369408  J 

9115 

8844 

8573 

8301 

8029 

7756 

7482 

7208 

6933 

6658 

6382 

610<> 

5828 

5550 

5272  . 

4993 

4713 

4433 

4152 

3871 

3589 

3306 

dm 

2739 
2455 
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0,480  0,369408 
0,481  0,309715369 
0,482 '  0,370019832 

0,483 1  0,870321413 


0,464 
0,485 
0,486 
0,487 
0,488 


0,370020096 
0,370015875 

0,371208744 
0,371498697 


0^71785728 
0,489  0,372060831 

0,490  0,372351 


0,372629229 
0,372004512 
0,373176843 

0,373446216 
0,373712625 
0,373076064 
0,374236527 
0,374494008 
0,374748501 
0,375 

0,375248499 
0,375493992 
0,375736473 

0,375975936 
0,376212375 
0,376445784 
0,376676157 

0,376903488 
0,509  0,377127771 
0^510  0,377340 


0,491 
0,4^ 

0,493 
0,494 
0,495 
0^96 
0,497 
0,498 
0,409 
0,500 
0,501 
0,502 
0,503 
0,504 
0,505 

0^ 
0,507 

0,508 


i>as  0,0003 


0736 
0447 
0158 


9668 

9578 

9287 

8995 

8703 

8410 

8117 

7823 

7528 

7233 

6937 

6641 

6344 

6046 

5748 

5449 

5150 

485 

455 

425 

395 

364 

334 

304 

273 

243 

212 


0,510 

0,511 

0,512 

0,513 

0,514 

0,515 

0,516 

0,517 

0,518 

0,519 

0,520 

0,521 

0,522 

0,523 

0,524 

0,525 

0,526 

0,527 

0,528' 

0,529 

0,530 

0,531 

0,532 

0,533 

0,534 

0,535 

0,536 

0,537 

0,538 

0,539 

0^ 


^so.oodi 


0.337349 

0^77567169 

0,377783272 

0,377994303 

0,378203256 

0,378409125 

0,378611904 

0,378811587 

0,379008168 

0,379201641 

0,379302 

0,379579239 

0,379763352 

0,370044333 

0,380122176 

0,380296875 

0,380468424 

0,380636617 

0,380802048 

0,380964111 

0,381123 

0,381278709 

0,381431232 

0^381580563 

0,381726606 

0,381869625 

0,382009344 

0,382145847 

0,362279128 

0,382409181 

0,382536 


Z>= 0,0008 


182 
151 
120 

059 
028 


997 
966 
935 
904 
872 
841 
810 
778 
747 
715 
684 
652 
621 
589 
557 
525 
493 
461 
429 
397 
365 
333 

301 
268 


DssO^OOOl 
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Ker%:  üeber  die  BeuNheilung  der  Wurzeln 


i>=o,oooi  I  p 


R 


i>  =  0,0000 


0,540  0,382536 


0,541 
0,542 

0,543 
0,544 
0,545 
0,546 


0,382059579 
0,382779012 

0,382896993 
0,3e<3010816 
0,885121375 
0,383228664 


0,547  0,383332677 


0,548 
0,549 
0,550 

U,j51 
0,552 
0,553 
0,554 
0,555 
0,556 
0,557 
0,558 


0,383433408 

0,383530851 

0,383625 

0,383715849 

0,3?*38033y2 

0,383887623 

0,383968536 

0,384046125 

0,384120384 

0,384191307 

0,384258888 


0,5591  ü,3;i43i3J2i 


0,560 

0,561 
Ü,j62 
0,563 
0,564 
0,565 
0,566 
0,567 
0,568 
0,569 
0,570 


0,384384 
0,384441519 

0,384495672 
0,384546453 
0,384593856 
0,384637875 
0,384678504 
0,384715737 
0,384749568 
0,384779991 
0,3Ö4807 


236 

203 
171 
138 
106 

073 
040 
007 


9744 

9415 

9085 

8751 

8423 

8091 

7759 

7426 

7092 

6758 

6423 

6088 

5752 

5415 

5078 

4740 

4402 

4063 

3723 

3383 

3042 

2701 


0,570 
0,571 
0,572 

0,573 
0,574 
0,575 
0,576 

0,577 

0,578 

0,579 

0,580 

0,581 

0,582 

0,583 

0,584 

0,585 

0,5b6 

0,587 

0,588 

0,589 

0,590 

0,591 

0,592 

0,593 

0,594 

0,595 

0,596  ^ 

0,597 

0,598 1 

0,599 

Ü,G00 


0,384807 

0,384830489 

0,384850752 

0,384867483 

0,384880776 

0,384890625 

0,384897024 

0,38489üÜü7 

0,384899448 

0,384895461 

0,384888 

0,384877059 

0,384862632 

0,384844713 

0,384823296 

0,384795375 

0,384769944 

0,384737997 

0,384702528 

0,384063531 

0,384621 

0,384574929 

0,384525312 

0,384472143 

0,384415416 

0,384355125 

0,38429i2ü4 

0,384223827 

0,384152808 

0,384078201 

0,384 


2359 

20)6  -'l 
1673 
1329  ■ 
09649 
06399  ■ 
02943 

03987  ' 

07461  [ 
1094  ' 

144a 

1792 
2142  ■ 
24^ 
284a 

3195 


l-Ü 


3547 
3900 


4253'  ^ 


4607 
4962 
5317" 

6029  f 
6386'^^^^ 
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7461 
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Tabelle  IT. 


0,600 

0,601 

0,602 

0,603 

0,604 

0,605 

0,606 

0,607 

0,608 

0,609 

0,610 

0,01 1 

0,6l2i 

0,613 

0,614 

0,615 

0,616 

0,617 

0,618 

0,619 

0,620 

0,621 

0,622 

0,6^ 

0,^ 

0,625 

0,626 

0,627 

0.628 

0,629 

0^0 


0,384 

0,383(»18t09 

0,383832792 

0,383743773 

0,383651136 

0,383554875 

0,383454984 

0,383351457 

0,383244288 

0,383183471 

0,383019 

0,38i9m)869 

0,382779072 

0,382653603 

0,382524456 

0,382391625 

0,382255104 

0,382114887 

0,381970968 

0,381823341 

0,381672 

0,381516939 

0,381358152 

0,381195633 

0,381089676 

0,380859375 

0,38()G8:)():>4 

0,380508117 

0,380326848 

0,380141811 

0,379953 


2)s=:0,0000  I  P 


i>  SS  0,000 


8180 
8541 
8902 
9264 
9626 
9989 


035 
072 
108 
145 
181 
218 
255 
291 
328 
365 
402 
439 
476 
513 
551 
588 
625 
663 
700 
738 
775 
813 
850 

Ds=:0;,0001 


0,630 
0,631 

0,632 
0,633 
0,634 
0,635 
0,636 
0,637 
0,638 
0,639 
0,640 
0,641 
0,642 
0,643 

0,044 

0,645 
0,646 
0,647 
0,648 
0,649 
0,650 
0,651 
0,052 
0,653 
0,654 
0,655 
0,056 
0,657 
0,658 
0,059 
0,660 


0,379953 
0,379760409 

0,379564032 

0,379363863 

0,379159896 

0,378952125 

0,378740544 

0,378525 1 47 

0,378305928 

0,3780^881 

0,377856 

0,377625279 

0,377390712 

0,377152293 

0,370910016 

0,370663875 

0,370413864 

0,376159977 

0,375902208 

0,375640551 

0,375375 

0,375105549 

0,374832192 

0,374554923 

0,374273736 

0,373988625 

0,373699584 

0,373406607 

0,373109688 

0,372808821 

0,372504 


1926 
1964 
2002 
2040 
2078 
2116 
2154 
2192 
2230 
2269 
2307 
2346 
2384 
2423 
2461 
2500 
2539 
2578 
2617 
2656 
2695 
2734 
2773 
2812 
2851 
2890 
2930 
2969 
3009 
S04S 
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D  z=z  0,0003 


0,660  0,372504 
0,661  0,3721d5219 
0,662  0,371882472 
0,663  0,371565753 
0,664  0,371245056 
0,665  0,370920375 
0,666  0,370591704 
0,667  0,370259037 
0,668  0,369922368 
0,669  0,369581691 
0,670  0,369237 
0,671  0,368888289 
0,672  0,368535552 
0,673  0,368178783 
0,674  0,367817976 
0,676  0,367453125 
0,676  0,367084224 
0,677  0,366711267 
0,678  0,366334248 
0,679  0,365953161 
0,680  0,365568 
0,681  0,365178759 
0,682  0,aü4785432 
0,683  0,364388013 
0,684  0,363986496 
0,685  0,363580875 
0,686  0,363171144 
0,687  0,362757297 
0,688  0,392339328 
0,689  0,361917231 
0,690  0,361491 


0878 
1275 
1672 
2070 
2468 
2867 
3267 
3667 
4068 
44o9 
4871 
5274 
5677 
6081 
6485 
6890 
7296 
7702 
8109 
8516 
8924 
9333 
9742 


0152 

0562 
0973 
1385 
1797 
2210 
2623 


0,690 
0,691 
0,692 
0,693 
0,694 
0,695 
0,696 
0,697 
0,698 
0,699 
0,700 
0,701 
0,702 
0,703 
0,704 
0,705 
0,706 
0,707 
0,708 
0,709 
0,710 
0,711 
0,712 
0,713 
0,714 
0,715 
0,710 
0,717 
0,718 
0,719 
0,720 


0,361491 
0,361060629 
0,360626112 
0,360187443 

0,359744616 
0,359297625 
0,358846464 

0,358391127 
0,357931608 
0,357467901 
0,357 

0,356527899 

0,356051592 

0,355571073 

0,355086336 

0,354597375 

0,354104184 

0,353606757 

0,353105088 

0,352599171 

0,352089 

0,351574569 

0,351055872 

0,350532903 

0,350005656 

0,349474125 

0,348938304 

0,348398187 

0,347853768 

0,347305041 

0,346752 


3037 
3452 
3867 
4283 
4609 
5116 


5942 
6371 
6790 
7210 
7631 
8052 
8474 
8896 
9319 
9748 


Ü167 
0592 
1017 
1443 
1870 
2297 
272ar 
3153 
3582 
4012 
44^ 
4873 
5304 
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i>=: 0,0006 


D  =  0,000 


0,720 
0.72L 
0,722 
0,723 
0,724 
0,725 
0,726 
0,727 
0»728 
0,729 
0,730 


0,346752 
0,340194639 
0,345632953 
0,345066933 
0,3444965741 
0,343921875 
0,343342824 
ü,3427r)9417 
0,342171648 
0,341579511 
0,340983 


0,731 1  0,340382109 
0,732  j  0,339776832 
0,733)0,339167163 
0,734(0,338553090 
0,337934025 
0,337311744 
0,336684447 
0,330052728 
0,335416581 
0,334776 
0,334130979 
0,333481512 
0^332827593 
0,332169216 
0,331506375 
0,330839064 
0,330167277 
0,329491006 
0,328810251 
(^328125 


5736 
6169 
6602 
7036 
7470 
7905 
8341 
8777 
9214 
9651 


0089 
0528 

0967 
1407 
1847 
2288 
2730 
3172 
3615 
4058 
4502 
4947 
5392 
5838 
621^ 
6731 
7179 
7627 
8076 
8525 


R 


i>  =  0,0006 


0,750 
0,751 
0,752 
0,753 
0,754 
0,755 
0,756 
0,757 
0,758 
0,759 
0,760 
0,701 
0,762 
0,763 
0,764 
0,765 
0,766 
0,767 
0,76s 
0,769 
0,770 
0,771 
0,772 
0,773 
0,774 
0,775 
0,776 
0,777 
0,778 
0,779 
0,780 


0,328125 

0,327435249 

0,326740992 

0,326042223 

0,325338936 

0,324^1125 

0,323918784 

0,323201907 

0,322480488 

0,321754521 

0,321024 

0,320288919 

0,319549272 

0,318805053 

0,318056250 

0,317302875 

0,316544904 

0,315782387 

0,315015168 

0,314243391 

0,313467 

0,312685989 

0,311900352 

0,311110083 

0,310315176 

0,309515625 

0,308711424 

0,307902567 

0,307069048 

0,306270861 

0,305448 


68975 

09420 
69877 
70329 
70781 
71234 
71688 
72142 
72599 
73052 
73508 
73965 
74422 
74880 
75338 
75797 
76257 
76717 
77176 
77639 
78101 
78564 
79027 
79491 
79955 
80420 
80886 
81352 
81819 
82286 
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A'er%:  Veber  die  BeurthcUmg  der  Ww%$ln 


0,781 

0,782 
0,785 
0,784 
0,785 
0,786 
0,787 
0J88 
0,789 
0,790 
0,701 
0,792 
0,793 
0,794 
0,795 
0,796 
0,797 
0,798 
a»790 
0,800 
0,801 
0,802 
0,80S 
0,804 
Ü,8Ü5 
0,800 
0,807 
0,808 
0,809 
0,810 


p,d05448 
0,304620459 

0,303788232 

0,302951313 

0,302109696 

0,301263375 

0,300412344 

0,299556597 

0,298696128 

0,297830931 

0,296961 

0,296086329 

0,295206912 

0,294322743 

0,293433816 

0,292540125 

0,291641664 

0,290738427 

0,289830408 

0,288917601 

0,288 

0,287077599 
0,286150392 
0,285218378 
0,284281536 
0,283339875 
0,282893384 
04S81442057 
0,280485888 
0,279524871 
0,27^559 


2754 
3223 
8692 
4162 

4632 
5103 

5575 
6047 

6520 
6993 
7467 
7942 
8417 
8893 
9369 
9846 


0324 
0802 
1281 
1760 
2240 
2721 
3202 
3684 
4166 
4649 
5133 
5617 
6102 
6587 


0,810 
0,811 

0,812 
0,813 
0,814 
0,815 
0,816 
0,817 
0,818 
0,819 
0,^20 
0,821 
0,822 
0,823 
0,824 
0,825 
0,826 
0,827 
0,828 
0,829 
0,830 
0,831 
0,832 
0,888 
0,834 
0,835 
0,836 
0,887 
0,838 
0,839 
0,840 


0,278559 

0,277588269 

0,276612672 

0,275632203 

0,274646856 

0,273656625 

0,272661504 

0,271601487 

0,270656568 

0,269646741 

0,268632 

0,267612339 

0,266587752 

0,265558238 

0,264523776 

0,263484375 

0,^62440024 

0,261390717 

0,260336448 

0,259277211 

04&58213 

0,257148809 

0,250009632 

0,254990468 

0,253906206 

0,252817125 

0,251722944 

0,250623747 

0,249519528 

0,248410281 

0,247296 


Ds  0,000 


97073 

öTjöO 
98047 
98535 
99023 
99512 


0000 
0049 
0098 
0147 
0197 
0246 
0295 
0345 
0394 
0443 
0493 
0548 
0592 
0642 
0692 
0742 
0792 
0842 
0892 
0942 
0992 
1042 
1092 
1143 


Z)  SS  0,0000 
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p 

Je 

D  SS  0,0011 

P 

JB 

JDss  0,001 

0,840 

0,247296 

193 

0,870 

0,211497 

2733 
2785 

0,841 

0,246176679 

244 

0,871 

0,210223689 

0,842 

0,245052312 

294 
345 

395 

0,872 

0,208945152 

2838 
2890 

2943 

0,843 

0,243922893 

0,873 

0,207661383 

0^ 

0,242788416 

0,874 

0,206372376 

0,845 

0,241648875 

446 
497 
548 

0,875 

0,205078125 

2995 
3048 
3100 

0,846 

0,240504264 

0,876 

0,203778624 

0,847 

0,239354577 

0,877 

0,202473867 

0,848 

0,238199808 

599 

0,878 

0,201163848 

3153 

0,849 

0,237089951 

649 

0,879 

0,199848561 

3206 

0,850 

0,235875 

700 

752 

0,880 

0,198528 

3258 
3311 

0,851 

0,234704949 

0,881 

0,197202159 

0,852 

0,233529792 

803 

0,882 

0,195871032 

3363 

0,853 

0,232349523 

854 
905 

0,883 

0,194534613 

3417 
8470 

0,854 

0,231164136 

0,884 

0,193192896 

0»855 

0,229973625 

956 

0,885 

0,191845875 

3523 

0,856 

0,228777984 

0,886 

0,190498544 

008 
059 
III 

162 
214 
265 

317 
369 
421 

4fO 

525 
577 
629 

681 

3576 
3630 
8683 
3736 
3790 
3843 
3897 
3950 

0,857 

0,227577207 

0,887 

0,189135897 

0,858 

0,226371288 

0,888 

0,187772928 

0,859 

0,225160221 

0,889 

0,186404631 

0,860 

0,223944 

0,890 

0,185031 

0,861 

0,222722619 

0,891 

0,183652029 

0,862 

0,^1496072 

0,892 

0,182267712 

0,868 

0,290264853 

0,893 

0,180878043 

0,864 

0,219027456 

0,894 

0,179483016 

4004 

4111 
4165 
4219 
^3 

0,865 

0,217785375 

0,895 

0,178082625 

0,866 

0,216538104 

0,896 

0,176676864 

Il,o07 

ü,oy/ 

0,868 

0,214027968 

0,898 

0,173849208 

0,869 

0,212765091 

0,899 

0,172427301 

0,870 

0,211497 

0,900 

0,171 

P 

i,  f 

1  2>sO,0019 

P. 

M 

D  =  0,001 
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Tabelle  IV. 


0,0014 


P  s=  0,001 


0,900 
0,901 

U,902 
0,903 
0,904 
0,905 
0,900 
0,907 
0,908 
0,909 
0,910 
0,911 
0,912 
0,913 
0,914 
0,915 
0,916 
0,917 
0,918 
0,919 
0,920 
0,921 
0,922 
0,923 
0,924 
0,925 
0,926 
0,927 
0,928 
0,929 
0,930 


0,171 

0,169567299 

0,168129192 
0,]()0ü8j673 
0,1052d6736 
0,163782375 
0,162822584 
0,160857357 
0,159386688 
0,157910571 
0,ir)6429 

0,154941969 
0,153449472 

0,151951503 

0,150448056 

0,148939125 

0,147424704 

0,1459047^^7 

0,144379368 

0,142848441 

0,141312 

0,139770039 

0,138222552 

0,136669533 

0,135110970 

0,133546875 

0,131977224 

0,130402017 

0,128821248 

0,12723491L 

0,125643 


327 
381 
435 
489 
544 
598 
652 
707 
761 
816 
870 
925 
980 


034 

089 
*  144 
199 
254 
309 
364 
420 
475 
530 
586 
641 
697 
752 
808 
863 
919 

V  =  0,0015 


0,930 
0,931 
0,932 
0,933 
0,934 
0,935 
0,936 
0,937 
0,938 
0,939 
0,940 
0,941 
0,942 
0,943 
0,944 
0,945 
0,946 
0,947 
0,948 
0,949 
0,950 
0,951 
0,952 
0,953 
0,954 
0.955 
0,956 
0,957 
0,958 
0,959 
0.960 


0,125643 
0,124045509 

0,122442432 
0,120833703 
0,119219496 
0,117599625 
0,115974144 
0,114343047 
0,112706328 
0,111063981 
0,109416 
0,107762379 
0,106103112 
0,104438193 
0.102767016 
0,101091375 
0,099409464 
0,097721877 
0,096028608 
0,094329651 
0,092625 
0,0909 1 4049 
0,089198592 
0,087476823 
0,085749330 , 
0,0840161251 
0,082277184 
0,080532507 
0,078782088 
0,077025921 
0,075264 
a 


5975 
6031 
6087 
0143 
6199 
6255 
6311 
6367 


6450 
6536 

o:)U.> 

6649 
6706 
6762 
(isio 
6876 
6933 
6990 
7047 
7104 
7161 
7218 
7275 
7332 
7389 
7447 
7504 
7562 
7619 
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i>  =  0,00t  I  P 


22 


i>  =  0^001 


0,960 
0,961 
0,962 

0,904 
0,965 
0,966 
0,967 
0,908 
0,969 
0,970 
0,971 
0,972 
0,973 
0,974 
0,976 
0,970 
0,977 
0,978 
0,979 
0,980 
0,981 
0.982 
0,9öa 
0,984 
0,985 
0,986 
0,987 
0,968 
0,989 
0,990 


0,075264 

0,073496319 

0,07172-2872 

0,0()9943653 

Ü,(HjS  158656 

0,066367875 

0,064571304 

0,062768937 

0,060960768 

0,059146791 

0,057327 

0-0;>r)f)()1389 

0,ü5;i6ü995i 

0,051832683 

0,049989576 

0,04814062:1 

0,046285824 

0,044425167 

0,042558648 

0,040686201 

0,038808 

0,036923859 

0,035033832 

0,033137913 

0,031236096 

0,029328375 

0,027414744 

0,025495197 

0,023569728 

0,021638331 

0,019701 


7677 

7734 
7792 
7850 
7908 
7960 
8024 
8082 
8140 
8198 
8256 
8314 
8373 
8431 
8489 
8548 
8607 
8665 
8724 
8783 
8841 
8900 
8959 
9018 
9077 
9136 
9195 
9255 
9314 
9373 


j  i),"rtV»0 

0,991 
0,992 

0,993 
0,994 
0,995 
0,996 
0,997 
0,998 
0,999 
1,000 
1,001 
1,002 
1,003 
1,004 
1 ,005 
1,006 
1,007 
1,008 
1,009 
1,010 
1,011 
1.012 
1,013 
1,014 
1,015 
1,016 
1,017 
1,018 
1,019 
1,020 


(IJ)  19701 

0,017757729 

0,015808512 

0,013853343 
0,011892216 
0,009925125 
0,007952064 

ij.()():/,)7:')027 
0,003988008 
0,001997001 
0. 

0,002003001 

0,004012008 

0,006027027 

0,008048064 

0,010075125 

0,012108216 

0,014147343 

0,016192512 

0,018243729 

0,020301 

0,022364331 

0,024433728 

0,026509197 

0,028590744 

0,030678375 

0,032772090 

0,034871913 

0,036977832 

0,039089859 

0,041208 


9433 

9492 
9552 
9611 
9671 
9731 
9790 
9850 
9910 
_9970 
0030 


0150 
0210 
0271 
(^31 
0391 
0452 
0512 
0573 
0633 
0694 
0755 
0815 
0876 
0937 
0998 
1059 
1120 
1181 


D=s  0,001 


i>  SS  0,009 
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R 


n 


T 


l,Ü:iU  U,U4i208 

1.021  0,043332261 

1.022  0,045462648 

1.023  0,047599167 

1.024  0,049741824 

1.025  0,051890625 

1.026  0,054045576 

1.027  0,056206683 

1.028  0,058373952 

1.029  0,060547389 

1.030  0,062727 

1.031  0,064912791 

1.032  0,0ü7iü47t>8 

1.033  0,069302937 

1.034  0,071507304 

1.035  0,073717875 
h036  0,075934656 

1.037  0,078157653 

1.038  0,080886872 

1.039  Ü,ü82622319 

1.040  0,084864 

1.041  0,087111921 

1.042  0,089366088 

1.043  0,091626507 

1.044  0,093893184 

1.045  0,096166125 

1.046  0,098445336 

1.047  0,100730823 

1.048  0,103022592 

1.049  0,10532064^ 

1.050  i  0,107625 


1243 

1304 
1365 
1427 
1488 
J550 
löll 
1673 
1734 
]7i^ij 
1858 
1920 
1982 
2044 
2106 
2168 
2230 
2292 
2354 
2417 
2479 


2604 
2667 

27i9 
2792 
2855 
2918 
2981 
3044 


1,050 
1,051 
1,052 

1,053 
1,U54 
1,055 
1,056 
1,057 
1,058 
1,059 
1,060 
1,001 
1,062 
1,063 
1,064 
l.(H)5 
1,066 
1,067 
1,068 
1,069 
1,070 
1,071 
1,072 
1,073 
1,074 
1,075 
1,070 
1,077 
1,078 
1,079 
1,080 


0,107625 

0,109935651 

0,112252608 

0,114575877 

0,116905464 

0,119241375 

0,121583616 

0,123932193 

0,120287112 

0,128648379 

0,131016 

0,133389981 

0,135770328 

0,138157047 

0,140550144 

0,142949625 

0,145355496 

0,147767763 

0,150186432 

0,152611509 

0,155043 

0,157480911 

0,159925248 

0,162376017 

0,164833224 

0,167296875 

0,169766976 

0,172243533 

0,174726552 

0,177216039 

0,179712 


107 

170 
233 
296 
359 


486 
549 
613 
676 
740 
803 
867 
931 
995 


059 

123 
187 
251 
315 
379 
443 
508 
572 
637 
701 
766 
830 
895 
960 


R 
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Tabelle  IV 


R 


i)  =  0,0025  I  j  ^  I  i>  =  0#W)2T 


1,080 
1,081 
1,082 
1,083 
1,084 
1,085 
1,086 
1,087 
1,088 
J,089i 
1,090 
1,091 
1,092 
1,093 
1,094 
1,095 
1,096 
1,097 
1,098 
1,099 
1,100 
1,101 
1,102 
1,103 
1,104 
1,105 
1,106 
1,107 

iao8 

1,109 
1,110 


0,179712 

0,182214441 

0,184723368 

0,187^87 

0,189700704 

0,192289125 

0,194824056 

0,197365503 

0,199913472 

0,202467969 

0,205029 

0,2ü7596ü7L 

0,210170688 

0,212751357 

0,215338584 

0,217932375 

0,220532736 

0,223139673 

0,225753192 

0,228373299 

0,231 

0,233633301 

0,236273208 
0,238919727 
0,241572864 
0,244232625 

0,249512043 
0,252251712 
0,254096029 

0,257631 


024 
089 

Ij4 
219 
284 
349 
414 
480 
545 
610 
676 
741 
807 
872 
938 


004 

079 
135 
201 
267 
333 
399 
465 
531 
598 
664 
730 
797 
863 
930 


B 


1,110 
1,111 
1,112 
1,113 
1,114 
1,115 
1,116 
1,117 
1,118 
1,119 
1,120 
1,121 
1,122 
1,123 
1,124 
1,125 
1,126 
1,127 
1,128 
1,129 
1,130 
1,131 
1,132 
1,133 
1,134 
1,135 
1,136 
1,137 
1,138 
1,139 
1,140 


0,257631 

0,260330631 

0,263036923 

0,265749897 

0,268469544 

0,271195875 

0,273928896 

0,276668613 

0,279415032 

0,282168159 

0,284928 

0,287694561 

0,290467848 

0,293247867 

0,296034624 

0,298828125 

0,301628376 

0,304435383 

0,307249152 

0,310069689 

0,312897 

0,315731091 

0,318571968 

0,321419637 

0,324274104 

0,327135375 

0,330003456 

0,332878353 

0,335760072 

0,338648619 

0,3^1544 


JE 


000 
063 

130 

196 

263 

530 

397 

464 

531 

598 

67 

73 

80 

87 

94 


00 

07 
14 
21 
27 
34 
41 
48 
54 
61 
68 
75 
82 
89 
95 


D  =  0,0028 


9 
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I 


D  —  0  OOv» 


n  =  0.003 


1.140  0,341544 

1.141  0,344446221 

1.142  0^147350288 

1.143  0,350271207 

1.144  0,353193984 

1.145  0,350123625 
M46  0,359060136 
1,147  0,362003523 
l,l4b  U,at)4953792 

1.149  0,367910949 

1.150  0,370875 
1,151 j  0,373845951 
1,152 ;  0,376823808 


1,153 
1,154 

1,155 


0,379808577 
0,382800264 

(),3»5798875 


1,1561  Ü,3»»804416 


1,157 
1,158 
1,159 
1,160 
1,161 
1,162 
1,163 
1,164 
1,165 
1,166 
1,167 
1,168 
1,169 


0,391816893 

0,394836312 

0,397862679 

0,400896 

0,403936281 

0,400983528 

0,410037747 

0,413098944 

0,416167125 

0,419242296 

0,422324463 

0,425413632 

0.428509809 


902 
909 

916 
923 
930 
937 
943 
950 
957 
904 
971 
978 
985 
992 
999 


1,170  0,431013 


006 

012 
019 
026 
033 
040 
047 
054 
061 
068 
075 
082 
089 
090 
103 


1,170 
1,171 
1,172 
1,173 
1,174 
1,175 
1,176 
1,177 
1,178 
1,179 
1,180 
1,181 
1,182 
1,183 
1,184 
1,185 
1,186 
1,187 
l,l8s 

1,189 
1,190 
1,191 
1,192 
1,193 
1,194 
1,195 
1,196 
1,197 
1,198 
1,199 
1,200 


0,431613 
0,434723211 
0,437840448 
0,440964717 
0,4440900:>4 
0,447234375 
0,450379776 
0,453532233  i 
0,450t)9i7j2| 
0,459858339 
0;463032 
0,406212741 
0,469400508 
0,472595487 
0,475797504 
0,479006625 
0,482222856 
0,485446203 
0,488676672 
0,491 9  U209 
0,495159 
0,498410871 
0,501069888 
0,504936057 \ 
0,508209384 
0,511489875 
0,51 4777536 
0,518072373 
0,521374392 
0,524683599 
0,528 
R 

— ^  


110 
117 

124 
131 
138 

145 

152 
160 
167 
174 
181 
188 
195 
2U2 
209 
219 
223 
230 
238 
245 
252 
259 
266 
273 
280 
288 
295 
302 
309 
316 
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R 


— 0,0 


1,20 
1,21 
1,22 
1,23 
1,24 
1,25 
1,26 
1,27 
1,28 
1,29 
1,30 
1,31 
l,3i 
1,33 
1,34 
1,35 
1.36 
1,37 
1,3« 
1,39 
MO 

1,41 

1,42 

1,43 
1,44 

1,45 
1,46 
M7 
1,48 

1,49 
1,50 


0,528 

0,561561 

0,595848 

0,630867 

0,61>6624 

0,703125 

0,740876 

0,778383 

0,8J7152 

0,856689 

0,897 

0,938091 

0,979968 

1,022637 

1,066104 

1,I1037& 

1,155456 

1,201353 

1,248072 

1,295019 

1,344 

1,393221 

1,443288 

1,494207 

1,545984 

1,598825 

1,652136 

1,706523 

1,761792 

1,817949 

1,875 


8356 

3429 
3502 
3576 
8650 
3725 
3801 
3877 
3954 
4031 
4109 
4188 
4267 
4347 
4427 
4508 
4590 
4672 
4755 
4838 


5007 
5092 

5178 
5264 
5351 
5439 
5527 
5616 
5705 


R 


1,50 
1,51 
1,52 
1,53 
1,54 
1,55 
1,56 
1,57 
1,58 
1,59 
1,60 
1,61 
1,62 
1,63 
1,64 
1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 
1,70 
1,71 
1,72 
1,73 
1J4 
1,75 
1,76 
1,77 
1,78 
1,79 
1,80 


1,875 

1,932951 

1,991806 

2,051577 

2,112264 

2,173875 

2,236416 

2,299893 

2,364312 

2,429679 

2,496 

2,563281 

2,631528 

2,700747 

2,770944 

2,842125 

2,914296 

2,987468 

3,061632 

3,136809 

8,213 

3,290211 

3,368448 

3,447717 

8,528024 

3,609375 

3,691776 

3,77528a 
8,859^752 
3,945889 
4,032 


5795 

5886 
5977 
6069 

6161 
6254 
6348 
6442 
(j.'),>7 
6632 
6728 
6825 
6922 
7020 
7118 
7217 
7317 
7417 
7518 
7619 
7721 
7824 
7927 

^oai 

8135 
8240 
8846 
8452 
8559 
8666 
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999 


n 


]>  --=.  0.0 


p 


R 


D  =r  0,1 


1,80 
1,81 
1,82 
1,83 
1,84 
1,85 
1,86 
1,87 
1,88 
1,89 
1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 
1,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 
2,00 
2,01 
2,02 
2,03 
2,04 
2,05 
2,06 
2,07 
2,06 

2,10 


4,119741 


4,298487 

4,389:)04 

4,481^ 

4,574856 

4,609203 

4,764672 

4,861269 

4,959 

5.057871 

5,157888 

5,259057 

5,361384 

5,464875 

5,569536 

5,675373 

5,782392 

5,890599 

6. 

6,110601 

6,222408 
6,335427 
6,449664 
6,566125 
6,681816 
6,799743 
6,918912 
7,039329 
7,161 


8774 
8883 
8992 
9102 
9212 
9323 
9435 
9547 
9660 
9773 
9887 


012 
023 
035 
047 
058 
070 


094 

106 
118 
130 
142 
155 
167 
179 
192 
204 
217 


2,10 
2,11 
2,12 
2,13 
2,14 
2,15 
2,16 
2^1 7 
2,18 
2,19 
2,20 
:i,21 
2,22 
2,23 
2,24 
2,25 
2,26 
2,27 
2,28 
2,29 
2,30 
2,31 
2,32 
2,33 
2,34 
2,35 
2,36 
2,37 
2,38 
2,39 
2,40 


7,iüL 
7,283931 
7,408128 
7,533597 
7,660344 
7,788375 
7,817696 
8,048313 
8,180232 
8,313459 
8,448 
8,583861 
8,72i04b 
8,859567 
8,999424 
9,140625 
9,283176 
9,427083 
9,572352 
9,718989 
9,867 
10,016391 
10,167168 
10,319337 
10,472904 
10,627875 
10,784256 
10,942053 
11,101272 
11,261919 
11,424 


229 
242 

255 
267 
280 

293 


319 
332 
345 
359 
372 
385 
399 
412 
426 
439 
453 
466 
480 
494 
508 
522 
536 
550 
564 
578 
592 
606 
621 


/>=04 


Digitized  by  Goog' 


^ner  wrgeUgUtk  tuMieAm  GitUkung, 


155 


TftlMUe  IT. 


R 


R 


2,40 

2,41 

2,42 

:i,43 

2,44 

2,45 

2,46 

2,47 

2,48 

2,41^ 

2,50 

2,51 

2,52 

2,53 

2,54 

2,55 

2,56 

2,57 

2,58 

2,59 1 

^,60 

2,61 

2,62 

2,63 

2,64 

2,65 

2,66 

2,67 

2,68 

2,69 

2,70 


11,424 

11,587521 

11,752488 

11,918907 
12,086784 
12,256125 
12,426986 
12,599223 
12,772992 
12,948249 
13,125 
13,303251 
13,483008 
13,664277 
13,847064 
14,031375 
14,217216 
14,404593 
14,593512 
14,783979 
14,976 
15,169581 
15,364728 
15,561447 
15,759744 
15,959625 
10,161096 
16,364163 
16,568832 
16,775109 
16,983 
R 


635 
650 
664 
679 


708 

723 

737 

753 

767 

782 

796 

813 

828 

843 

858 

874 

889 

905 

920 

9358 

9515 

9672 

9830 

9988 


0147 
0307 

0467 
0628 
0789 


2,70 
2,71 
2,72 
2,73 
2,74 
2,75 
2,76 

2,78 
2,79 
2,80 
2,81 
2,82 
2,83 
2,84 
2,85 
2,86 
2,87 
2,88 
2,89 
2,90 
2,91 
2,92 
2,93 
2,94 
2,95 
2,96 
2,97 
2,98 
2,99 
3,00 


I  ¥ 


16,983 

17,192511 

17,408648 

17,016417 

17,830824 

18,046875 

18,264576 

18,483933 

18,704952 

18,927;639 

19,152 

19,378041 

19,605768 

19,835187 

20,066304 

20,299125 

20,533656 

20,769903 

21,007872 

21,247569 

21,489 

21,732171 

21,977088 

22,223757 

22,472184 

22,722375 

22,974336 

23,228073 

23,483592 

23,740899 

24. 


0951 

1114 
1277 
1441 
1605 
1770 
1936 
2102 
2269 
2436 
2604 
2773 
2942 
3112 
3282 
3453 
3624 
3797 
3970 
4143 
4317 
4492 
4667 
4843 
5019 
5196 
5374 
5552 
5731 
5910 
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3,01 
3,02 

3,03 
3,04 
3,05 
a,06 

3,07 
3,08 

3,oy 

3,10 

3,11 
3,12 
343 
3,14 
3,15 

3,10 
3,17 

3,18: 

3,19 

3,20! 

3,2 1 ! 

3,22  j 

3,23; 

3,24 

3,2j 

3,20 

3,27 

3,28 

3,29 

3,30 


24. 

24,200901 
24,52aa06 

24,788127 

25,().')4464 

25,322025 

25,592616 

25,8ü444:3 

26,138112 

20,413029 

26,691 

20,970231 

27,251328 

27,534297 

27,819144 

28,105875 

28,394490 

28,685013 

28,977432 

29,271759 

29,508 

29,866161 

30,166248 

30,408267 

30,772224 

31,078125 

31,385976 

31,095783 

32,007552 

32,321289 

32,037 


1 


6090 
6271 


0034 
6816 

6999 
7183 
7307 
7552 
7737 
7923 
8110 
8297 
8485 
8673 
8862 
9062 
9242 
9433 
0624 
9816 


0009 
0202 
0396 
0590 
0785 
0961 
1177 
1374 
1571 


3,31 

3,32 
3,33  I 
3,34 
3,35 
3,36 
3,37 
3,38 
3,39 
3,40 
3,41 
3,42 
3,43 
3,44 
3,45 
3,46 
3,47 
3,48 
3,49 
3,50 
8,51 
3,52 
ä,53 
3,54 
3,55 
3,56 
3,57 
3,58 
3,59 
3,00 


32,673 

32,954091 

33,274368 

33,596037 
33,919704 
34,245375 
34,573056 

34,9Ui:v:).) 

35,234472 

35,508219 

35,904 

36,241821 

36,581688 

36,923007 

37,267584 

37,613625 

37,901730 

38,811923 

t38,664l92 

39,018549 

39,375 

89,783551 

40,094208 

40,456977 

40,821864 

41,188875 

41,558016 

41,929293 

42,802712 

42,678279 

43,056 


1769 

1968 
2167 
2308 
2567 
2768 
2970 
3172 
3375 
3578 
3782 
8987 
4192 
4398 
4604 
4811 
5019 
5227 
5430 
5645 
5K')5 
6066 
6277 
6^9 
6701 
0914 
7128 
7342 
7557 
7772 
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3,60 
3,61 

3,62 
3,63 
3,64 
8,65 
3,66 
3,67 
3,68 
3,69 
3,70 
3,71 
3,72 
3;73 
3,74 
3,75 
3,76 
3,77 
3,78 
3,79 
3,80 
3,81 
3,82 
3,83 
3,84 
3,85 
3,86 
3,87 
3,88 
3,89 
3,90 


43,056  . 
43,435881 

43,817928 

44,202147 

44,588544 

44,977125 

45,3(i7f^90 

45,760863 

46,156032 

46,553409 

40,9ü3 

47,354811 

47,758848 

4>^,U)5117 

48,573624 

48,984375 

49,397376 

49,81 268:i 

50,230152 

50,649939 

51,072 

51,496341 

51,922968 

52,351887 

52,783104 

53,216625 

53,652456 

54,090603 

54,531072 

54,973869 

55,419 


7988 
8205 
8422 
8640 
8858 
9077 
9297 
9517 
9738 
9959 


0181 

0404 

0627 

0851 

1075 

1300 

1526 

1752 

1979 

2206 

2434, 

2663 

2892 

3122 

3352 

3583 

3815 

4047 

4280 

4513 


3,90 

3,91 
3,92 
3,93 
3,94 
3,95 
3,96 
3,97 
3,98 
3,99 
4,00 
4,01 
4,02 
4,03 
4,04 
4,05 
4,06 
4,07 
4,08 
4,09 
4,10 
4,11 
4,12 
4,13 
4,14 
4,15 
4,16 
4,17 
4,18 

4,19 


55,419 
55,866471 

50,316288 
56,768457 
57,222984 
57,679875 
58,139136 
58,600773 
59,064792 
59,531199 
60. 

60,471201 
60,944808 

61,420827 

61,899264 

62,380125. 

62,863416 

63,849143 

63,837312 

64,327929 

64,821 

65,316531 

65,814528 

66,314997 

60,817944 

67,323375 

67,831296 

68,341713 

68,854632 

69,370059 


4;20  j  09,^ss 


•*/4< 

4982 

5217 

5453 

5689 

5926 

6164 

6402 

6641 

6880 

7120 

7361 

7602 

7844 

8086 

8329 

8573 

8817 

9062 

9307 

9553 

9800 

0047 

0295 

0543 

0792 

1042 

1292 

1543 

1794 
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7? 
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4.20  69,888 

4.21  70,408461 
4^  70i,93l448 

4.23  71,456967 

4.24  71,985024 
4^5  72,515025 

4.26  73,048776 

4.27  73,584483 

4.28  74,122752 

4.29  74,663589 

4.30  75,207 

4.31  75,752991 
4^2  76^301568 

4.33  76,852737 

4.34  77,406504 

4.35  77,962875 

4.36  78,521856 

4.37  79,083453 

4.38  79,647672 

4.39  80,214519 

4.40  80,784 

4.41  81,356121 

4.42  81,930888 

4.43  82,508307 

4.44  83,088384 

4.45  83,671125 

4.46  84,256536 

4.47  84,844623 

4.48  85,435392 

4.49  86,028849 

4.50  86,625 


2046 

2299 
2552 
2806 
3060 
3315 
3571 
3827 
4064 
4341 
4599 
4858 
5117 
5377 
5637 
5898 
6160 
6422 
6685 
6948 
7212 
7477 
7742 
8008 
8274 
8541 
8800 
9077 
9346 
0615 


4,50 
4,51 
4,52 
4,53 
4,54 
4,55 
4,56 
4,57 
4,58 
4,59 
4,60 
4,61 
4,62 


4,64 
4,65 
4,66 
4,67 
4,68 
4,69 
4,70 
4,71 
4,72 
4,73 
4,74 
4,75 
4,76 
4,77 
4,78 
4,79 
4,80 


86.625 

87,223851 

87,825408 

88,429677 

89,036664 

80,646375 

90,258816 

90,873993 

91,491912 

92,112579 

92,736 

93,362181 

93,991128 
94,622847 
95,257344 
95,894625 
96,534696 
97,177563 

97,82a;:a2 

98,471709 

90,123 

99,777111 
100,434048 
101,093817 
101,7564^ 
102,421875 
103,090176 
103,761333 
104,435352 
105,112239 
105,792 


9885 
0156 
0427 
0699 
0971 
1244 
1518 
1792 
2067 
2342 
2618 
2895 
3172 
3450 
3728 
4007 
4287 
4567 
4848 
5129 
5411 
5694 
6977 
6261 
6545 
6830 
7116 
7402 
7689 
7976 


P 
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4.80  105,792 

4.81  100,474641 

4.82  107,160168 

4.83  107,848587 

4.84  1Q8,539904 

4.85  109,234125 

4.86  109,931256 

4.87  110,631303 

4.88  111,834272 

4.89  112,040169 
4,90 1 112,749 

4.91  113,460771 

4.92  114,175468 

4.93  114,893157 

4.94  115,613784 

4.95  116,337375 

4.96  117,063936 

4.97  117,793473 

4.98  118,525992 

4.99  119,261499 

5.00  120. 

5.01  120,741501 

5.02  121,486008 

5.03  122,233527 

5.04  122,984064 

5.05  123,737625 

5.06  12^494216 

5.07  125,253843 

5.08  126,016512 

5.09  126,782229 
5J0  127,ri51 


8264 
8553 
8842 
9132 

94-22 
9713 


0005 
0297 
0590 
0883 
1177 
1472 
1767 
2063 
2359 
2656 
2954 
3252 
3551 
3850 
4150 
4451 
4752 
5054 
5357 
5659 
5963 
6267 
6572 
6877 


5,10 
5,11 
5,12 
5,13 
5,14 
5,15 
5,16 
5,17 
5,18 
5,19 
5,20 
5,21 
5,22 
5,23 
5,24 
5,25 
5,26 
5,27 
5,28 
5,29 
5,30 
5,31 
5,32 
5,33 
5,34 
5,35 
5,36 
5,37 
5,38 
5,39 
5,40 


127,551 

128,322831 

129,097728 

129,875697 

130,656744 

131,440875 

132,228096 

133,018413 

133,811832 

134,608359 

135,408 

136,210761 

137,016648 

157,825667 
138,637824 

139,453125 

140,271576 

l4l,ü93183 

141,917952 

U2,745889 

143,577 

144,411291 

145,248768 

146,089437 

146,933304 

147,780375 

148,630656 

149,484153 

150,340872 

151,200819 

1 52,064 
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7183 
7490 
7797 
8105 
8413 
8722 
9032 
93^ 
9653 
9964 


0276 

0589 
0902 
1216 
1530 


l 
2161 
2477 
2794 
3111 
3429 
3748 
4067 
4387 
4707 
5028 
5350 
5672 
5995 
6318 
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5,40 
5,41 
5,42 
5,43 
5,44 
5,45 
5,46 
5,47 
5,48 
6,49 
5,5Ö 
5,51 
5,52 
5,53 
5,54 
5,55 
5,56 
5,57 
5,58 
5,59 
5,60 
5,61 
5,62 
5,63 
5,64 
5,65 
5,66 
5,67 
5,68 
5,69 
5,70 


52,064 

52,930421 

53,800088 

54,673007 

5ü,j49ib4 

56,428625 

57,311336 

58,197323 

59,086592 

59,979140 

60,875 

61,774151 

62,676608 

63,582377 

64,401464 

65,403875 

66,319616 

67,238693 

68,161112 

69,086879 

70,016 

70,948481 

71,884328 

72,823547 

73,766144 

74,712125 

75,661496 

76,614263 

77,570432 

78,530009 

79,493 


6642 
6967 

7292 
7618 
7944 
8271 
8599 
8927 
9256 
9585 
9915 


0246 
0577 
0909 
1221 
1574 
1908 
2242 
2577 
2912 
3248 
3585 
3922 
4260 
4598 
4937 
5277 
5617 
5958 
6299 


■ 


5,70 
5,71 
5,72 
5,78 

:j,74 

5,75 
5,70 
5,77 
5,78 
5,79 
5,80 
5,81 
5,82 
5,83 
5,84 
5,85 
5,86 
5,87 
5,88 
5,89 
5,90 
5,91 
5,92 
5,93 
5,94 
5,95 
5,96 
5,97 
5,98 
5,99 
6,00 
P 


179,493 

180,459411 

181,429248 

182,402517 

183,370224 

184,359375 

185,342976 

186,330033 

187,320552 

188,314539 

189,312 

190,312941 

191,317368 

192,325287 

193,336704 

194,351625 

195,370056 

196,392003 

197,417472 

198,446409 

199,479 

200,515071 

201,554688 

202,597857 

203,644584 

204,604875 

205,748736 

206»806173 

207,867102 

208,931799 

210. 


6641 


7327 
7671 
8015 
8360 
8706 
9052 
9390 
^746 
009  ^ 
044 
079 
114 
149 
184 
219 

290 
325 

361 
396 
432 
467 
503 
539 
574 
610 
646 
682 
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n 

P 
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6,00 

210. 

718 
754 
790 
826 

863 

6,30 

243,747 

826 
864 
902 
940 

978 

6,01 

211,071801 

6,31 

244,929591 

6,02 

212,147208 

6,32 

246,115968 

6,03 

213,226227 

6,33 

247,306137 

6,04 

214,308864 

6,34 

248,500104 

6,05 

215,395125 

6,35 

249,697875 

899 
935 
972 

016  ' 

054 

092 

6,06 

216,485016 

6,36 

250,899456 

6,07 

217,578543 

6,37 

252,104853 

6,08 

218,675712 

6,38 

253,314072 

008 

045 
081 
118 
155 
191 
228 
265 
302 
339 
376 
413 
451 
488 
525 
563 
600 
ft38 

675 
713 

750 
788 

130 
169 
207 
246 
284 
323 
361 
400 
439 
478 
617 
556 
595 
634 
673 
712 
751 
700 

830 

869 

948 

6,09 

219,776529 

6>39 

254,527119 

6,10 

220,881 

6,40 

255,744 

6,11 

221,989131 

6,41 

256,964721 

6,12 

223,100)^8 

6,42 

258,189288 

6,13 

224,916397 

6,43 

259,417707 

6,14 

225,335544 

6,44 

260,649984 

6,15 

226,458375 

6,45 

261,886125 

6A6 
6,17 

227,584896 
228,715118 

6,46 
6,47 

263,126136 
264,370023 

6,18 

229,849032 

6,48 

265,617702 

6,19 

230,986659 

6,49 

266,869449 

6,20 

232,128 

6,50 

268,125 

6,21 

233,278061 

6,51 

269,384451 

6,22 

234,42184b 

6,52 

270,647808 

6,23 

235,574367 

6,53 

271,915077 

6,24 

286,730624 

6,54 

273,186264 

6,25 

237,890625 

6,55 

274,461375 

6,26 

239,054376 

6,56 

275,740416 

A  97 
0,2 1 

991  ftftH 

6,28 

6,29 

241^93152 

242,568189 

6,58 
6,59 

278,310312 

279,601179 

6,30. 

243,747 

6,60 

280,896 
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6,60 

6,61 

6,62 

6,63 

6,64 

6,65 

6,66 

6,67 

6,68 

6,69 

6,70 

6,71 

6,72 

6,73 

6,74 

6,75 

6,76 

6,77 

6,78 

6,79 

6,80 

6,81 

6,82 

6,83 

6,84 

6,85 

6,86 

6,87 

6,88 

6,89 

6,90 


2^0,896 

282,194781 

283,497528 

284,804247 

286,114944 

287,429625 

288,748296 

290,070963 

291,397652 

292,728309 

294,063 

29M0J711 

296,744448 

298,091217 

299,442024 

300,796875 

3(>2,155776 

303,518733 

304,885752 

306,256839 

307,632 

309,011241 
310,394568 
311,781987 
313,173504 
314,569125 
315,908856 
317,372703 
318,780672 
320,192769 
321,609 


2988 

3027 
3067 
3107 
3147 

3187 
3227 
3267 
3307 
3347 
3387 
3427 
340ö 
3508 
3549 
3589 
3630 
3670 
8711 
3752 
3792 
3833 
3874 
3915 
3956 
3997 
4038 
4080 
4121 
4162 


6,90 
6,91 
6,92 
6,93 
6,94 
6,95 
6,96 
6,97 
6,98 
6,99 
7,00 
7,01 
7,02 
7,03 
7,04 
7,05 
7,06 
7,07 
7,08 
7,09 
7,10 
7,11 
7,12 
7,13 
7,14 
7,15 
7,16 
7,17 
7,18 
7,19 
7,20 


321 ,609 

323,029371 

324,453888 

325,882557 

327,315384 
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V 

o 

r 

C 

1  P 

C 

r 

V 

0,036 

— 

0,095 

— 

0,370 

— 

0,47o 

— 

1.  9. 

0,00001 

0,00002 

0,0001 

0,0003 

1.  9. 

2.  8. 

00001 

00004 

0003 

0007 

2.  8. 

Jl.^  f. 

OOQ02 
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0008 

0000 

'A.  7. 

00002 

00007 

0004 

0009 

4.6.6. 

0»041 

— 

0,100 

— 

0,380 

— 
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— 

i;  ». 
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1.  ». 
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00002 
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ÜÜll 
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— 
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UOÜO 

0003 

000' 

2.  8. 

8w  7. 

00004 

0001 

0004 

001 
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00004 
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1.  9. 
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Ittterpoiirung  iwiscbeB  den  Wertben  t  Pc=  0^577  uud  P=d,578. 


p 

R 

0  577 

v'^Lf  1  ff 

0  384>*999G7 

4)5771 

0  384900070989 

0  5772 

0  384900140352 

0  5773 

0,384900175083 

0  384900176651109 

0.577S2 

0,384900177872832 

0  384900178748103 

0  384900 17Ü277096 

0.384900179459625 

0,384900179459750.. .  Maxiiintm. 

0  384900179295744 

0  3H49Ü01 78785447 

0«384900177928728 

0,384900176725581 

0,5774 

0,3^*4900175176 

0^775 

0,3»4900140625 

0,5776 

0,384900071424 

0,5777 

0,384899967567  < 

0,5778 

0,384899829048 

0,5779 

0,384899655861 

0,578 

0,38489944 s 

120. 

Die  Einrichtung  der  Tabelle  IV.,  so  wie  des  Anbaoges  der- 
selben, ist  im  Allgemeinen  der  der  fruberen  Tabellen  gleich. 

ÜiD  alsbald,  auch  ebne  den  Anhang  der  Tabelle  nachzuschla- 
gen, aeben  an  kSnoen,  auf  wie  viele  Uecinialstellen  sieb  durch 
Di^sion  der  Differens  D  in  die  Zahl  R  der  Werth  von  P  weiter 
bestimmen  lasse,  Ist 
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))  die  Differenz,  von  dem  Werthe:  P  =  0,030  an,  jedesmal 
auf  eine  bedcutliclie  Ziffer  nielir  angegeben,  als  die  Spalte 
C  des  Anbanges  DeciuiaUtellen  aufweist. 

Die  Zahl  dieser  Decintalstelleo  Ist  also,  von  PssOJOISÜ 
SLR,  stets  um  1  kleiner,  wie  die  Zahl  der  bedeotlicben  Zif^ 
fero  des  Wertbes  von  D, 

Da  zwischen  den  Werthen  von  P=  0»577,  ond  =  0,578 
nach  [113.  2)]  sich  ein  Maximuni  für  den  Werth  von  /2  er- 
giebt,  ein  Werth  für  D  zwischen  diesen  beiden  .Wwtben 
von  P  demnach  nicht  stattfindet,  so  haben  wir 

jj)  in  [119.]  zwischen  diese  Werthe  von  P  weitere  Werthe 
interfHilirt  und  die  zugehörigen  Werthe  von  ß  daneben 
aufgeführt,  um  für  Werthe  von  R,  welche  dem  Wierthe 
von  §  Vi  [iV'i.  1)]  sehr  nahe  kommen,  die  zugehörigen 
Werthe  von  P  noch  annähernd  bestimmen  zn  können. 

Was  die  Formeln  [114.  ~  I17.J  anlangt,  so  ist  bei  ihrer 
Anwendung  su  bemerken,  das« 

3)  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel  hat, 
die  Werthe  von  p  m  der  Bedeutung  zu  nehnien  seien,  wie 
sie  diese    Formeln   angeben.     Hat  aber  die  vorgelegte 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  so  ist 

4)  nar  für  den  Werth  von  P>  1  der  Werth  von  p  in  der 
Bedeutung  su  nehmen,  wie  ihn  die  Formeln  angeben,  fBr 
die  beiden  andern  Werthe  von  P  « 1)  aber,  in  der  enfge- 
gengeeetafen  Bedentnng. 

Diese  Veiiahrungsweise  gründet  sich  auf  die  in  der  Ta- 
belle stets  positiv  angenommenen  Werthe  von  H  [112.  1) 
^  und  2)]. 

121. 

Wir  wollen  nun  das  in  dieser  AbtheÜung  Abgehandelte  wie« 
der  anf  einige  Zahlenbeispiele  anwenden,  and  hierzu  vorzugsweise 
solehe  wählen,  welche  bereits  in  der  2.  Abtheilung  zur  Anwen- 
dung kamen,  nm  beide  Verfahmngswelsen  specieller  mit  einander 
vergleieben  zu  können. 

Es  seien  die  reellen  Wnraeln  der  Gleichung: 

0=  120  +  %  +  16ya + ^8  [83.] 
«  • 

so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  Einrichtung  der  Tabelle  IV. 
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Ker%!  Veöer  die  BeHr/AHiung  der  Wwzein 


Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  naeh  [114«]  aaf«iK(seii 
und  man  erhält: 

(3e«— 96)1 = 4 va=6«92820ä23;  (3c3— 192 v3  =332^37650 


27r/=3;328 


daher  ist     a  <  -f  ^  und  Fall  I)  vorliegeod. 
27(j— ä;=86;  mithLo  ist  R  =  88:332,5537550  =  0/2646188734.... 

Es  ist  also  /?<*V3  [113.  1)];  daher  hat  die  vorgelegte  Glei- 
chung drei  reeiie  Wurzeio  [113.  4)]. 


Man  erhält  weiter: 

P'^r  0,288 
H  =0,2046188734 
12' =0,264112128 

daher  ist: 


=  0,823 
0,265558233 
H  =0/2646188734 


P'=:iJ12 

R  —0,2046188734 
^'=0/263036928 


R—R'  0,0005067454 

R'—R  0,0009393590 

n-R'  0,0015819454 

V    ~  0,00075030 

=  0,6753 
C= -0,0002 

D    ~  0,0010345 

C=  +().fH)()3 

n    ~  0,0027130 

=  0,5831 
C=  +0,0003 

0,6751 

=0,288 

0,9084 
=  0.823  . 

0,5834 
P  =1,112 

|>  =  0,2886751 
P.4V3s|9s=l,999999; 
(3y)=- 16-1,999999 

17,999999 
y=_  5,999999 

P  =  0,8239084 
p  ^  5,708204; 
(3^)=™  16-5,708204 

=  -21,708204 
y=z-~  7,236068 

P=  1,1125834 
p  SS  7,7082039; 
(3^)  =  ^164-7,7082039 
=-8,2917961 

if  =  -2,7639320 

122. 

Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
1)  0  =  +  136+  99i,  +  21i,Hy' 


[86] 


so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  Einrichtung  der  Tabelle  IV. 
gestattet. 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  ist  nach  [114]  aufzulösen* 
Man  erhält: 


ßc»— 96)1  =  20,7846097;  (3c2-96)l  =  8978,951385 
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+  27a  =  3672 
-f-27g=;  189 


einer  torgelegten  cubUchen  GieicUung,  177 
also  ist:  -f  und  Fall  3)  mllegeod. 


27(a~r/)  =  ^  27  r, 
daher: 

R  SS  3483:8978,951385 . . . .  =  0,3879072122, 

also:  IS>|V3  [113.  I)];  daher  hat  die  vorgelegte  Gleiehnog  nur 
eine  reelle  Warsei  [113.  Ci)]- 

Non  ist: 

=  0,385798875  und      =  1,156, 

also: 

P  =  1,1557017 

daher: 

*   P.20,7846097  =  ^  =  24,0208087. 

*  (3y)  =r  -21  -24,0208087  —45,0208067 

— 15,0069362 

bis  eloschllesslicb  der  6.  Dedmalstelle  richtig. 
Es  sei  die  gegebene  Gleiehiing: 
2)  0  ==:    120 + 9%  +  21y« + y»,  [87.] 

a       b  c 

Der  Vorzeicheo  der  Glieder  wegen  ist  nach  [114.]  aufzulösen. 
IVlan  erhält: 


—27«  rr-.3240 

4  27^  =  +  189 


mithin:  —  a<H-9)  daher  Fall  2)  vorliegend. 


.     ^  '^429 
27(7  +  «)-|  27r, 

daher 


^  =  <>*3818931468 . . .  . 

Es  ist  also:  jB<|v3  [113.  1)];  daher  bat  die  vorgelegte 
Gleiehoog  drei  reelle  Wurseln  [113.  4)]  und  man  erbSit  weiter: 

Th«ilXlJiy.  12 
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h'er%:  Debet  die  Beuriäeilting  der  \Vur%eln 


P'  =  0,535 


P'  =z  0,618 


Ä  =  0,3818931408  )  ß' =  0,381970968 
«=:  0>38I869625   |  0,3818931468 


daher  ist: 

R—R'  0,0000235218 


X>  0,0001397 

=  0,168 

C=: -0,000 
0,168 
=  0,535 
P=r  0,535168 

RV432=:/>=3  11,1232. 
(3y)s= -21-11,1232 

=-32,im 

y  =s  - 10,7077. 


R'-R  0,0000778212 


=  1,153 
R  =  0,.iÖ  1893 1468 
R'  0,379808577 

R-R'  0,0020845698 


"  a0001476 

=  0^27 
C=: +0,004 

 ujm 

P  =:  0,618 
P  =  0,618531 

p  =  12,8359. 

(3y)=— 21  — 12,8559 
»-33,8559. 

11,2853. 
123. 


D   -  0,002992 

=  0,6967 
0= +0,0003 

F'  =  1,153 
P  =  1,1536970 

p  =  23,979142. 

(%)=s-21+»23,979142 
+2,979142. 

y  =+0,993047. 


£8  sei  die  gegelieDe  Gleichung: 


1) 


0 = — 269 — 68y  +  2^«+ y» 

a         k  9 


[88.J 


Der  VorzeiciieD  des  Glieder  wegen  ist  nach  [115.]  aafsnlosen. 
Man  erhält: 

(3«»  +  96)i  =  V^G24  =  24,97999199 ;    (Oc«  +  96)i  =  15587,51501 . . . . 
-27a=5— 7263 


-~27ff  SS- 1240 


also  -—  a  <  —  ^  und  Fall  3)  vorliegend. 

27(a— y)Ä  6023T 
mithin 

II  ssr  6023: 15587,51501....  =  0,3863989865. 

[Es  ist  also  R^lVi  [113.  I)],  daher  hat  die  vorgelegte  Glei- 
chung nur  eint;  reelie  WurzeiJ  [llo.  X)\.    Es  ist  weite/: 

iZ'ss  0^798875 
R'-^n*  0.0006001116 


/*'  =  l,iöö  und 


i>  "^0,003006 

S3  0,1996 

C=:  + 0,0002 
0,1998 

=  1,155  

P  =  1,1551998. 


einer  vorgelegten  cuöiscUen  Gieichuno. 

P,  >rm  =  p  =  28,856881. 

'         = -2+28,866881  • 

.y:=  8,952293. 

Ist  aber  die  gegebene  Gleichung: 

Os=-268-.68y+2^^+3^3, 
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2)  ' 

so  ist:  '  * 

^27«  =-7236  !  ,  p  n  ,.  ^ 

_^  1240  I         — «<— ^  und  rail  3)  vorliegeno. 

27(a^9)=  5996, 


.daher: 


R  SS  6996: 16587,61601....  =  0,38466683ia 

drei  reelle  Warzeio.) 


«1^3,  daher  hat  die  gegebene  Gleichung 
Ee  ergiebt  sich  nun  weiter: 


2=  0,565 

P'  =  0,588 

P'  =  1,154 

R'  t=,  0,384702528 

R  =  0,3846668310 

R*  =  0,384637875 

R  =  0»3846668310 

R'  =  0,382800264  , 

Ä-ß'  0,0000280560 

W—R  0,0000350070 

R—R'  0,0018665670 

D  -0,00004063 

D  "^0,00003899 

D  "^0,002999 

s  0,712 

=  0,916 

*  s  0,6224 

0=^0,009 

C=: +0,005 

C  =  +  0,OOÜ8 

0,703 

0,920 

0,6227 

SS  0,566 

=  0,688 

P*  » 1,154 

P=:  0,666703 

Pss  0,588920 

P  SS  1,1546227 

P.V624=j»= 14,1313 

p  =  14,7112 

p  =  28,842466 

(3y)  8—2— 14,1313 

(3y)=— 2-14,7112 

(3y)  =--2+28,842466 

.  =—16,1313; 

=r- 16,7112; 

=+26,842466; 

y  =-6,3771.! 

y  =-5,5704. 

y  =  +  8,947488. 

124. 


Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

0  =  —30—31«  -  %a  +  y\ 

Man  erhält  nach  [117.]: 


[90.] 


12* 
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180  herz:  Leber  die  beunheiiuinj  der  Wurzeln 

daber       <  -f  9  und  Faü  1)  vorliegend« 


-"27a=:—  810 
27(^  +  fl)Ä'ö600; 


C3c*+ 96)1  ÄS  24,06241883,  (=^579) 
(3c2  ^  %)l  ==  13932,14050» 

Ä     560Ü:  13932,1405  =  0,40104828 

i^'  =  0.400890 

0.3464 

|y  SS  1J60 

P=  1,1603464.  ~  . 

P .  V^Ö79  5=  j»  =  27,920740. 

(3y)  =  +  10  +  27,920740  =  37,920740 

^  =s  12,64024a 

125. 

Es  seien  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung: 
1)  0=— 30+% +  9^2 +2^8 

a     k  « 

so  genau  zu  bestimmen,  als  dies  die  EtnrichtoDg  der  Tabeil«  IV. 

gestattet. 
« 

Der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen  igt  nach  [114.]  auizulö- 
sen,  und  man  erhält: 

(3c*-96)l  s=  V*i62  =  12,727922. . . . ;   (3c«  -  96)1  =  2061,9233 .... 


—27a  ==—810 
— 27y=s^729 


daher  ist  —  a<  — ^  und  Fall  5)  vorliegend. 
27(«-v)  =     STTmithin  i2= 81:2061>9233.. ..  =  0,039283710. . . . 

Es  ist  also  Ji?s;|V3  [113.  1)];  daher  hat  die  vorgelegte  Glei- 
chung drei  reelle  Wurzeln-  [113.  4)].  Man  erhält  welter: 


Digitizeü  Ly  v^oogle 


J 


k'erz:  Veb.  d.  BeuttheiL  d,  Wur%.  einer  wrgel.  qu»,  deich.  181 


P»«  0,039 

R  =  0,039283710 

Ä'  =  0,0;'.s'.U0681 

SS  0,34464 
C  SS -0,00002 

0,34462 

/>'  =  0,039  

Pc=0»UJ9344d2 

P.VTS2=^M),500775 

(3y)=—Ü  — 0,500775 
=—9,500775. 


=0.979 
12'  =  0,040680261 

R  =  0,0oli283710 

/?'—/?  0,00140-2551 
"  -Ü,001«7b3 
s=  0.7407 
Cä +  0^0004 
0,7471 
P  =  0,979 
P  =s  0,9797471 

p  I%47014 

(3^)  =—9-12,47014 

=  --2),470I4. 

ys=— 7,1607  J. 


SS  1,019 

R  ==  0,039283710 

Ii  =  0,039089859 
Ä— ß'  0,000193851 


D  "0,00*21181 

=  0,0915 
,    C=  + 0,0002 
0,0917 

P  =  1,019   

P  =  1,0190917 

p  1^  12,97092 
(3y)  «-9+12,97092 

=  +3,97092. 

y  ss+1,32364. 


Ist  aber  die  gegebene  GEelcbuog: 

2)  0  =  +30+9^+9^2+2/^ 

so  ist,  der  Vorzeichen  der  Glieder  wegen,  wieder  nach  [114.J  auf- 
zulüseo,  und  es  ergiebt  sich:  ' 

+  27oäH  810    daher  ist  +a>-^,  und  Fall  4)  vorliegend, 
—27^=  — 729     also  ist: 
27(«+7)=   1539  und:,  H  ==  1539:2061,9233....  =  0,74039491... . 

Es  ist  also  ß>!V3  [113.  1)];  daber  hat  die  vori^elei^tc  Glei- 
chung nur  ©ine  reelle  Wurzel  [113.  6)j,  und  es  ergiebt  sich: 


/>  =  1,26; 


ß  =  0,74639491.... 
R'  =  0,740376  

Ä-.Ä'_0,00tK)1891 

"TT- 


0,03801 


s  0,168 


C=+0,002 
0,160 

P  =  1,26 
1,26160. 


RV  162  =  16,0575. 
(3y)  =-9—  I6.057Ö  25,0576. 
yas— 8,3525.  , 
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Kßr%:  Oeber  d(e  BeurUketiung  der  Wurtei» 


126. 

Es  gel  die  gegebene  Gleieliung: 

a      l>  e 

Der  Vorzeicheo  d^r  Glieder  wegeo  ist  nach  [lU.]  au&oUkiea  und 
inaii  erlifilt: 

—27a  =-243 
^27y=~115 
27(a-y)  =  128, 

mitbin: 

'«==I92V3  =  »^^' 

uDd  es  bestehen  daher  zwei  gleiche  reelle  Werthe  för  P  [lia  ft)] 
nSmlich: 


also  —a^-^q  und  daher  Fall  5)  rofliegend. 


(3y)=:-5-4=-9/ 


p=  »y3.4v3  =  4. 
(3^) =-6-4=— 9. 


/>=fV3  [113.2)3)] 
/;  =  |V3.4v3  =  8. 
(3y)=-.ö+a=+3. 


127. 

Es  sei  die  gegebene  GleiebuDg: 

0  =  +  182  +  72^--21^a  +  y8. 

Der  Voraeicfaeo  der  Glieder  wegen  ist  nach  [il6.J  auixulöseh. 
Mao  erhält:' 

(3c»-  96)4  =s  161/3;  (3c» ^  96)1  =  lOmva 


+  27a  =  +  4914 
+  277  =  +  4914 


daher  -f a  ^i^-f^,.  and  Fall  6)  oder  6)  Torlie* 

,  gend. 


27(a— v)  =s         also  12  =  0,  mithin : 


P=0, 
P=s0.16y3  =  0. 
(3y):=r+21, 
y  =  -f  7. 


prsl.l6V3. 

0y) =+21-161^3, 
y  =  4.7^6v3. 


P  =  l. 
|9sl.l6v3w 

y=:+7+5v3. 
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Die  Formeln,  welche  sich  zur  annSherndeD  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  einer  unvollständigen  cabischen  Gleichung  aus 
(114^117.]  leicht  ableiten  lassen,  sollen  nachstehend  sosam- 
inengestellt  werden. 


128. 

Tab.  IV. 

129. 

• 

-27^=— 2c» 

*""V^27.c»' 

Tab.  IV. 

130. 

ys=r-.ic(l  +  P.V3) 
y=-.|c(l-P.V3) 

^SST^ss-t-Sc» 

V^27.c» 

q^assr 
a^q=ir 

Tab.  IV. 

y  =s+ic(l  +  P.V3). 
y  =  +^|c(l  — P.V3). 

(Die  riinfte  und  letete  Abtheilung  dicsor  Abhandluog  folgt  im  vierten  Hefte.) 


184  Gruueri:  Üebet  die  P»themt$cke  Aufgabe . 


üeber  die  Potheno tische  Aufgabe* 

Von 

dem  Herausgeber. 


So  oft  aocb  das  Potbenot'sche  Problem  acbon  behandelt 
worden  ist,  aacb  in  diesem  Archiv,  mochten  doch  die  im  Folgen- 
den entiricketten  gans  allgemeinen  Formeln  einiger  Beachtung 
nicht  ganz  nnifertb  sein,  weil  mttteist  derselben  alle  unbekannten 
Grossen  durcfa  die  gegebenen  Grossen  vOllig  entwickelt  darge- 
stellt werden. 

Die  drei  üjcgehencn  Piiiikte  seien  A,  B,  C  und  AI  sei  der 
gesuchte  vierte  Punkt;  weil  die  Punkte  A,  B,  C  gegeben  sind, 
so  sind  die  Seiten  b,  e  und  dit^  Winkel  A,  B,  €  des  Dreiecks 
ABC,  so  wie  auch  der  Hulbmesser  R  des  um  dieses  Dreieck  be- 
schriebenen Kreises  bekannt.  Wir  wollen  nun  den  Punkt  A 
Anfang  und  die  (jlerade  AB  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der 
X  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xif  annehmen^  in 
welchem  die  positiven  y  auf  derselben  Seite  von  Aß  genommen 
werden,  auf  welcher  der  Punkt  C  liegt.  In  diesem  Systeme  be- 
zeichnen wir  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  respcctive 
darch  sca,  ffoi  ab,  yt;  Xct  yei  die  Coordinaten  des  zu  bestimmen' 
den  Punkts  JU  durch  y;  die  von  M  nach  den  Punkten  A, 
C  gezogenen  Geraden  MA,  MB,  MC  sollen  respective  durch  r«, 
y»,  Tc  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt 
Jf  ein  dem  primitiven  Systeme  der  aey  paralleles  Coordinafen- 
systero  der  x'y'  gele^^f,  so  sollen  die  von  den  Geraden  MA,  MB, 
MC,  die  sämmtlich  als  von  M  ausgebend  gedacht  werden,  mit 
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^  Gruneri:  Vebtr  dh  FothewU'sche  Aufgabe,  1^5 

dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x'  eiogeschlossenen,  von  dem 
pesitiven  Theile  der  hx»  der  gs^  an  naeh  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  ff  hin  von  0  bis  360*  gezählten  Winkel  respective 
dnreh  q>a,  (pb,  cpo  bezeichnet  werdeo.  Diese  Winkel  selbst  kön- 
nen freilich  nicht  gemessen  «rerden«  aber  ihre  Differenzen  mit 
dem  Theodoliten  zu  messen,  ist  jederzeit  möglich»  weshalb  wir 
berechtigt  sind»  im  Folgenden  die  Differenzen 

fpa  —  (pbs     (pb  —  <Pc,     <pc  —  9»« 

als  darch  Messung  mit  dem  Theodoliten  oder  einem  anderen  geeig- 
neten Instramente  bekannt  gewordene  Grössen  zu  betrachten. 

Naeh  Tbl  XXXVI.  S. 32(1.  ist  nun: 

1)  • 

^TaSsO,  .Va  =  0, 

Xb  =  2/2 sin  Cf  ^b  —  0, 

Xc  =  2JBcos  ^sin  ß,       =:  ^KmnAsin 
".Ferner  Ist  nach  der  Lehre  von  der  Venvandinng  deijCo'ordtnaten : 

2) 

:ta^xi'ra  cosipa ,    ya^y^  rasin^a » 

xe^x^  fecos^c*        =  3f + r*sinq>»; 

»Glaus  sich  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

racos^o — r6COsq>6  =  Xa  —  xbi   rasiuqpa — Thsmqtb  =  ya  — 
n  cos  q>h — Te  cos    ^  07»  —  jp« ,    Tb  sin    — r«  sin  g»«  — >ye ; 

JVtoayt- — raCO:>q)a  ~  Xc—U'a,     Tcfi'tlKpc — raSUl  (fa  ~  yc  ~  ya- 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  ferner  das  folgende 
System  von  Gleichungen: 

4) 


raSin(ya— 

■<3P*) 

=  iya 

•(^a 

r»sin(9)«^ 

9*) 

-;F»)8ln9s; 

r6sin<9ft— 

S5S  {jfk 

— y•)cos9«— 

(«*- 

-^«)sin9>«. 

Tc  sin  {(pb  — 

— ^e)cosg)6— 

(^6- 

~-Xc)s'mg>b; 

186  Gruneri:  Veher  die  Poihenonehe  Aufgabe. 

rosin  (9c  —  9«)  =5  (y«  — y«) cos 9«  —  {Xc—Xu^mn 9«, 
rasiD  (90—9«)  =  (yyc  —  ^a)  cos  9c — (Jto — ara)  sin  «Pc*  * 

Führt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  Coordina- 
ten  xay  ya'y  xhy  i/b i  Xo,  y«  aus  1)  ein;  so  werden  dieselben  nach 
leichter  Uecbnung: 

5) 

rasin  (9a—  q>b)  =■  212  sin  Csio  q>b  > 
r*8ia  (9a-^9*)  s=    212  sin  Csln  9a ; 

risin  (94 — 9c)  =:  —  2ß8in  A  sin  iß  +  9«) , 
nsio  (9»*-"  9e)       2 ftsin  ilsin  {B  4*  9»)  t 

r«8iii  (9e — 9a)  =    2J2sin  ^sin  {A — 9a) , 

raSin  (9c  —  tpa)  =    2Ä  sin  BamiA — 9©) ; 
« 

bei  deren  Enttvickelung  man  sieb  zu  erinnern  bat,  dass  A^B^C 
s:  ISO«  ISt^ 

Aus  die&üii  Gieicbuogen  ergiebt  bich  durch  Division : 

«) 

Bmicpb  —  qpc)          öin^  6in(S-f9ft) 

siu(9;c — ipa)         siü  iB  6in(^  —  9a)* 

sin  (9c — 9a)  sin  {A  —  9c) 

sin  (9a-- 9«) sinC*     sin  9»  ' 

sin(gpo — (pb)          sin  C      sin  9a 

siD(9ft — 9c)        sini4  *  sin (/^4-9c)' 

n  elche  Gleichungen  man  auch  unter  der  folgenden  Form  schrei- 
ben kann: 

.     7)  * 

sin  (^ — 9a)         sin  A  sin  (9c  —  ^a) 
sin  {B  +  9#)         sin  B'  sin  (90 — 9c) ' 

sin  9»  sin      sin  (9a  — 9»)  \ 

tXn{A — 9«)"    sin  C *  sin (9« — 9a) ' 

sin  (B-i-(pe)         sin  C  sinfg?*  — 9c).  .  • 

woraus  sich  durch  Multlplication  die  Relation: 
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oder: 

;  9) 

sio  9«aiD  (A-f  9»)8iD  (il  -^^o)  ss  sin  (i<  -  «»«)8Id  9»  sio  (^-f  ^e) 

ergiebt 

Seist  man  der  Kfine  wegen: 

10) 

S\u{cpb  —  (pc)      «       8ip(<Pe— yg)      ^  8lo(yo  —  <pft)  . 

sin^  eioiff  sinC 

80  kann  man  die  Gleichungen  7)  unter  der  folgenden  Form  dar- 
stellen : 

sin  {A  —  tpa)  B 

sin  {B  +  9»)  ~     A  • 

">  1  einCii— B' 

ein  {B  -f-  ye)  A  ^ 

sin  ya  0 

Die  leiste  dieser  drei  GleichuDgen  kann  man  auf  folgende 
Art  schreiben: 

sin  1 B  -j-  (ye~  yo)  Hh  <pa  t  _^A 
sin  <pa  ^ 

abo: 

A 

sin  { ß+  (yc  —  y«)  Uot  9;«  +  cos  I  ß  +  (yc — y«)  )  =  —  Q  * 
■  ■« 

woraus  man  zur  BesÜfflnuiDg  von  9«  die  folgende  Formel  erbSlt: 

12) 

A 

cot  9»  Ä  —  cot  i  Ä  +  (9>o — y«)  l — c        l    +  (y« — 9«)  l  • 

Weil  man  nur  weiss,  dass  y«  zwischen  Ü  und  360°  liegt,  so  wird 
durch  diese  Formel  ya  nicht  vollkoamien  bestimmt;  nach  der 
sweiten  der  Gieichuogen  5)  hat  aber  sin  ya  mit 

sin(ya— y») 
sinC 
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daher  mit      einerlei  Vorxeichen,  so  dass  man  also  <las  Vorxet-, 
eben  von  sxntpa  kennt,  und  foliflich»  in  Verbindung  mit 'der  (siei- 
chttiig  12)  ,  nie  eio  Ziveifel  bei  der  ßestimmung  von  bleiben 
kann;  ist  nämlich: 


sin  ipa 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

so  ist  beziehungsueii^e : 

ISO"  <  9.  <  270« 
270«  <g»«<  3600. 

Hat  man  anf  diese  Weise  9a  ohne  Z^veideiitigkeit  bestimmt» 
so  findet  man  ipi,  tpe  leicht  mittelst  der  Formeln: 

=  9«-(9«-^i>*), 

13)  

* 

Nach  5)  und  10)  ist,  wie  man  «^üglcich  übersieht: 

14) 

2/geiD9a       ^  2fi8>n(g-i-ye) 
r*=  — g  =  , 

rc  _  ^      ~  ^     e  * 

mittelst  welcher  t  ormoin  die  l^ntCeriiungen  rat  Tbt  r«  leicht  be* 
rechnet  werden  kliimen. 

Hat  man  aber  diese  Entfefnuogen  gefunden,  so  ergeben  sieh 
die  Coordinatfi^  ar»  y  des  zu  bestimmendeo  Penktes  üf  naeh  ]) 
und  2)  mitteist  der  Formeln : 
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d?  =  «  ra  cos 

=     2ßsioC — ri,cos(pi, 

wodurch  die  Lage  des  Punktes  ^  voilkommen  bestimmt  ist 

Zur  Uestinwaung  der  im  Obigen  «iiigefuhrtcn  Uulfsgrüsse  R. 
hat  man  bekanotJich  die  Formeln: 

16) 

6  =  2/Vsiri        2/^  =  <5rcosec/i, 
c  s=:  2i2siti  C    2ü{  =s:  eco«e€  C; 

mittelst  weicher  man  iui  Ohit;en  auch  leli  ht  Ii  ganz  finuiniren, 
und  statt  desselher»  die  Sfiten  des  i^egcbiiiicu  Dieieckü  einführen 
kÖTinte,  ^viis  wir  jedoch  hier  der  Kürze  uegen  unterlassen;  na- 
türlich gilt  auch  die  Keiatio«: 

17)  fi:6:c  =  aiD^rsiii  S:»in  C 

Vollständig  entwickelte  Ausdiiicke  für  die  Ciitferuungen  i*a> 
rb>  r«  kann  man  auf  folgende  Art  erhalten. 

Nach  5)  ist: 

Ta  sin  (9«  ^  q>b)  =      t>in  C^lngn, 
r«siii  (9«—  9«)  —  2Äsin  Bsin  {A  —  9«) ; 

also : 

.  r«sin  (9a— >  9»)  =  2/2  sin  Csin  <pt , 
Min  (9e  —  9«)  =  2Äsin  iß  sin  ( ^  -f  (9*— 9<,)  —  9*  1- 

Die  sweite  dieser  beiden  Gleicbangen  bringt  man  leicht  auf  die 
Form: 

rBsin(9c— 9o)  =    2ßein  ÄsinM +  (9A  — 9c)!cos9& 
^  —  2i2siaBco8|  J-|-(9*— 9e)}sin9ft, 
also,  wegen  der  ersten  Gleichung: 
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r«siii  C  sin  (9« — ^a) 

=    2  sin  B  sin  Csin  M  +  (96  —  ^e)  i  cos  9& 
r««  sio  B  cos  M  -I-     —  qpc) )  sin  (^a — 9»») ; 

tmd  hat  daher  jetst  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

2i28iti  />  sinCsin  {/l +  (96  — 9)c))8iD9)* 
st  rttSin  £sin  {A-^if^h^  9«)  \  sin  (9«-—  9») » 

2i2sin£  sin  Csin  ( ^  -f  (9?*  —  9)«)  1  cos  9« 
=  ra[sin  Csin(9e--  (fa)  ^■  sin ücost  A  -|-  (9ft^9>c)l8in(9Pa—- 9»)]. 

Quadrirt  man  diese  Gleichnngen»  addirt  sie  zu  einander,  nnd 
setzt  danns 

cos  M  +  (9P6 — 9«) }  =  cos  i  M  +  (9P*  -  9  0)  1  * — sin  i  +  (9* — 9>«)  l  *» 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

4i2*sin£«sin  C^sinM  -f  iffh- 
J  |sinBsin(9>«-9»HslDCsin(ip«-9«)|^osi|J-Kv»-9«)P| 

^     \  +  i siu    sin  (90- 936)— ßiu  Csin (9?c-  9a)  i'  ä in  i  1-4+ (9»-9c)  P  J ' 

oder: 

=  {B+C)»€OseciU+(9)»-9«)»H(B-C)»sec4M+(9i"V«)l*- 
Auf  ähnliche  Art  ist  nach  6) : 

r* sin  (<pa — yft)  =     2Ä  ß in  C sin  9>a , 

n  sin  {iph    9>«)  =  *-*2l2sin  A  sin  (B-f  9«) ; 

also: 

r«sio  (9>a — 9i)  =    2i2sin  Csio  9»«, 

rft8ln(9ft— 9c)  =— SÄsin^leintB  +  (v«*-^«)^  9«). 

Die  zweite  dieser  heiden  Gleichungen  hringt  man  sogleich  auf  die 
Form: 

n  sin  (94 — y«)  s —2Ä  sin  il  sin  I B  +  (90 — 9a) }  cos  9« 

— 2ßBiii^cos|jß-|-(9c-^9a)}sin9a, 

« 

also,  wegen  der  ersten  Gleichung: 
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— wXnA  CO«  t  £  -f  (^c— ^?a) }  sin  {(pa  ~  cpb) , 
und  bat  daher  jetet  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 
2R  sin  Csin  As'in{ß    {sp« — g»^)  |  sin 
=  r«sin  ilsin  ( ^  -f  (9>e — 9a) )  ein  (9a  ~  9»)  t 

212  sin  Csin  ^4  sin  |  £  4-  (9« — 9>a)  Yco»  9a 

=  —  rb[sin  Cs\b  (96  —  9o)  +  »in  A  cos  |    -f  (9c — 9a)  1  sin  (9a — 9*)] ; 

woraus  sich  nach  einem  ganz  Sbnlichen  Verfahren  wie  vorher 
die  üleichuDg: 

4£i>sin6^sio^«8in(^  -|-(9«— 9«)i* 

!tsinCsiD(9«>9e)'f  8inil6in(9a— 9»)|*cos|(  lf+(9o— 9«))*  1 
+ 1 siii Csin  (<pb  -q>c)—s\i\  A sin  (90—94)        Ü  ^+(9c— 9a) }*  J 

odert 

=  (C  -|-Ä)«co8ec  1 1  Ä+(9e-  9«)  I  * + (C-  A)«8ec  i  { (g>c-  9a)  1? 

ergiebt 

Endlich  Ut  nach  5): 

rcSin(9P6  — 90)  =  — 2ßsin/l8in(/i  +  cpi,), 
rssin  (9« — 9a)  =:    S/isio  B  sin  (i4  ^  9«) ; 

also : 

resin  (96 — 9o)  =  —  2Ä sin  ^  sin  ( ß  f  9*) , 

»   resio  (9e  -  9a)  =    2Ä8in  Äsjn  1 J  +  B — (9«— 9») — (Ä  +  9»)  \ 

:=    2l2sinBsiR ( C-|-  (9«— 9»)  cpb)  l 

Die  zivelte  dieser  beiden  Gleichungen  bringt  man  sogleich  auf 
die  Form: 

r«sin(9c— 9a)  =    '2/isin /isintC  +  (9o  — 9ö)}cos(ß-i- gpi) 

2ß8tn£  COS  ( C+ (9a  -  9«) )  «in  (i^ 9»)  > 

also  wegea  der  ersten  Gleichang: 
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s=    2/261  n  AswiB  sin  { C  -f  (T'a  —  ^b)  I  cos  9»; 
— roSin  ^coB  t  C-f      -  V>)  Uin  (9»*— 9«)» 
und  hat  daher  jetxt  die  beiden  folgenden  Gleicbongen: 

^RsmA  sin  B&iü  {C^{<pa^  <ph)  \  sin  {B  -|>  9)«) 
s=  — r«  sin  i?  sin  l  C  +  (^a  —  y*)  I  sio  {(pb—(pe), 

2ß8in  ilsin  J9sin  { (9>a— 9t)  )cos  (iS(  -|-  ipi) 

s=  r4>[6in  ^  sio  (90 —  9a)  +  »in  Bcos  {  C4-  (g)o — yft)  j  sin  (gj*  —  g>c)] ; 

aus  denen  sich  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  die  Gleichung: 

4ß«giny4«8lnÄ*8in{  C  +  (9)a— 9*)}« 
f    [sanA sin(qpc— 9?o)+**inßsin(9>6— g)c)  l^cos^  \  C-f  (<pa— g>ft) 


oder 


+ 1  sinil  sin  (^e— v»)—  siniSsin  (9*— ^^c)  )'sini  t  C-f  (9«-  9*)  )*  J  * 


ergieht. 

Man  hat  daher  jetzt  für  die  Entfernongen  ra,  rb»  te  die  fol- 
genden bemerlcenswertheD,  vollständig  entwickelten  Ausdrücke: 

18) 



V^(B+C)*^sec41-4+(9*--9e)  IH(B— C)«seci|  J+C^^-^e)!*' 

Tb  = 


V(C+A)2coseci{£^+(9)c-9«)}H(C-A)'^8ec^(/;+(9,o-9«)}« 

 4fi  . 

"  V (A+B)«coscci{  C-K9*-9»)»H(A-B)«secil  C+(v»^9»))** 

wo  für      auch  die  Ausdrücke  in  10)  eingeführt  werden  kOonen. 

Nach'  15)  ist! 

X  =  — racosg?«»  y  =  — raSio9>a;  • 

und  weil  nnD  nach  5) 
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ist;  so  ist: 
also  nach  12): 

19) 

«  =  ^  [  A  coseclÄ  +  {9c-  9*)l  +  C  cot  \B  +  (9«  ~  9-)  • 

ran 

welche  Forme  In  ,  mit  Rücksicht  auf  diti  l  ormeln  18),  auch  als 
vollständig  entwickelt  betrachtet  werden  künnen. 

Endlich  läast  sich  noch  ein  System  bemerkenswerther  For- 
meln s|ir  Bestimmong  des  Sommeo 

entwickeln,  welche  dann,  in  Verbindung  mit  den  bekannten  Dif- 
rensen 

zn  den  Winkeln  ep«,  9»>  9«  selbst  führen. 

Nach  7)  hat'  man  die  folgenden  Gleicbiingen : 

sin        yo)  _    sio/1     i  n  (cpe—fpa) 
sin  (Ä  +  9b)        sl»  -ß  *  sin  (9» — 9») ' 

sin  y&    sini?  ein (9«— 96) 

6in(/4  — yc)*"    sin     sin  (9« -9«)* 

8in(B-|-9c)         R>»^'  sin  (96— 9c) , 

sin  9«  sin^  *sin(9«— 9»)' 

also: 


Kl 
sin 


(  I  — jp^+  sin  (iR  +  _  sin  /( sin  (q>c—cpa)  -  «in  gflin(9ft--9c)  ^ 
n(^l— 9o)""^»w(Z>'  +  94)  "~  sin  >4 sin  (9c-  9«)  +  (9^— 9e) 

sin  9d  +  sin  (A  —  9c)  sin Bsin (90— 9ft)  +  ^ "  (ggTff , 
8in9i— siiTCii— 9«)     sin  Äsin  (9«— 9*)—     ^'«»»^  (9«-<3Pa) 

sin(g-f  <yc)-f  sin9g  _  sin  Csin  (9>-'<Pc)'-'Sin  ilsin  (9a— <^6) . 
sin  (ß  +  9c) —sin  9«     sin  Csin(9ft-'9«)+ »»»^«*"*  (V«^^*) 

I  hcil  XLiV. 
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also  nach  bekaiviten  Zerlegangcti: 

tang i {{A-\-B)  —  i<pa-- tpb)  \  _  _  A—B 
tang i — /?} — (9Pa  +  y 4) I        A  +  B ' 


oder: 


folgllcli  I 


B  hC 

taog  i  { ^ — +  Vc)  t 

B— U 

tang  1 1  ß  +  (g)c — gpa)  i 

C  +  A. 

C  — A' 

A-B 

laogiK^— i<)~(ya  +  y»)l 

A  +  Ö' 

ß-l-C 

tanglM-Cq^A  +  g»«)} 

B-C* 

C  +  A. 

taDgi(iS  +  (g)c  +  9»)l 

~C-A' 

20) 


cot  i  { (4  -  -ß) — (9)«  +  y»)  I  =  -         taog  |  ( C + (9?.  -  94)  j . 

C  —  A 

tang  i  l  Ä  +  («Pc  +  y  a)  = — gqp^  taug  i  i    +  (^^c  -  y  cO  I  • 

Wir  woileu  bluss  zeige ti.  wie  man  sich  bei  dem  Gebrauch 
einer  dieser  drei  Gleichungen,  etwa  der  Gleichung 

B  C 

tang  4  { ^  +  (94  +  gJc)  1  ==  gqp^  tang  i  { ^  +  (y 6    9c) } . 

zu  verhalfen  hat,  da  för  die  anderen  Gleichungen  etwas  ganz  Aehn- 
liches  gilt* 

Sei  demnach  ein  dieser  (iiciehung  genügender  Werth  von 
4M  — (9>»4-9>c)),  den  man  etwa  zwischen  —  iss  und  -{^7t  nehmen 
kann;  dann  ist  also: 

und  folglich  bekanotlicb^  wenn  n  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

II il  —  (9}» -f  9e)l  SS  f*4 Il9r, 
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9 

woraus 

folgt  Well  non  1(9*49«)  innncv  sivischen  0,und  2ff  Hegt,  so  ist: 


also: 

und  folglich: 

also : 

oder: 
WoH 


_  2<«<-^, 


2SI! 


ist,  so  kann  w  nur  zwei  ura  dlo  Finfipit  verschiedene  Werthe 
haben,  welche  mittelst  des  Vorhergehenden  immer  bestimmt  wer- 
den künnen,  nnd  durch  Ä+1  bezeicbuet  worden  solien.  Daher 
hat  mau  nach  dem  Obigen: 


und  folglich: 


{4.4 — ffc — 4(9*  —  5Pc)  — 


Die  Sinus  der  beiden  vorstehenden  Werthe  von  q)b  haben  offen- 
bar entgegengesetzte  Vorzeichen;  weil  aber  nach  5): 

ist,  folsrüch  sinfpi  mit  f  einerlei  Vorzeichen  hat,  man  also  das 
Vorzeichen  von  sin 9)0  kennt,  so  lässt  sich  offenbar  immer  gana 
sicher  entscheiden»  ob  man 

13» 


Di< 
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=  ^J  — jx-J-^(g)fi~-9c) — kn, 

oder: 

^»  =s  M — f» + 

so  setzen  baf«  wesbatb  also  bei  diesen  Bestimmungen  nie  eine 
Zweideutigkeit  bleiben  Icano. 


XI. 

Der  excentrische  Kreis  für  die  Hyperbel. 

Von 

Herrn  C,  Siruve, 
ordonllicheiii  Lebm  an  der  königU  Realtcbule  in  Fraiistadl. 


In  Salrnon's  Cooic  Sections  (3.  Aufl.  S.  200;  Fieriler's 
öebers.  S.  257)  ist  als  Analogen  dos  excentrisr'hen  Winkels  för 
die  Hyperbel  der  Winkel  bezeichnet,  den  mau  durch  die  Sab* 
stitutiou 

w  s=  neec^t  f—b  tang9 

erbSlt  Die  Wabl  ist  eine  gliieldiehe,  da  man  in  mehreren  «rieb- 
tigen  FSlIen  aiemUeb  eiufaohe  Ausdrücke  dadurch  erhält;  wie  im 

Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Aufgabe  1.  Die  Secante  durch  die  beiden  Punkte 
a  und  ß  (d.  h.  die  beiden  Punkte^  für  welche  der  Werth 
von  q>  a  resp.  ß  ist)  zu  finden. 
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Auflösung.  Die  Gleichung  der  Geraden  darch  die  beiden 
Ponkte  (ä*,^")  iet: 


demnach ; 


^  [sec  j3 — aec  a — tan  «(sec  /J  —  sec  a)] 

—  -  [taii  p — tao  o — sec  c(tan  ß — tana)], 

oder  nach  Einßihrung  der  halben  Winkel,  nach  einigen  Transiur- 
luatioDen  und  der  Multiplicatioii  der  ttleicfaang  mit  gsin  "(^^«)  * 

X      a  —  ß     y  .  a-\^ß  «  + 

-ces-^  •^siD-2-  =  co8-^. 

Das  Resultat  ist  eben  so  einfach,  wie  das  entsprechende  für  die 
Ellipse.  Setzt  man  a  =  ß  =  (p,  so  erhftlt  mau  die  Gleichung 
der  Hyperbeltaogente  im  PonlUe  ^: 


Von  dieser  Gleichung  lassen  sich  leicht  einige  geometrische 
Anwendungen  machen.  Der  Durchschnitt  der  Abscissenaxe  mit 
der  Tangente  ist  nämlich  x—acoacp,  d.h.  nur  abhängig  von 
der  Hauptaxe  und  der  Abscisse  des  betreffenden  Punktes;  d.h.: 
Alle  Tangenten  an  üyperbelu  mit  denselben  Scheitelpunkten  und 
von  demselben  Punkt  der  Hauptaxe  aus  treffen  die  Curven  in 
Punkten,  welche  gleich©  Abgcissen  h  iben.  hie  in  den  Conic 
Sectio ns  erwähnte  i^eometrische  lieiltiutung  von  (p  führt  ausser 
7.W  einer  einfachen  Construction  der  Tangente  bei  gegebenem 
Berührungspunkte  noch  auf  die  LOsung  folgender  Aufgaben  hin. 

1)  Von  einer  Hyperbel  (Taf.lL  Fig. 8.)  sind  die  Schei- 
telpunkte Ay  B  und  eine  Tangente  CD  gegeben:  den 
Berührungspunkt  von  CD  zu  construiren. —  Ich  schlago 
einen  Kreis  über  Ali  als  Durchnifs^pr ,  errichte  In  C  ein  Loth 
CEt  ziehe  in  E  eine  Tangente  an  den  Kreis  und  errichte  in  dem 
Schnittpunkt  mit  AIS  ein  Loth  /'6r,  dessen  Schnittpunkt  mit  CD, 
G,  der  gesuchte  Berührungspunkt  ist. 

2)  Gegeben  dasselbe,  die  kleine  Aze  zu  construi- 
ren.—  Für  den  Scbnitlpunkt  der  Ordinatenaxe  mit  der  Tangente 

folgt  — Ki=^coi(p  oder  6=  —yU^ngt,  nas  sich  leicht  construiren  lässt. 
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Aufjfftl^e  Den  Inhalt  des  Dreiecke  sa  bestimm en 
znMscheo  den  drei  Hyperbelpankten     ß,  y. 

AuJ iOsuny.    in  recbtivinkligeo  Coordinateo  ist: 

wenn  die  drei  Eckpunkte  {x'.y'),  (^",  ,y"),  jiind.    Da  nun 

dr'sasec«,    a^ssaseeßf  «*=sasecy; 
=  6tuiia,     ?/"  —  bianß,     tf'"  =  biany; 
so  ist  dergesnciite  Iniialt  Oodem  wir  dos  Zeichen  —  beibehalten): 

2J=  .       (siD(«-/J)+§in(/J— y)+sin(y-.«)) 

oder  mit  (hßilvieifier  Einführung  der  halben  Winkel «  in  derselben 
Weise,  wie  Aufgabe  5.  S.  199  bei  Salmon  (Fiedler's  Uebers. 
S.255): 

j     2ff6sin|(«-  (3)sini<j?  -y)sin|(y—  «) 
eos«cos/}cosy 

Aufgabe  3*  Die  Coordinaten  p  und  iür  den  Mit- 
telpunkt des  Kreises  ^zu  finden,  der  durch  d^e  drei 
Punkte     ßy  y  geht. 

Auflösung.  Für  den  Kreis  durch  die  drei  Punkte  {^'iy')i 
{x'\^),  ix"',^)  bat  man,  wenn  r  der  Radius  des  Kreises: 

4P«»» + =  *2pd:"'  +  'Ifjy'" + -     — 9«; 
oder  nach  Ersetzung  der  rechtwinkligen  Coordiuateo  durch  «,  jS,  y: 
ft^  +  ^giti^«  2/>a-f  2^/6  sin« 


COS%  COStt 


und  noch  zwei  andere  Gleichungen,  in  denen  für  a  ß,  resp.  y, 
steht.  Duri  h  Siibtraction  der  ersten  und  /.wnlfen  und  der  ersten 
und  dritten  erhält  man  nach  einigen  Transtoiiuationen: 

a^(cos^i?->cos*a)  4-  6<sin(a+i?)sin  (a-^ß) 

=  2pac<js  acos  ß  (cos  ß  —  cos«)  |-  2y6  c08«coisj:isin  («  —  ß) , 

ii*(cos  »y — cos  ■«) + 6*  sin  (« + y)  sin  (« — y) 
=      cos  «  cos  y(co8y — c  os  «) + cos  a  cos  y  slo  (« — y). 
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Nach  Division  mit  dem  QoelBzieoten  ?on  p  uod  theilweiser  H)in- 
fsbrang  der  halben  Winkel  eth&lt  man: 

cos  a  + cos  5  ,cos|(a — ß) 

Durch  Subtractioa  dieser  Gleicbungen  erhält  man  für  q  den 
Werlh : 

ivoraoa  dann  mit  Benuisong  einer  der  anfftnglichea  Gleichongen 
für  p  folgt: 

cos  ^(c — <3)  OOS     — y)  cos     — g) 
a     '  coaacos]3cosy 

Zur  Prflfang  der  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  Folgendes  die- 
nen. Ist  tts=/}  =  y  =  ^»  80  sind  p  und  q  die  Coordinaten  des 
Krunimungscentritnis  für  den  Punkt  9;  in  diesem  Falle  ist : 

p^    — ~ — .sec'^f 

q  =  — .taa^9*  • 

Die  Eliiuiiiation  von  9  zuischeii  diesen  beiden  Gleichungen  lie- 
fert die  bekannte  Evoluteogletchung  der  Hyperbel;  nämlich : 

folglich: 
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JOE. 

Analytisch-geometrische  Parallelen. 

Von 

Herrn  Jf,  Dietriek^ 
ProfeMor  am  Realgjmnatiuiii  Id  Begentliurg. 


Einleitung.  ^ 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  im  Raum  nach  all  ii)  Punkten 
eines  gegebenen  Systems  von  Punkten  Gerade  zieht  und  senkrecht 
zu  diesen  Geraden  Ebenen  legt,  deren  Abstände  von  jenem  witl- 
kfirlich  angeooinnienen  Funkte  bei  beliebig  gewählter  Einheit  die 
Reciproken  der  Abstände  der  Punkte  des  Systeme  von  deoiselbe» 
Punkte  sind;  oder  irenn  man  von,  einem  beliebigen  Punkte  so 
allen  Ebenen  eines  gegebenen  Ebenensystems  Senkrechte  sieht 
und  auf  diesen  letzteren  Punkte  annimmt,  deren  Abstände  von 
jenem  irillkfirlicben  Punkte  die  reciprokeo  der  Abstände  der 
Ebenen  von  demselben  sind,  —  so  besteben  ßfr  die  beiden  Sy- 
steme von  Punkten  und  Ebenen,  welche  man  nach  ihrer  Erzeugung 
auseinander  reciproke  Systeme  und  den  Punkt,  bezüglich 
welchen  dieselben  reciprok  sind,  den  [Mittelpunkt  ihrer  Re- 
ciprocität  nennen  kann,  folgende  auf  E lernen tar-Sätsen  der  Geo- 
metrie beruhende  Beziehungen:  Die  Verbindungslinie  ir- 
gend zweier  punkte  des  einen  Systems  ist  der  Schni  f  t- 
linie  der  entsprechenden  Ebenen  des  andern  Systems 
reciprok.  d.  h.  die  beiden  (ieradon  sind  senkrecht  zu 
einander  und  die  vom  Ivecipi  oc  i  täts-!Mi  Hei  nkt  an 
die  eine  von  beidini  gezogene  Senkrechte  schneidet 
auch  die  audere  rechtwinklig  und  beide  in  Abständen 
von  jenem  Punkte,  die  einander  reciprok  sind.  Die 
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Ebene  irgend  dreior  Punkte  des  einen  Systems  ist 
den  Schnitt  paukte  der  entapreeiienden  Ebenen  des  an- 
dern reciprok,  d.h.  die  vom  MItteIpnnkt  nach  jener  Ebene 
gesogene  Senkrechte  gebt  durch  den  Schittpuakt 
der  andern  Ebenen  und  es  sind  die  Abstfinde  bei- 
der vom  Mittelpunkte  einander  reciprok.  Liegen  drei 
oder  mehrere  Punkte  des  einen  Systems  in  einer  Ge- 
raden oder  in  einer  Ebene,  so  gehen  die  entsprechen- 
den Ebenen  des  andern  Systems  durch  die  reciproke 
Gerade  oder  den  reciproken  Punkt;  überdiess  ist  das 
Doppel verhMltntss  von  irgend  4  Punkten  einer  Gera- 
den  dem  Doppelverbäitnisse  der  entsprechenden  Ebe- 
nen des  reciproken  Ebenenbfiscbeis  gieicb. 

Diese  Bezieliutigen  erlanbei)  ganze  Klassen  von  Eigenschaf- 
ten eines  gcgeljenen  Systonis  von  Punkten  oder  Ebenen  auf  das 
reciproke  System  überEutragen ,  so  dass  clfichsani  mit  einer 
Theorie  des  einen  Systems  zugleich  auch  eine  solche  für  das 
andere  gegebetj  ist.  JSo  erhält  man  z.  B. ,  da,  wie  leicht  einzu- 
sehen, der  ebenen  Kurve  ein  Kegel  reciprok  ist,  dessen  Spitze 
der  der  Ebene  jener  Kurve  reciproke  Punkt  ist,  aus  dem  Pas- 
cal'sehen  JSatz  von  dem  einer  Kurve  zweiten  Grades  eingeschrie- 
benen SecböL'ck  sogleicli  als  reciproken  Satz:  „Wenn  mau  au 
einen  Kegel  zweiten  Grades  iigend  sechs  Berührungsebenea  legt, 
wodurch  auch  von  der  eioen  zur  andern  sechs  Scbolttlioien  ent- 
stehen, so  schneiden  sich  die  drei  Ebeoen,  welche  durch  die 
erste  nnd  vierte,  die  sweite  und  fOnite,  die  dritte  und  sechste 
dieser  Schoittlinien  gehen,  in  einer  durch  die  Kegelspitze  gehen- 
den Geraden.**  Der  bekannte  Sata  von  Brianchon  ist  dann 
eine  Folge  dieser  Eigenschaft 

Legi  man  ferner  durch  den  Mittelpunkt  zweier  reciproken 
Systeme  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  ais  Coordi- 
natentafelo  und  nimmt  als  Coordinaten  eines  Punktes  dessen  Ab> 
stände  von  diesen  Tafeln,  und  als  Coordinaten  einer  Ebene  die 
reciproken  Abstände  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Coordioaten- 
axen  vom  Coordinatenanfang,  so  sind  die  Coordinaten  eines 
Punktes  und  die  der  reciproken  Ebene,  die  Gleichun- 
gen einer  Oeraden  und  die  <]r«  reciproken  Ebenen- 
büschels,  die  Gleichuni^  eines  Systems  von  l^unkten 
und  die  des  rnciproken  Ebene  n  Systems  beziebunü;s- 
weise  dieselben,  so  dass  der  analytische  Ausdruck 
irgend  einer  Beziehung  zwischen  Theilen  des  einen 
von  zwei  reciproken  Systemen  auch  eine  entsprechende 
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Besiehung  der  reclproken  Thelle  des  andern  Systems 
darstellt. 

Man  erkennt  auch  leiclif,  tlass  zwei  reciproke  Systeme  zu 
einander  polar  sinf]  he/M'i\\c\i  einer  mit  ihnen  concentrischen  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  die  Längeneinlieit  ist.  Es  lä>st  sich  daher 
die  Construktion  dieser  hetden  Systeuie  als  be.soncierer  Fall  der 
Bildun^r  zweier  Systeme  von  Punkten  und  Ebenen  niittelst  einer 
OberÜächc  zweiter  Ordnun»  betrachten,  bezü£^ich  welcher  jene 
einander  poLi  sind.  Bei  zwei  solchen  mittelst  einer  Lcliciiigen 
Oberfläche  zweiten  Grades  erzeugten  iSystenien  besteht  dasselbe 
Entä|irechen  von  Punkten  und  Ebenen,  von  Geraden  und  Ebenen- 
büschcln,  wie  bei  zwei  reciproken  Systemeo,  dagegen  fehlt  bei 
Ihnen  die  bei  letzteren  statthabende  Reciprocitllt  der  Richtungen 
und  Abstände  entsprechender  Tbeile. 

Die  nachfolgenden  Blätter  lialicn  nun  die  Bestimmung,  die 
geometrische  Thatsache  des  oben  angegebenen  Zusammenhanges 
eines  gegebenen  Systems  von  Punkten  oder  Kl>encii  nnt  unend« 
lieh  vielen  durch  lieciprocität  ihm  zugeordneten  »Systemen  von 
Ebenen  oder  Punkten  durch  eine  getrennte  Betrachtung  des  Punk- 
tes und  der  Ebene  ui»d  eine  nebeneinander  gcheiKie  analytische 
Darstellung  einiger  wichtiger  Eigenschaitca  voa  Punkt-  und 
Ebenensystemeu  in  müglicbster  Kürze  zu  bestätigen.*} 
• 

A.  Der  Punkt  und  die  Ebene. 

WShIt  man  als  Coordinaten->  Wählt  man  als  Coordinaten- 
basis  drei  gegen  einander  recht-  bas'is  drei  gegen  einander  recht- 
winkelige Ebenen«  deren  gleich-  winkelige  Ebenen,  deren  gleich- 
falls zu  einander  senkrechte  falls  zu  einander  senkrechte 
Schnittlinien  die  Coordinaten-  Schnittlinien  die  Coordinaten- 
axen  und  deren  Schnittpunkt  axen  und  deren  Schnittpunkt 
der  Coordinatenanfang  helssen,  der  Coordinatenanfang  helssen, 
so  Terstefat  man  unter  den  Coor-  so  versteht  man  unter  den  Goor* 
dinaten  x,  %  eines  Punktes  dinaten  Xy  y,  z  einer  Ebene  E 
p  dessen  Abstände  von  den  die  reciproken  Wertho  der  Ab- 
Coordinatcnebenon.  Für  diese  stände  ihrer  Schnittpunkte  mit 
Coordinaten  und  den  Abstand  d  den  Coordinatenaxen  vom  Coor- 
desselben  Punktes  vom  Coordi*  dinatenanfang.   Für  diese  Coor- 


*)  Eine  c5ngoheii<Jerc  Hetraditmifif  der  rnnkl-Systcnui  oiUr  Flächen 
höherer  Ordnung  findet  man  in  meiner  in  der  Zcitbclitift  für  Mathema- 
tik usd  Physik,  Jahtgan^^  1862  erechienenen  Abhandlung. 
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nateiuinfaiig  gelten  die  Bette»   dioaten  und  den  reciprolien  Ab« 

hangen •  1 

stand  ^  derselben  Ebene  ?om 

Coerdinatenanfang  geiCen  dieBe- 
siehungen : 

1  _ 
d  - 


d  = 


(1) 


X 


 y__  


cos  (a-,         cos  (yt  d)      cos  (x,  d) 


Ist  eino  der  Coordinatcn  eines 
Punktes  Null,  so  liegt  derselbe 
io  der  betreffenden  Coordinaten- 
ebene;  sind  alle  drei  Coordina 
ten  Null,  f?o  fällt  or  in  den  C(K)r- 
diiiatenanfan^X-  I'^t  dagegen  eine 
der  Coordiuuteii  uMcndiich  groeis, 
so  liegt  ^der  Punkt  unendlich 
fern. 

Alle  Pankte«  welche  eine  ihrer 

CoordUiaten  gleich  hahon,  lloqen 
in  einer  Ebene,  welche  in  dem 
durch  diese  Coordinate  gegebe- 
nen Abstand  der  betreffenden 
Coordinatenebene  parallel  ist. 

Alle  Punkte,  deren  Coordi- 
Daten  a:,  y,  t  durch  die  Glei- 
chung: 


Ist  eine  der  Coordinaten  einer 
Ebene  Null,  so  ist  dieselbe  aar 
betreffenden  Coordinatenaxe  pa* 
rallel ;  sind  alle  drei  Coordinaten 
Null,  so  neij;t  f^ie  unrndlicli  fern. 
Ist  dagegen  etne  der  Coordina- 
ten einer  Finne  unendlich  gross, 
so  gebt  sio  durch  deu  Coordi- 
natenautang. 

Alle  ebenen»  irelcbe  eine  ih- 
rer Coordinaten  gleich  haben, 
gehen  durch  einen  Punkt,  wel- 
cher in  dem  durch  diese  Coor- 
dinate gegebenen  Abstand  vom 
Coordinatenanfang  auf  der  bo 
treffenden  Coordinatenaxe  liegt 

Alle  Ebenen«  deren  Coordinaten 
y  X  durch  die  Gleichung: 


(2) 


ax  -f     -\r  cz — 1  =  ü 


rerbonden  sind,  liegen  in  einer  verbunden  sind,  gehen  durch 

Ebene,  deren  Lage  durch  die  einen  Punkt,  dessen  Lage  durch 

Coefficienten  a,  b,  c  bestimmt  ist.  dieCoelHicienten  a,b,  e  bestimmt 

Man  nennt  daher  obige  Gleichung  ist.    IMan   nennt  daher  obige 

die    Gleichung   der  durch  Gleichung     die  Gleichung 

sie  bestimmten  Bbene.  des  durch  sie  bestimmten 

Punktes. 


Die  iileichungeu : 
(3) 


Die  Gicicilungen : 

!a«+6y  'fca!*-l  =  ü 
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oder  die  ans  ihrer  Vorbiedung  oder  die  aas  |phrer  Verbindung 
etcb  ergebendeo:  sieh  ergebenden: 


X  = 


(4) 


ab'—a'b 


y  -  ab'-a'b  * 


gelten  für  alle  unkte,  weiche  in  gelten  fiBr  alle  Ebenen,  welche 
den  beulen  durch  die  Gleichao*  dnrch  die  beiden  dnrch  die  Giel- 
gen (3)  einzeln  aasgedrdckten  chnngen  (3)  einzeln  auBgedrück- 
Ebenen  zugleich ,  also  in  der  fen  Punkte  xugleleh»  also  aueb 
Schnittllttie  dieser  Ebenen  He-  dnrch  deren  Verbindongsgerade 
geo.  Die  Gesammthelt  Jener  geben.  Die  Geeammtbett  jener 
Punkte  kann  man  eine  gerade  Ebenen  nennt  man  ein  Ehe« 
Punktfolge«  die  sie  enthal-  neuböschel,  die  ihnen  ge» 
tende  Gerade  die  Gerade  der  roelnschaftiiche  Geradedio  Axe 
'  Punktfolge  nennen*  Für  ir-  des  Büschels.  Für  irgend 
gend  awei  Punkte  p  und  p'  die-  zwei  Ebenen  E  und  E'  dieses 
ser  Punktfolge  geben  die  Glei*  Ebenenbüschels  geben  die  GleV 
chuogen  (4):  chungen  (4): 

x—xl'  _  ff—y*  _^ 


V  (6c'-6'c)»+(cfl'— c'ii)« + (ab'—  a'b)* 

Nufv  sind  einerseits  die  Quo*  Nun  sind  einerseits  die  Quo- 
tienten: tienten: 

öc'  —  b'c,  _ 


den  Cosinus  der  Winkel  gleich,  den  Cosinus  der  Winkel  gleicii, 

die  eine  den  beiden  durch  die  die  eine  zu  den  Verbindungs* 

Gleichongen  (3)  gegebenen  Ebc-  linicn  der  beiden  durch  die  Gtei- 

nen  zugleich,  also  auch  (Ickm)  cljunceii  (3)  j^eg^ebeiien  Punkte 

Schnittlinieparallele Gerade, oder  mit  dem  Cooi dinatenanfang  zu- 

jene,  dieGerado  der  Punktfolge,  gleiclr,  al^o  am  h  zu  deren  Ebene, 

selbst  mit  den  Axeu  macht;  an-  wie  zur  Biist  Jielaxe  senkrechte 

•derseits  ündet  man,  dass  der  Gerade  mit  den  Axen  macht; 

Ausdruck  anderseits  tiudet  man,  dass  der 

Ausdruck 
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den  Abstand  pp^  der  beiden'  gleich  ist  dem  Abstand  der 
Punkte  p  nnd  p^  darstellt.  Hie*  FasspunlLte  der  vom  Coordi- 
dnrcb  erscheint  die  Besiebnng  (5)  natenanfang  auf  die  Ebeoen  .£ 
In  der  Gestalt:  and  E'  gemilten  Lothe»  getheilt 

durch  das  Produkt  letsterer»  und 

in  der  Form 

1        sin  (£,  E') 


9  sin  (£,  6) .  sio  (£'',  ö)  ' 

„  1  /  1  

-  d  Atg      ,d)      tg  {£,  S)J 

dargestellt  werden  kann,  wo  d 
den  Abstand  der  Bfischeiaxe 
vom  Coordinatenanfang  bezeieh* 
>  net  Hiedurch  tritt  die  Bezie- 
hung (Ö)  in  die  Form: 

wo  flie  Zahlen  «,  ß,  y,  ^  die  eben  "  o  die  Zahlen  er,  /5,  y,  q  die  eben 
gegebene  Bedeutung  haben.  Da  gegebene  Bedeutung  haben.  Da 
durch  die  in  dieser  Beziehung  durch  die  Gleichungen,  in  welche 
enthaltenen  Gleicluioüen  offen-  diese  Beziehung  zerfällt,  offen- 
bar auch  eine  Verbindung  zwi-  har  auch  eine  Verbindung  zwi- 
schen einem  beliebigen  Punkt  p  «sieben  einer  beliebigen  Ebene  £ 
der  durch  den  festen  Punkt  //  des  durch  die  feste  Ebene  E' 
und  die  Richtung  («,  y)  ge-  und  die  Richtung  (a,  /?,  y)  der 
gebenen  Geraden  und  diesen  Bfischelnormalen»  wie  eine  Nor- 
Bestimmungsstücken  hergestellt  male  der  durch  den  Goordln&ten* 
is^  so  nennt  man  sie  die  Giei-  anfang  gehenden  Ebene  des 
chungen  dieser  Geraden.  Büsehels  heissen  mag,  bestimm- 
Nimmt  man  sur  Bestimmung  ten  Ebeoenbfiscbels  und  diesen 
einer  Geraden  xwei  Punkte  BestimmungsstScken  bergustellt 
und  p^  an,  durch  die  dieselbe  ist,  so  nennt  man  sie  die  Glei- 
gehen  soll,  so  findet  man  ans  chungen  dieses  Ebenen- 
(6)  für  irgend  einen  andern  .b  Osch  eis.  Wählt  man  sur  Be- 
Punkt p  dieser  Geraden;  Stimmung  eines  Ebenenbfischels 

zwei  Ebenen  E'  und  E**,  welche 
das<;elbe  enthalten  soll»  SO  gibt 
(6)  für  irgend  eine  andere 
Ebene  E  dieses  Biisebels: 


n\  a?~jr*  _y-y*  _  *  — _ 
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wo  hier 

Qi  "  PP"  ~  PP"  '  ^P" 

d.  i.  dem  Doppelverhäitniss  des 
Punktes  p  uiitl  des  unendlich 
fernen  Punktes  P  der  üeraden 
zu  den  gegebenen  Punkten  p' 
und  p"  gleich  ist. 

Zn  zwei  gegebenen  Punkten 
pi  and  ^10^'  Geraden  lassen 
eich  die  tibrigen  Punlcte  in  iaQ> 
ter  Paare  abordnen,  deren  Ab- 
stände von  den  gegebenen  Punk- 
ten gleiches  Verhältnies  haben, 
wobei  immer  der  eine  V  ausser- 
halb, der  andere  snischen 
den  Punkten  pi  und  p^,  liegt. 
Zwei  derartig  zusanimenhän* 
geiidoPunlrte  nennt  man  einan- 
der bezüglich  der  Punkte 
pi  undp^  harmoniscfi  zugo- 
ordnct.  Aus  der  solche  Punkte 
verbindenden  Gleichung 


folgt  alsbald 
V*Px 


PPI 

woS&t  auch  wegen 

P'p  ~Vp  —  PP' 

geschrieben  werden  kann: 
PPi  PPJ 


wo  hi^r 

L  _  6'»(^>  E')  .  sin(£-,  Jj 
sin  '  sin(£",  d)* 

d.  i.  dem  Doppelverbaltniss 
der  Ebene  E  und  der  durch  den 

Coordinafen  -  Anfang  gehenden 
Ebene  des  Büschels  zu  den  cre- 
j^ebcnpti  Ebenen  E'  und  E*' 
gleich  ist. 

Zq  zwei  gegebenen  Ebenen 
El  ond  E%  eines  Ebenenbnschels 
ordnen  steh  die  übrigen  Ebenen 
in  lauter  Paare  ab,  deren  durch 
die  Neigungssinus  gemessenen 
Abstände  von  den  gegebenen 
Ebenen  gleiches  Verhältniss  ha» 
ben,  wobei  immer  die  eine  Ebene 
(B  ausserhalb,  die  andere  (S* 
zwischen  den  Ebenen  £,  und 
liegt.  Zwei  derarti^i  verbun- 
dene Ebenen  hfM'-pen  einander 
bezüglich  der  Ebenen  E^ 
und  E^  harmonisch  zuge- 
ordnet. Aus  def  für  solche 
Ebenen  bestehenden  Gleichung 

sin  ((£,Ei)  8in(g|,(gO 
sin((E,£s)'~'sin((E%£^ 

 sin  E^ 

folgt  alsbald 

wofür  auch  \veeen 

sich  schreiben  ISsst: 
1 

tg(«,  e«) 
1  1 
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Beide  GleicbttogsformeD  geben 
bei  mehreren  Piinktespi,  pit .  • . .» 
pn,  wo  obige  Definition  harmo- 
nisch attgeordneter  Punkte  of- 
fenbar nicht  mehr  angewendet 
werden  Icann,  sofort: 


P'VX  ,  V>2  .  .  V'pn 
  +   +  


=  0 


Beide  GleiehtragsformeD  geben 
bei  mehreren  Ebenen  £1,  . 
£11,  wo  obige  Definition  harmo« 
nisefa  angeordneter  Ebenen  of- 
fenbar nicht  mehr  ausreicht,  so* 
fort: 

sin(«',j:,)  sin  £a) 
siii(»£,  A,)      siti  ((g,  £^ 


sin  En) 


oder  identisch  mit  dieser: 


1 

1 


sin(e,/;„) 

oder  hiemit  identisch: 

l 


=0 


wegen  welcher  (jlleichang  der 
Piinlct  ^  auch  der  harmo» 
nisch  Mittlere  der  Punlcte 
pi»  Ptf*"»>  p»  bezfigüch  des 
Punlctes  p  genannt  werden 
kann.  Aus  diesen  Gleichungen 
folgt,  wenn  q  die  vor  (0)  ange- 
gebene Bedeutung  für  die  Punkte 
y  msd  p',  Qy.  fifr  p  und  fx,  j'» 
für      und  bat« 


I- 


1 


tg(i£,i:^V*^'**""*Tg(«. 


wegen  welcher  Gleichung  die 
Ebene  df' auch  die  harmonisch 
Mittlere  der  Ebenen  Ei, 
E^y...yEn  bezifgltch  der 
Ebenol  genannt  werden  kann. 
Aus  diesen  Gleichungen  fojg^ 
wenn  q  die  vor  (6)  angegebene 
Bedeutung  für  die  Ebenen  € 
und  r,  ()x  ftir  «  und  für 
und  En  hat, 


(8)  - 
und 

(9) 


Ol      H  9» 

und 

1  _  1  / i  M 


und  hiemit  für  die  Coordinaten  und  hiemit  für  die  Toordinaten 
harmonisch  zugeordneter  Punkte    harmonisch  zugeordneter  £li«uen 


oder 
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Da  ietitere  Gleichimgen  die 
Coordinateo  tod  v'  im  ersten,  die 
des  Punktes  p  aber  im  (n    ] )  ten 

Grade  enthalten,  so  lässt  sieb 
leicht  schliessen,  daes,  während 
einem  Punkt  |>  nur  ein  ein- 
siger als  harmonisch  Mitt- 
lerer von  mehreren  (71)  ge- 
gebenen dersen)cn  Gera- 
den e n  ts p r i  cl»  t ,  ein  P ij  11  k t p' 
harmonisch  Mittlerer  der 
gegebeneu  Punkte  bezng- 
lichn  —  1  ao derer  sein  kann. 


Da  letztere  Gleichengen  die 

Coordlnaten  von  ®'  im  ersten, 
die  der  Ebene  (Saberii|i(rt — l)ten 
Grade  enthalten »  so  lüsst  sich 
leicht  schliessen,  dass  wth- 
rend  einer  Ebene  (£  nur 
eine  einzige  als  harmo- 
nisch iVIittlcrc  VQn  mehre- 
ren (n)  gegebenen  dessel- 
ben Bnsc^hels  entspricht, 
eine  Ebene  harmoniisch 
Mittlere  der  gegebeneu 
Ebenen  bezüglich  n  —  \  an- 
d  crer  sei  n  ka nn. 


B.   Die  algebraische  Fläche,  bestimmt  darch  das 

Gesetz  ihrer  Punkte  und  lieruhrungsebenen. 


i. 


Wie  die  Gleichung  des  ersten 
Grades  zwi.^chen  den  drei  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  allen  Punk- 
ten gemein  ist,  welche  in  der- 
selben durch  die  CeelVclenten 
der  Gleichung  hestimmten  Ebene 
sich  befinden,  so  wird  durch  eine 
Gleichung  höheren»  etwa  nten 
Grades  zwischen  drei  Punkt- 
ceordinaten  eine  Fliehe  be- 
stimmt, auf  welcher  alle  Pnnkte 
liegen»  deren  Coordinaten  jener 
Gleichung  genfigen,  und  welche 
nach  dem  Grade  der  Gleichung 
eine  Fläche  nter  Ordnung 
genannt  wird.  Die  Gleichung 
selbst  heisst  die  Gleichung 
dieser  Fläche.  »Sei  nun  als 
Gleichung  einer  .  Fläche  nter 
Ordnung: 


Wie  die  Gleichung  des  ersten 
Giados  zwiscbeu  den  drei  Coor- 
dinaten einer  Ebene  allen  Ebe- 
nen gemein  ist»  welche  durch 
denselben  dnreh  die  Coefficien* 
ten  der  Gleichung  bestimmten 
Punkt  gehen,  so  wird  durch  eine 
Gleichung  höheren,  etwa  nten 
Grades  zwischen  drei  Ebenen- 
coordinaten  eine  Fläche  he* 
stimmt,  welche  von  allen  Ebe- 
nen umhüllt  oder  bertthrt  wird, 
deren  Coordinaten  jener  Glei- 
chung genügen,  und  welche  nach 
dem  Grade  der  Gleichong  eine 
Fläche  nter  Klasse  genannt 
wird;  die  Gleichung  selbst 
hoisst  die  Gleichung  dieser 
Flrirbo.  Sei  min  als  Gleichung 
einer  Flüche  nter  Klasse: 


10)     f(a!,  y,  z)  =  A(af»  9,  t)         +^-J^-^ . . . .  +  A  -f /o  -  0 
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gegeben,  wo  die  Funktionen  ^,  gegeben,  wo  die  Fiinkfi(»nen  f»,  " 

fu-\,  fn-2  bezüglich  der  fonr-  fn-i,  fn-^---  bezüglich  dor  Coor- 

dinaten      ij,  z  homogen  iiml  von  diiiaten  x,y,  z  homogen  und  von 

den  Graden  7i,  ?i  —  },n~2,..  . .  den  Graden  n,  «  —  1,  m  —  2, .  . . , 

sind,  und  seien                *   ,  sind«  und  üeiüii 

(U)    ■              =  =      =  , 

die  Gleichungen  einer  Geraden«  die  Gleichungen  eines  Ebenen- 
weiche durch  den  Testen  Punkt  bOschelsj  vi-eicbes  die  feste 
oder  Oc,  |)  geht  und  gegen  Ebene  <E  oder  (je,  9,  |)  enthält 
die    Coordinatenaxen    Winkel  und  dessen  Normale  gegen  die 

macht»  deren  Cosinus  durch  die  Axen  Winkel  macht,  deren  Co* 

Zahlen  ff,  jS,  y  ausgedrückt  sind ;  sinus  durch  die  Zahlen  a,  ß,  y 

Q  ist  dann  der  Abstand  pp  des  ausgedrückt,  sind;  ^  hat  dann 

festen  Pintlxtes  pvon  einem  an-  den  Werth 

dem   Funkte  p  oder  (.r,  3^,  z)  ^  ^ 

der  Gpradrn.  p  \n  der  Richtung  ^        3  •  8in(<|^,d).si„(A;;d)? 

der  Geraden  vor  p  liogona  an- 

genommoti.     Für    die    Punkte,  l^l>cnc  <£-  des   Büschels  in 

welcli.    ,!i..sc   Gerade   mit  der  jener  Normalen 


I  lache  (10)  gemein  hat,  also  für 


oberhalb  der  andern*  Büschel- 


die  Schnittpunkte  der  (;oraden  ebene  £  angenommen,,  wahrend 
mit  der  Fläche,  lür  u eiche  die  ^  Abstand  der  Schnittlinie 
Gleichungen  (lü)  und  (M)  zu  beider  Ebenen,  also  der  Busch«|- 
sammen  l»estchcn ,  erhalt  man  »»e  vom  Coordlnatenanfang  he- 
durch  Einsetzen  der  aus  (I I)  ge  beutet.  FOr  die  Ebenen,  «reiche 
sogenen  Werthaaadrflcke ;  *'*'**^  Bflschel  mit  der  FISche 

(10)  gemeiu  hat,  also  ffir  die 
durch  di«  Büschelaxe  gehenden 
fierOhruiigsebenen  der  Fläche, 
für  welche  die  Gleichungen  (10) 
und  (11)  zusammenbestehen,  er- 
halt man  durch  Einsetzen  der 
aus  (II)  gesogenen  Werthe: 

in  die  Gleichung  (10):  in  die  Gleichung  (10): 

(12)  f(x.ij,t)=f(t-at.P-ßf,}-y0 

Thcil  XLIV-  14 
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wo  rar  die  Coefficienten  der  Po-  wo  für  die  Cocfficienten  der  ver- 
teiizen  von  n  die  Beziehungen  schicdencn  Potenzen  von  q  die 
bestehen:  beüieliungen  bestehen: 

(7^f)T('''.+''|+4P<''''"  ' 


♦)  Aus  der  für  die  homogene  Punktion  Irten  GradM  Ä  bc«t«hendco 
IdentUftt« 

fk  (ü  ^ciQ,  — )  =  A  ("ß  +  •) 

« 

fulgt  niinllch  durch  beideraeitige  Enlvicklong  sofort: 

+  •  (a^  +  ....)V* («i +  ^1  •  (a ^  +. .)V*(«v.% 
und  dadurch  for  CoelBcienteii  gloicher  Potensen  TOn 

Folge  hie  von  i«t  für        /»+/W^l-|-....+A -t-Zo  die  Glelcbong: 

welche  der  allgeiueine  Ausdruck  obiger  Ue?.iehuQgen  ist. 
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Da  die  (^Icichuns?  (12)  bezüg- 
lich Q  vom  uiQix  Grade  ist,  also 
wegen  Q—^p  durch  sie  ?i  Lagen 
des  Punktes  p  ab  der  Geraden 
•  *  «nd  der  Fläche  zugleich  ange- 
hörig bestimmt  sind,  80  zeigt 
sieb  «ilsbald,  dass  eine  Fläche 
Itter  Ordnung  durch  eine 
Gerade  im  Allgemeinen  in 
fi  (nie  mehreren)  Punkten» 
diireh  etneEbenealsonach 
einer  Kurve  nter  Ordnung 
geschnitten  wird.  Die  ein» 
zelnen  der  Gleichung  (12)  ge- 
nügenden Werthe  ron  q  oder 
die  Lagen  der  Schnittpunkte  p 
hängen  ah  von  den  in  den  Coef- 
ficienteo  jener  Gleichung  vor- 
kommenden Zahlen  X,  t),  }  und 
y»  d.  i.  von  der  Lage  der 
hiedurch  hostimmten  Ceradrn; 
besondero  Beacfitung  \prdietion 
hier  die  Fällf,  wo  der  erste  oder 
*  mehrere  der  ersten,  der  letzte 
oder  mehrere  der  letzten  Coet- 
ficieuten  für  gewisse  Werthe 
von  jr,  I),  I  und  a,  y  Null 
werden.. 


Da  die  Gleichung  (l'>)  bezüg- 
lich Q  vom  nten  Grade  '\»{,  also 
wegen 

_  1  sin(g,   

^■-d  *8in(e,  d).«in(£;,d) 

1 


=1( 


e.d)) 


tg(i?,  6)  tg(«, 

durch  sie  n  Lagen  der  Khcno  E 
als  dem  Büschel  und  der  l^'läche 
zugleich  angehörig  bestimmt 
sind,  so  zeigt  sich  sogieicli,  dass 
eine  Fläche  nter  Klasse 
dnrch  ein  EbenenlrfischeC 
mit  n  (nie  mehreren)  Ebe- 
nen,ein  ebener  Schnitt  der 
PIftche  in  n  Geraden  be- 
rührt wird,  letzterer  also 
eine  Kurve  nter  Klasse  ist. 
Die  einzelnen  der  Gleiclittng(12) 
genügenden  Werthe  von  ^  oder 
die  Lagen  der  Berährungschenen 
E  hängen  ab  von  <Ieu  in  den 
Cocfficienten  jener  Gleichung  vor- 
kommenden Zahlen  X,  \),  }  nod 
et,  ß,  y,  d.  i.  von  der  i^age  des 
hiedurch  hestimniten  Khenen- 
hüschels;  besondere  Beachtung 
verdienen  hier  die  Fiille,  wo  der 
erste  oder  nK^lirerc  <ler  ersten, 
der  letzti-  «nlri  mein rre  der  letz- 
ten roeihcieril''ii  tür  gewisse 
Werthe  von  jr,  }  und  «,  ß,  y 
Null  werden. 


Der  Fall 

(13> 


Der  Fall 


tritt  ein,  wenn  der  feste  Punkt  p 
auf  der  Fläche  selbst  liegt;  es 
M-ird  dann  einer  der  Werthe  von 
etwa  ^1 ,  zu  Null,  wodurch 
anch.p/^i  verschwindet,  also  ein 
Schnittpunkt  pi  mit  p  zusam- 


tritt ein,  wenn  die  teste  Ebene 
$  selbst  eine  Berährnngsebeni* 
der  Fläche  ist;  es  wird  dann 
einer  der  Werthe  von  q,  etwa 
9i  zu  Null,  wodurch  tg(£i,J) 
s:tg((El,     wird,  aUo  eine  Be- 

14» 
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nienfallt    Die  übrigen  Schnitt-  rühruij^sebciie  Ex  mit  ^  /.u^am- 

punkte,  also  die  durch  |j  in  der  menfällt.    Die  übrigen  zum  Bü- 

Richtung  (a,     y)  gehenden  Seh-  scbel    gehörigen  Beräbrungs* 

nen  der  Fläche  bestimmeii  sich  ebenen  der  Flache  bestimmen 

aus  der  Gleichung:  eich  ans  der  Gleichung: 

•     —f  fo^* ...  )  =  0. 

För  diejenigen  Werthe  v»n  «,  Für  diejenigen  Werthe  von  «r, 
ß,  welche  im  gegebenen  Falle  ßj  y,  welche  im  gegebenen  Falle 
auch  noch  die  Gleichung  auch  noch  die  Gleichung 

erlBIlen«  rttckt  noch  ein  swelter  erffillen«  föllt  noch .  eine  aweite 

Schnittpunkt  1^  auf  9  herein  und  Berttbrungsebene      mit  <E  zu- 

die  Gerade  wird  dann  eine  Tan-  sammen  und   die   Busch elaze 

genta  der  Fläche  in  p.   Da  ffir  selbst  wird  dann  auch  die  Fläche 

irgend  einen  Punkt         z  die-  berühren.   Da  ffir  irgend  eine 

ser  Geraden  Ebene      y,  t  dieses  Bfischels 

ai  —  %_y--\)_i  —  } 
»  ß  y 

ist,  wird  obige  Bedingung  auch  ist,  wird  obige  Bedingung  auch 
in  der  Form  in  der  Form 

*  4 

(<*-»)  5 + ^  - »'  ä + <'-»>|)/'"' 

geschrieben  werden  kUnnen»  geschrieben  werden  können» 
welche  sich,  da  für  welche  sich,  ^da  für  c  =  1 

fir,    ?)  =  fn{%,  \h  j)  +     i(r,  V,  ?)+ 

sonach  homogen  und  dadurch      sonach  homogen  und  dadurch 

(*^+ *^ = ^f^*  I, «) = ö 

•wird«  vereinfacht  in:  wird,  vereinfacht  in: 

» 

Es  ist  diese  Gleichung  he-       Es  ist  diese  Gleichung  he- 
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ifil^ich  X,  yt  z  vom  ersten  Grade  zOglicb  ae,  y,  x  Tom  ersten  Grade 

and  *2eigt  dadurch,  dass  alle  und  zeigt  dadurch,  dass  alle 

Geraden,  vrelche  in  dem  Punkte  Geraden,  welche  in  der  Berfih- 

p  der  Fläche  dieselbe  berühren,  rungsebene      der  Flftche  die» 

in  einer  Ebene  liegen,  deren  selbe  berühren,  sich  in  einem 

Ooordinaten  die  Werthe  Punkte  schneiden,  dessen  Coor- 

dinaten  die  Werthe 


«ftr      *  dB 

haben:  diese  Ebene  hcisst  die 
dem  Punlcte  p  entsprechende  R  e- 
rfihrangsebepe  der  Fläche. 

Bei  besonderen  Flfichengattun- 
gen  jeder  Ordnung  gibt  es  ein- 
seine  Punkte,  fllr  irelche  mit 
der  Gleichung  (13)  nnabhingig 
▼on  den  Zahlen  er,  ß,  y  zugleich 
auch  der  Gleichung  (14)  Gendge 
geschieht.  Sodann  fallen  in  je- 
der Richtung  der  durchgehen- 
den Geraden  zwei  Schnittpunkte 
Tsugleich  mit  p  znstammen  und 
die  Gerade  wird  erst  eine  Tan- 
gente der  r!n<'he  in  |?,  wenn  für 
L'ewisse  IJk'htiiiigeii  noch  ein 
(liitfer  Sfhnilfpuiiiit  auf  p  hercin- 
rücUt,  ^^  clrhe  Richtungen  durch 
die  Gleichung: 


dp'  de'      df*  dt^ 

haben:  dieser  Pur.kt  heisst  der 
der  Ebene  (£  entsprechende 
Punkt  der  Fläche. 

Bei  besondern  FiScbengattun* 
gen  jeder  Klasse  gibt  es  ein- 
zelne Ebenen,  flir  welche  mit 
der  Gleichung  (13)  nnabhängig 
▼on  den  Zahlen  ß,  y  sugleieli 
anch  der  Gleicbnn;;  (14)  genügt 
wird.  Sodann  fallen  für  jede 
Lage  des  eine  solche  Ebene  ^ 
enthaltenden  Buscheis  zwei  Be* 
riihrungsebenen  zugleich  mit  die« 
ser  Ebene  zusammen  und  die 
Büschelaxe  wird  erst  selbst  auch 
die  Fläche  bpn'ihren,  wenn  für 
fjeu is.se  ljn'j[vu  noch  eine  dritte 
Ben'ihrnngsebene  mit  ^  zusam- 
menfällt, was  durch  die  Glei- 
chung: 


angezeisit  werden.     Aui,  (iieser  anc^czei^t  wird.  Aus  dieser  Glei« 

Gleichung  criiait   man    für   die  cliung  erhalt  man  für  die  Coor- 

Coordinaten  .r,      :  eines  belie«  dinaten  .ly  t/,  z  einer  beliebigen 

bigen  Punktes   einer  solchen  Ebene  durch  eine  solche  Tan- 

Tangente  in  p  sogleich  gente  in  sogleich: 

aus  welcher  Gleichung  er»icht>  aus  welcher  Gleichung  ersieht' 

lieh  ist,  dass  diese  Tangenten  lieh  ist,  dass  diese  Tangenten 
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einen  Kegel  zweiter  Ord-  eioe  ejj^ene  Ourve  ztveiter 

nong  beschreiben,  dessen  Klasse     umhülleo»  deren 

Spifze  der  Punkt  p  ist.  Ebene  ist. 

Solitc  für  einzelne  Punkte  sol-  Sollte    fi'ir   einzelne  Lbencn 

eher  bcsoudeiii   Fläehcngattun-  solcher  üe>oncit  ren  Flächengat- 

gen  mit  der  Gleichnn*;  (13)  uu-  tungen  mit   der  tilei<  [uincr  (13) 

abhängig  vuii  den  Zahlen  a,  uuahhanc;!?  von  den  Zahlen  a, 

y,  Sdivohl   der  Gleichung  (14),  ß,  y,  sawdhl  der  Gleichung  (14)  , 

als  auch  der  Gleichung  (15)  noch  als  auch  der  (jileichung  (15)  noch 

genügt  fverdcn,  so  würde  erst  genügt  werden,  so  würde  erst 

die  Gleichung  .  die  Gleichung 

die  Kiciituiigen  bestimmen,  in  die  Richtungen  bestimmen,  In 

welcher»  eine  durch  einen  solchen  welchen  eine  in   einer  solchen 

Punkt  \>  gehende  Gerade  die  Ebene  (0  liegende  Gerade  die 

FISche  bertthrt»  letztere  würde  FlScbe  IkerObrt,  letztere  würde 

also  im  Punkte  |^  ^on  einem  also  durch  die  Ebene     In  ei' 

durch  denselben  gehenden  Ke^  ner  In  letzterer  liegenden  Curve 

gel  dritter  Ordnung  berührt  wer-  dritter  Klasse  berührt  werden, 

den.   Und  ebenso  weiter.  Und  ebenso  weiter. 

Wird  für  besondere  Werthe  Wird  l'iir  besondere  Werthe 

von  u,  ß,  y  von  a,  ß»  y 

m                           ft  y)  =  0, 

so  wird  einer  der  Werthe  von  so  wird  einer  der  Werthe  von 

Q,  etwa  ^1  unendlich  gross,  da-  (},  etwa  ^|  unendlich  gross,  da^ 

her  in  der  durch  jene  Wcrfhc  an-  her  in  der  durch  jene  Werthe 

gezeigten  Richtung  gemäss  dpr  angezeigten  Richtung  der  Bü»- 

Bedeutung  von  Qi  der  Schnitt-  scheinormale  gemäss  der  Be- 

pnnkt  pi   ins  Unendliche  lallt,  deutung    von    Qi    und  wegen 

Für  einzelne  Lagen  der  in  ei-  tg(£|,  8)      0   die  IJenifirungs- 

ner  solchen  Richtung  gellenden  oheno        durch  den  (  oordina- 

Geraden  wird  noch  ein  zweiter  tenanfang  gehen.    Für  einzelne 

Werth  von  q,  also  g.^  unendlich  Lagen   der  durch  eine  solche 

gross,  also    noch    ein   zweiter  iVormale    bestimmten  Büschel 

^Schnittpunkt  mit  der  Fläche  in's  wird   noch  ein  zweiter  Werth 

Unendliche  fallen  und  die  Ge-  von  q,  also  ^.^  unendlich,  also 

rade  dann  eine  Asymptote  der  noch  eine  zweite  Beröhrungs- 

F I  Seh  e  sein.  Diese  Lagen  sind  ebene  der  Fläche  durch  den  Coor- 

bedingt  durch  die  Gleichung  dinatenanfang  gehen  und  die 


Dlgitized  by  Google 


Dietrich:  Analytisch -geomiritehe  Parallelen.  215 

ßüschelaxe  dann  die  Fläche 
gleichfalls  berühren.  Diese  La- 
ge fi  sind  bedingt  durch  die  Glei- 
chung 

^^^^  +       +  ft3')  =  0, 

welche  zeigt,  dassalle  in  glei-  welche  zeigt,  dass  auch  die  Bü- 
cher Richtung  gehenden  schelaxen,  welche  in  einer  durch 
Asymptoten  einer  Fläche  den  Coordinatenanfang  gehen- 
in einer  Ebene  liegen.  In  den  Berührungsebene  der  Fläche 
besonderen  Fällen  kann  sich  als  dieselbe  berühren,  sich  in  einem 
Ort  der  Asymptoten  gleicher  Punkt,  dem  Berührungspunkt 
Richtung  auch  ein  Cylinder /ivoi-  jener  Ebene  mit  der  Fläche* 
ten  oder  höheren  Grades  ergeben,  schneiden. 


II. 

Als  nächste  der  Beziehungen       Als  nächste  der  Beziehungen 

der  Punkte  pi,  p^*  ""»Pn,  in  der  Ebenen  E^,  E^,^ .... ,  En,  mit 

welchen    die   Gerade  (11)   die  welchen  das   Büschel  (11)  die 

Fläche  (lü)  schneidet,  zudem  Fläche  (10)  licrührt,  zu  der  festen 

festen   Punkte  dieser  Geraden  Ebene  €  iiie>cs  Büschels  lindet 

findet  man  aus  der  Gleichung  man  aus   der    Gleichung  (12) 

(12)  alsbaid:  ,  alsbald: 


((5sin(®,  8)r 

Hin(g.Et).>siii(^.£2)-S>»(<^»^>t) 
^  si  n  ( El  ,ö )  sin  {E^ö)  ..sin  (EufS)  * 

wodurch  ein  Werthausdruck  für  wodurch  ein  Werthausdruck  für 
dae  Predoict  der  Abstände  jener  das  Produkt  der  Neigungsver> 
Sebnittpankte  vom  festen  Pankt  bAltnisse  jener  Berfihmogsebe' 
p  gegeben  ist  Ist  necb  ein  nen  gegen  die  feste  Ebene 
weiterer  Punkt  der  Geraden  (11),  und  die  Ebene  durch  den  Coor« 
so  gibt  obige  Beziehung  ferner:   dinatenanfang  gegeben  ist.  Ist 

noch  eine  ireitere  Ebene  des 
Bfiscbeis  (11),  80  gibt  obige  Be- 
'  Ziehung  ferner: 
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(18) 


=©■ 

aip(<g,gi).siD«g,£2)..siii(g,£H) 

^  8in  ' 

^x«iii(e',js;i)...8iD(®',£«)  > 

woraus  man  vorerst  leicht  foU  wo  ^  untl  ^'  die  Lothe  vom 
gern  Icann,  dass  Je  nachdem  Coordinatenanfaog  auf  die  Ebe- 
die  Zahlen  f{ft  9»  |)  und  f(j*t  9'«  I')  oen  und  <0'  bedeuten  and  aus 
gleiche  oder  entgegengesetzte  welcher  vorerst  folgt,  dass»  je 
Vorzeichen  haben,  von  den  nachdem  die  Zahlen  f{tf  tf,  |) 
jSchnittpunkten  p  in  der  Rieh-  •  und  f(j^,  9', gleiche  Vorzei-  , 
tung  der  Geraden  gleichseitig  chen  haben  oder  nicht,  sich 
eine  gerade  oder  ungerade  An-  gleichzeitig  eine  gerade  oder  un- 
zalil  vor  p  und  p'  sich  befindet  gerade  Anzahl  der  Üeruhrungs* 
oder  nicht*  ebeben  E  in  der  Uichtung  der 

ßtisciielnorniale  ober  ®  und  (S' 

„.    ,  .  ,  ^ .     sich  befindet  oder  nicht. 

Werden  drei  beliebige  nicht  iii 

einer  Geraden  liegende  Punkte  Werden  durch  die  Schnitt- 

Pf  V'i  P"  paarweise  durch  Ge-  linieo  von  drei  beliebigen  Ebe< 

rade  verbunden  und  sind  pi,  oen  (B,  (B',  QSf*  Büschel  gelc<;t» 

Pt,        p»i  p'if  p'2»  p*ni  welche  die  Fläche  (10)  beziig* 

P'\*  p%  "»'*p'*n  die  Schnitt»  lieh  mit  den  Ebenen  £1, 

punkte  der  Geraden  pp*,  p'p*',   Ej^;  £'i,£'s  E*n;  E"u  E"^ 

p**p  mit  der  Füche  (10),  so  er-  ....,£"«1  berühren,  so  gibt  obige 

hält  man  ans  (18)  nacheinander:  Beziehung  nacheinander: 

fix,  ihjl^ 

4  sin  («',£,)  Y 

i  Xsio  («e',      ....  sin  (^',  En)  $ 


VPl'VP^""PPn 
P'PI'V'P'I  "V'Pn' 


St 


fix',  tj\  r) 


V'P'i  P'P%"-'P'p"n 

rp'ip"p^^'*'^rp*n 


<  sin(vr",£\)  ) 

''Xsin((gS/:  >)  ..sin((g%J5yn)> 

t\xii(t\E\)  y 

<X8in(C'',£V  ..sin((E5",£V)! 
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M  9, 1) 


=(*)■ 


;         8io(«",£''j)  > 


s 


sin((E,£"i) 


Durch  Multiplikation  dieser  Durch  Mulli|>lika(ion  dieser 
Gltiehangen  wird  dano  sogleich:    Gleichungen  wird  dann  sogleich : 


VPl  '  VP%  "VPn.  V'p\  .  V>  2  . . .  V'p'n 
Pp^lA^P^  ^Pp"n .  P'Pi  ,p'pt  ...r/J« 


(19) 

si  n  (g,  £,  ).siii  (C,  ...sin  (g,  jg«) 
8in(C,£",).gin(«,£"«)  .siii(«,£?"«) 

Jxsince^i:^^)...  sinjev^'«)^ 

8in  ((E',  £\)  — 
iXsin  (<£',  E.,) ....  sin      £„)  > 


welche  Gleichung  folgende  Ver> 
allgeroeinening  des  bekannten 
Satzes  vom  Dreieck,  dessen 
Seiten  von  einer  Geraden  ge- 
schnitten  werden,  ausspricht: 

Wenn  man  irijeud  drei 
nicht  in  d  e  r ö e I  b  c  fi  G e  r ml e n 
liegende  Punkte  durch  Ge- 
rade  verbindet«  welche 
eine  algebraische  Flache 
10  der  ihrer  Ordnung  ent- 
sprechenden Anzahl  von 
Punkten  schneiden,  und 
man  von  einer  Geraden  zur 
andern  gehend  die  Ab- 
stSndedieserSchnittpnnkte 
von  dem  det  entsprechen- 


=1. 

welche  Gleichung  folgende  Ver- 
allgemeinerung des  bekannten 
Satzes  vom  Dreieck,  dessen 
Ecken  mit  einem  beliebigen 
Pnnkte  durch  Gerade  verbun* 
den  werden,  ausspricht: 

Wenn  man  durch  die 
Schuittlnüen  von  irgend 
drei  Ebenen,  die  nicht 
durch  dieselbe  Gerade  ge- 
hen, Ebenenbuscfael  legt, 
welche  eine  algebraische 
Fläche  mit  der  ihrer  Klasse 
entsprechenden  Anzahl 
von  Ebenen  berfihreo»  und 
man  von  ßQschel  zu  Bü- 
schel  die  Neigungen  dle^ 
ser  BerGhrungsebenen  ge- 
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den  Gerad«ii  uitd  der  vor-  geo  die  dem  eotsprechen- 

aiiBgegangenen,   ivie   von  deo  mit  dem  voransgegao- 

dem  der  erstem  und  der  gangeoen^  wie  gegen  die 

nacbfoigenden     Geraden  dem  ersteren  mit  dem  nach' 

gemeinscliaftlicben  Punkte  folgenden  Bü'scliel  gemein- 

misst,  so  sind  die  Produkte  sciiaftliciie  Ebene  misst, 

der   beiderseits    geluufle-  so  .sind  die   I^rodukte  der 

nen     Abstände     einander  Sinus  der  beidnrseits  ge- 

gieicb.  fundenen   INeigungeo  ein- 
ander gleich. 

Es  braacht  bloss  erwähnt  au  -  braucht  bloss  erwähnt  zu 
werden,  das»  in  derselben  Weise  «erden,  das«  dieser  Satz  auch 
das  Bestehen  dieses  Satzes  be-  besteht  und  in  gleicher  Weise 
wiesen  wird,  wenn  eine  Fläche  bewiesen  wird,  wenn  eine  Fläche 
durch  beliebig  viele  Gerade,  die  t^u^cb  beliebig  viele  Büschel« 
«nf  einander  folgend  paarweise  die  auf  einander  folgend  paar- 
einen Punkt  gemein  haben,  ge-  ^^^'^^  ^'f'^'  Ebene  gemein  haben, 
schnitten  wird.  berührt  wird. 

Von  den  Anweudnngen  obigen  Anwendungen  obi- 

Sataes  möge  die  Bestimmung  8®"           verdient  die  Bestim- 

der  ßerfibrungsebene  einer  al-  """"8       Punktes,  in  welchem 

gebraiscben  Flfiche   tör  einen  «f"*^  algebraische   Fläche  von 

gegebenen  Punkt  derselben  hier  <^«ner  gegebenen  ihr  zugehörigen 

Plata  finden.   Um  nfimlich  die  ^'^^"^  ^«^«»»^t  ^'^d'  Erwähnung. 

£bene  au  finden,  welche  eine  den  Punkt  zu  fin- 

gegebene  Fläche  in  dem  Punkte  "  eichen)  die  Ebene 

p  derselben  berührt,  sei  vorerst  gegebene  Fläche,  der  sie 

der  Punkt»)  dem  gegebenen  sehr  »"gel«"''-  hcnihrt,  sei  vorerst 

nahe  und  ausserdem  noch  zwei  ^'^            ^  '^^'^  ^ 

Punkte  \>'  und  r  angeoommen,  "'"^  ausserdeu.  noch  zwei  Ebe- 

die  mit    V    und   untereinander  ®'    ""^   ^"  angcnoniraen, 

durch  die  Geraden             und  ^e'^he  die  €  und  sich  selbst 

Ij'"  verbunden  seien.  Cierudeu       0"  und 

schneiden.    Sind   nun  E\  und 

Sind  nun  p\  und  jy'i    die  jE"i,  deren  Schnittlinie  ^  sei,  die 

Punkte,  in  welchen  die  Geraden  der  E  nächsten  Berübrungsebe- 

0'  und  ^"  die  FtSche  dem  Punkte  nen  der  Fläche  in  den  Büscheln 

y  am  nächsten  treffen,  so  gibt  durch  fl'  und  f^*',  so  gibt  die 

die  Gleichung  (19)  sofort  den  Gleichung  (19)  sofort  den  Werth 

Werth  des  Verhältnisses  des    Verhältnisses  ^^^^m*vÄ 

oder  des  ihm  gleichen         wo    oder  des  ihm  eleicben  ^l"  ^*  ^  j» 
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^  und  if*  die  Schntttpankte  ei- 
ner cur  Geraden  pi/^'i  Paral- 
lelen mit  0'  unß  0"  sind. 
LftBst  man  nun  p  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  p  zusammen- 
fallen, so  wird  (las  gleiche  mit 
mit  den  nächsten  Schnittpunkten 
p\  und  p"it  sowie  mit  der  Ge- 
raden p'ip'\  geschehen  und 
letztere  die  Fläche  in  p  berüh- 
ren. Die  Riclitu?isr  dieser  Tan- 
gente ist  bestimmt  durch  die 
Gleichung; 


LSflat  man  dann  die  9  mit  der 
gegebenen  Ebene  £  susammen- 
fallen«  ao  wird  das  gleiche  mit 
den  nächsten  Berfibrungsebenen 

(£',  Qjf*  und  der  Geraden  g  ge- 
schehen und  letztere  eine  Tan* 
gente  der  Fläche  in  E  werden. 
Die  Lage  dieser  Tangente  zwi- 
schen g'  und  $"  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 


(20) 


sin  ig,  9") 


^  sin  iE,  E"^) ...  .ein  (E,  E"n)  > 
 \        x((B'\E"\)....  5 

5/>/)V.p;'«  0-1>>'W'y«i'   '^Ssw{E,£'^....8m{E,E'n)  [ 

i        sin  («1«,  JE*«!  l 
^  ^ \xmmE^^9iiu{^,E\)\ 
»inC«^,«««)  ^* 
fXsi5«E',E-'i)  ..sin(«',£««)^ 

Es  ist  sonach  die  Bestimmuns 
dieser  Tangente  zurückgeführt 
auf  die  Construktion  einer  durch 
den  Schnittpunkt  zweier  gege- 
benem Geraden  gebenden  dritten 
Geraden,  weiche  mit  ersteren 
Winkel  von  gegebenem  Sinus- 
verbältniss  bildet.  Es  ergeben 
^iüii  dadurch  zwei  Richtunsen 
der  gesuchten  Geraden,  zwi- 
schen welchen  man  nach  dem 
Vorzeichen  des  oben  gegebeut  a 
Verhältnisswertbcs,  oder  nach 
der  Anzahl  der  oberhalb  der 
Ebenen  E,  Qt,*  and  befindli- 
chen Berfifarungseheneo  der 
Fläpbe  SU  wählen  hat.  —  Durch 
eine  aweite  in  gleicher  iVeise 
bestimmte  Gerade  oder  Tangente 


Es  ist  sonach  die  Bestimmung 
dieser  Tangente  auf  die  Con- 
struction  einer  Geraden  zurfick- 
geföhrt,  tvelche  zwei  gegebene 
Gerade  in  Pitnkten  schneidet, 
welche  vom  Schnit([)nrikt  dieser 
(Jeradoti  Abstände  von  gei»ebe- 
nen  ^  erliäKniss  haben.  Es  lie- 
fert die  Liisiing  dieser  Auftrabe 
zwei  Richfiintjen  der  gesuciiteu 
Geraden,  als«»  auch  der  Tangente, 
zwi^ichen  welchen  man  je  nach 
dem  Vorzeichen  oben  gegebenen 
Verhältnisswerthes,  oder  nach 
der  Anzahl  der  vor  den  Punk- 
ten und  ^"  liegenden  Schnitt* 
punkte  mit  der  Fläche  zu  wäh- 
len hat.  —  Durch  eine  aweite  in 
derselben  Weise  bestimmte  Tan- 
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?enfe  ist  ihuin  auch  die  gesuchte  ist  dann  auch  der  gesuchte  Be- 
ßerübruugsebene  gegeben.  rühruagspunkt  gegeben. 

III. 

Oer  harmoniacb  mittlere  Punkt  Die  hannonisch  mittlero  Ebene 
pi  der  Schnittpunkte  der  Gera-  iB*  der  zum  Büschel  (iJ)  ge- 
den  (11)  mit  der  FlScbe  (10)  in  hörigen  BerGhrungsebenen  der 
Bezug  auf  den  Punkt  p  dieser  Fläche  (10)  in  Besng  auf  die 
Geraden  ergibt  sich  nach  Ebene  <E  dieses  Büschels  ergibt 
da  wegen  der  Gleichung  (Uj  sieb  nach  (d),  da  die  Glei- 
chung (12) 

l  +  i  +      +S     («Ä  ^^^-^yQ^'  ^'  ^>-/fr»  ^'  J> 

Ist,  mittelst  der  Gleichung  liefert»  durch  die  Gleichung 

r  d  d\^ 

i^C%^+^c/r;+yrf-?>>^-?) 

woraus  sogleich  l'Qr  die  Coor-  aus  welcher  fb'r  die  Coordinaten 
dinaten  jr',  9',  f  desselben  wegen  f,  9',  f  derselben  wegen  • 

_  ^jzf!  =3  9— _  In!.' 
^        ß  y 

und  durch  Einführung  der  die  und  durch  Einführung  der  ver- 

Horoogencität  von /(^,  II, })  her^  scbicdcricn  f(ftP,i)  homogen 

stellenden  Potenxen  von  e  =  1  n)acl)eiiden  Potenzen  von  e  =:  1 

folgt:  folgt: 

(Cr-f) +  |)/(r.  9. 1)  =  «ÄX,  9.  f) 

also  auch  also  auch 

'  Es  Ist  diese  Gleichung  unab-  Es  Ist  diese  Gleichung  nnab* 

hingig  von  einer   besonderen  bSngig  von  einer  besonderen 

Richttmg  (a,  ß,  y)  der  Geraden  Richtung  («,    y)  der  Büschel* 

und  für  die  Coordinaten  des  normalen  und  enthfilt  die  Coor- 
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Punkte«  vom  ersten,  für  die 
voD  1^  Ton  91— Iten  Grade,  wo- 
durch Iblgender  Satx  gegeben 
ist:  Wenn  sich  eine  Gerade 
um  einen  festen  Punict 
dreht,  w- eiche  eine  Flüche 
n te^r  O  r  d  n  u  n  g  in  j  c  d  e  r  R  i  ch - 
tung  in  der  ihrer  Ordnung 
zukommenden  Anzahl  von 
Punkten  schneidet,  so  he- 
schreibt  der  h  a  r «)  o  n  i  s  c  h 
31  i  t  ( I  c  r  c  dieser  S c !i  iii 1 1 - 
j)  u  n  i<  t  e  I)  e  7. «  g  l  i  c  h  «los 
festen  P unk tes  eine  IUm» n c, 
11 1)  (1  (]  er  Punkt,  b  c  z ü I  r  c h 
welcher  letzterer  seihst 
harmonisch  Mittlerer  der 
Schnittpunkte  mit  der 
Fla  eil  e  ist,  eine  l""  lue  he 
«  —  1  tc  r  ü  r  d  I)  u  I)  g. 

Den  festen  Punkt,  die  ihm  als 
Ort  der  harmonisch  mittleren 
Punkte  entsprechende  Ebene 
und  die  Fläche»  bezüglich  wel- 
eher  er  selbst  haniiofiisfh  Mitt- 
lererisf.  noniit  man  Pol,  l^olar- 
cbeuu  und  Pol  fläche.  Letz- 
tere ist  offenbar  mich  der  Ort 
der  Polo,  deren  Polarebencn 
durch  den  festen  Punkt  gehen. 

Liegt  der  Paokt  auf  derFISche, 
so  wird  wegen 


dinaten  der  Ebene  ^  im  ersten, 
die  der  <S  Im  i»-^lfen  Grade, 
wodurch  man  bat :  W  e  u  n  s  i  c  b 
ein  BQscfael  durch  eine 
feste  Ebene  bewegt,  wel* 
ciies  eine  FiSche  Jtter 
Klasse  in  jeder  Lage  mit 
der  dieser  Klasse  aukom' 
mengen  Anzahl  von  Ebe- 
nen berührt,  so  seht  die 
harmonische  AÜttlere  die» 
s  c  r  ß  e  r  li  I»  r « t»  s  e  1»  e  n  e  ti  b  e  ♦ 
zu  «^i ich  der  festen  Ebene 
durch  einen  festen  Punkte 
II  n  (!  n  m  h  ü  1 1 1  d  i  e  E  b  e  n  e ,  be- 
züglich w  e  I  (•  b  e  r  letztere 
selbst  b  a  r  III  u  n  i  s  c  i»  i\!itt- 
1  e  r  e  d  e  r  \\  c  r  li  h  r  \\  n  g  s  c  b  e  n  e  n 
der  1  1  ii  c  h  e  1  s  t ,  c  i  n  e  F I  ä  c  h  e 
n  —  If e r  Klasse. 

Die  feste  Ebene,  der  ihr  als 
Schnittpunkt  der  harmonisch 
mittleren  Ebenen  entsprechende 
Ptinkt  und  die  l'^l'ieiie,  bezüg- 
lich uelcber  sie  selbst  harmo- 
nisch Mittlere  ist,  heissenPoi- 
ebene,  Pol  und  Polfiäche. 
Letztere  wird  offcfibar  auch  von 
den  Lbenen  eini^ebiillt ,  ileieii 
Pole  aul  der  festen  Ebene  liegen. 

Ist  die  Ebene  C  eine  Beröb* 
rungsebene  der  FiSche,  so  wird 
tvegen 


0Ö) 


und  da  dann  f{f^  % ;)  zu  Null  und'  da  dann  /'(x,  x^,  |)  zu  iSull 

wird,  ^  fOr  alle  •Riehtungen  der  wird,  ^  fSr  alle  Richtungen  der 

Geraden,  bei  welchen  nicht  auch  BSscbelnormaten ,  bei'  welchen 

der  Nenner  des  Ansdrncks  für  nicht  anch  der  Nenner  obigen 

(  Null  ist  und  welche  also  nicht  Ansdrocks  Null  ist  und  also  die 
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in  die  Beruhrungebene  der  Fläche 
für  deo  Punkt  p  fallen,  gleich* 
falls  irerschwiaden,  folglich  p' 
mit  p  zusammenfaltett.  £0  wird 
daher  die  Polarebene  eines 
Flächenpunktes  zugleich 
die  B  e  r  u  h  r  u  n  g  s  o  I>  e  n  c  der 
F  lache  i  n  1  o  s  v  m  Punkte 
sei  II, was  srhoii  aus  der  in  die- 
sem Fall  c'irjtretendon  Ueher- 
cinstimmung  der  Gieiciiun»  (21) 
mit  (15)  geschlossen  werden 
kann.  Für  die  harmoniscli  Mitt- 
lerea  der  übrigen  Flachenpuakle 
auf  jeder  durch  p  gehenden 
Geraden  bezüglich  p  findet  man 
aus  (12) 


Bfischelaxe  nicht  selbst  Tao- 

gente  der  Fläche  wird,  gleidi« 
laKs  verschwinden,  folglich  (If 
mit  zusammenfallen.  Es  wird 
demnach  der  Pol  einer  FlS- 
chenebene  zugleich  derB e- 
riihrungspunkt  der  Fläche 
1!  n  d  dieser  K  b  e  11  e  s  ein.  was 
schon  aus  der  in  diest^in  Kalle 
eintretenden  tJebereinstinimung 
der  Cleichunc^  (*2I)  mit  (15)  ne 
schlössen  werden  kann, 
die  harmonisch  Mittleren 
übrigen  ßeruhrungsebenen 
Fläche  in  jedem  duiclj 
hcndeu  Büschel  bezüglich  <B  fin- 
det nwD  aus  (12) 


Für 
der 
der 
ge-' 


1 

i 


/  d  d 

(»-l).(«|+^^+yJ)/Dr,i^,|), 


also  auch 


also  aacb 

(23) 

=  («-!).  ((^-.)^  +  (»?-t,')^  +  (j-|')^)M  9,1), 


woraus  folgt :  1 )  r  c  h  t  s  i  c  h  e  i  n  © 
Gerade  um  ci/ien  Punkt 
einer  Fläche  «  1  e  r  O  r  d  n  u  n  g , 
so  beschreibt  der  harmo- 
nisch M  i  ttlere  der  übrigen 
Sc  b  n  i  1 1  p  II  I»  k  te  der  Gera* 
den  mit  der  Fläche  bezüg- 
lich jenes  Fläch enpunktes 
eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, und  isl  er  selbst  bar- 
manisch  Mittlerer  jener 
Scbnittputikte  besiiglicb 
der  Schnittpunkte  der  Ge* 


woraus  folgt:  i3ewegtsichein 
Büschel  durch  eine  Berüh- 
rung s  e  b  e  n  e  einer  Fläche 
nter  Klasse,  su  uinhülltdie 
harmonisch  Mittlere  der 
übrigen  zum  Büschel  ge- 
hörigen 15  e  r  ü  h  ru  ri  gs  e  be- 
nen  der  Fläche  bezüglich 
jener  Ebene  eine  Fläche 
zweiter  Klasse  nnd  ist  sie 
selbt  harmonisch  Mitllere 
jener  Beriihrvngsebenen 
bezüglich  derdem  Bfischel 
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raden  mit  einer  FISelie 
n — 2ter  Ordnung. 

Jeder  der  Schrtittpankte  einer 
gegebeneo  Fläche  mit  der  einem 
gegebenco  Punkte  p  bezüglich 
ihrer  entsprechenden  Poifläche 
hat  seinen  harmonisch  mittleren 
Punkt  bezGglicli  der  gegebenen 
Fläche  Dach  Obigem  in  der  ihm 
entsprechenden  Berührungs- 
ebene  letzterer,  aber  auch  in  )?. 
Es  folgt  daraus  sogleich,  dass 
die  Schnitt  kurve  einer  ge- 
gebenen Fläche  mit  der 
einem  gegei)enen  Punkte 
Ii  ^^  7  ü  g  1  i  c  h  ihrer  z  n  e  h  ö  r  i  - 
g e  n  P 0 1 f I  ;i c h e  z u g  1  e i eil  a u c  h 
die  Beriibrungskurre  des 
von  jenem  Punkt  der  ge- 
gegebenen  Fläche  um- 
schriebenen Kegeis  ist. 
Sind  ferner  /'  =  0  und/"=0 
^  die  Gleichungen  der  svrei  Punk- 
ten |i'  und  T^*  In  Bezug  aaf  'dle 
gegebene  Fläche  entsprechen* 
den  Poifläcben,  so  ist  Xf'\^f" 
=0  die  Gleichung  der  irgend 
einem  andern  Punkte  der  Ver- 
bindungslinie von  und  ent- 
sprechenden Polfläche,  welche 
offenbar  durch  die  den  beiden 
ersten  I'oUlächen  geroeinschafl- 
licben  Punkte  gleichfalls  erfüllt 
wird.  Man  ersiebt  hieraus  ein* 
mal,  dass  die  sämmtlichen 
Punkten  einer  Geraden 
bezöglirfi  einer  gegebe- 
nen Fläche  entsprechen- 
den Pol  flächen  diese! ho 
Schnittkurve  haben:  lonitr 
gehen  die  Beruhrungskur- 
ven  sä mmtlicher  von  Punk 


angebOrigen  Berührungs- 
ebenen  einer  FISehe  2- 
ter  Klasse. 

Jede  der  Ebenen«  welche  ei- 
ner gegebenen  Fläche  und  der 
einer  gegebenen  Ebene  iE  besiig- 

lich  ihrer  entsprechenden  Pol- 
fläche  gemeinschaftlich  sind,  hat 
ihre  harmonisch  mittlere  Ebene 
bezüglich  der  gegebenen  Fläche 
nach  Obigem  durch  den  Punkt 
gehend,  in  welchem  sie  letztere 
berührt,  aber  auch  in  ®  selbst. 
Man  siebt  IjitMan.s,  dass  die 
lieriihrungskurvc  einer  ge- 
gebener» Flüche  und  der  ab- 
wickelbaren Fläche,  welche 
durch  tlie  der  gegebenen 
I"  1  ä c h e  und  <1  e r  einer  ge- 
gebenen Ebene  bezüglich 
ihrer  zugehörigen  Pol- 
fläche gemeinschaftlichen 
Ebenen  bestimmt  ist,  zu- 
gleich die  Scbnittkurfeder 
gegebenen  Fläche  und 
Ebene  ist  Sind  ferner /'ssQ 
'und  /"=:0  die  Gleichungen  der 
zwei  Ebenen  ^  und  <E''  in  Be- 
äug auf  die  gegebene  Fläche 
entsprechenden  PolflSchen»  so 
ist  ;*r  =  0  die  Gleichung 
der  irgend  einer  andern  Ebjpne 
durch  die  Schnittlinie  von  ^ 
und  entsprechenden  Polfläche» 
welche  offenbar  durch  die  den 
beiden  ersten  Polflächen  gemein- 
schaftlicljen  Ebenen  auch  erfüllt 
wird.  Hieraus  ersieht  man  ein- 
mal, dass  die  sämmtlichen 
Ebenen  eines  Büschels  be- 
züglich einer  g:  o  «  e  b  e  n  e  n 
Flache  en ts  i  e  (  Ii  c  n  d  e  n 
Polflächen  von  derselben 
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♦ 

ten  einer  Geraden  aus  ei-  abwickelbaren  Fläche  he* 
ner  Fläche  «ter  Ordnung  röhrt  werden;  ferner  haben 
nmschriebenenKc£?eldurch  die  Schnittkurven  sämmt- 
dieselben  «(«— J)*  Punkte,   iicher  demselben  Büschel 

angehüri^rcn  Ebenen  mit  ei- 
ner FIfiche  »iter  Klasse  je 
w(7?  — 1)2  Punkte  an  densel- 
*  bei)  Ii e rühr ungsebenen  der 

Fläche. 

Ist  der  Punkt  p  im  Unendli-  Gebt  die  Ebene  <E  durch  den 
eben,  also  wenigstens  eine  sei-  Coordinatenanfang  und  ist  also 
ner  Coordinaten  und  hiemit  q  wenigstens  eine  ihrer  Coordina- 
unendlich  gross,  so  haben  in  fen  unendlich  gross»  so  haben 
der  Gleichung  (21)  bloss  mehr  in  (21)  bloss  mehr  die  mit  der 
die  mit  der  h"rchsten  Dimension  höchsten  Diroeosion  dieser  Coor- 
dieser  Coordinaten  versehenen  dinaten  versehenen  Glieder  Be- 
GJicder  Bedenttirig  und  dieselbe  deutuiig  und  dieselbe  reduzirt 
redazirt  sich  dadurch,  wenn  die  sich  daher,  ivenn  die  Zahlen  X, 
Zahlen  l,  fi,  v  dio  Verhältnisse  ^,  v  die  Verhältnisse  der  Coor- 
der  Coordinaten  von  \>  zu  dessen  dinaten  von  4£  zum  reciproken 
Abstand  vom  Coordinatenanfan^r,  Abstand  dieser  Ebene  vom  Coor- 
also  <iio  Cosinus  der  Winkel  dinatenanfang,  also  die  Cosinus 
der  diesem  unendlich  lernen  der  Winkel  der  Normalen  von 
Punkt  zustrebenden  IJeradeii  ge-  ®  gegen  die  Axeu  ausdrücken, 
gen  die  Axen  ausdrücken,  aul  auf- 

^'^^    wi + Ii + ^'  3r^f^^^''    + I*,  V)  =  0 , 

als  die  Gleichuni;  der  Polarebcnc    als  die  (ileicluuiix  des  Poles  ei- 

eines  in  der  Richtung  {kj  ^,  v)    ner  durch    den  Coordinatenan- 

liegenden  unendlich  fernen  Pank-   lang  gebenden  Ebene. 

tes.    Far  die  Schnittpunkte 

dieser  Ebene  mit  den  letzterem  * 

Punkte  zu  strebenden  parallelen 

Geraden  gibt  die  Gleichung: 

wegen  i^ji,  SS      :=....= w  die 
besondere  Beziehung: 

wonach  p*  so  zwischen  den  Punk« 
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teo  pi,  p%  ipn  liegt,  dass 

seine  Abstände  von  den 
auf  seiner  einen  S©ite  lie* 
genden  dieserPankte  die- 
selbe Summe  babenj,  wie 
seineAbstände  von  den  auf 
der  andern  Seite  liegen- 
de». Nach  dieser  Eic^enscbaft 
nennt  man  die  Eljcne  (24)  auch 
die  der  Ii  i  c  ii  t  u  u  g  (A,  fi,  v)  z  u  - 
gehörige  Diametralebene 
der  FlSche. 

Der  in  (22)  gegebene  Aus- 
druck für  (>  wird  auch  noch  on« 
abhängig  von  der  Richtung  (or, 
ß,  y)  unendlich  für  alle  Lagen 
von  v>  welche  den  GleichoDgen 

^-0    ^-0  "^-0 


gleichzeitig  genttgen.  Uiedmeh 
sind  im  AUgemeineo  (ii— 1)' 
Punicte  bestimmt,  fiir  welche  in 
jeder  Richtung  def  darchgefaen- 
deo  Geraden 

1117"     »777"     »**«  "t*  ZTr  —  Ot 
PP\     VP9  PPn 

also  die  Summe  der  reci> 
prokeii  Ab  stände  eines  sol- 
chen Punktes  v u  ti  den  ei- 
nerseits von  ihm  befind- 
lichen Schnittpunkten  der 
In  hellebiger  Richtung 
darefagehenden  Geraden 
mit  der  Fliehe  dieselbe  ist, 
wie  die  seiner  reeiproken 
AbetSnde  von  den  auf  der 
andeTtt  Seite  liegenden 
Punkten,  Nach  dieser  Eigen- 
scbafl  nennt  onan  die  duieb  die 
Gleiebmig  (95)  bestimmten  (ii-l)* 
Punkte  die  harmonlscben 
MIttetpankte  der  FlKebe. 


Lic£»t  die  Ebene  (t  unendlich 
fern,  sind  also  ihre  Coordinaten 
INuü,  so  erhält  die  Gleichang 
(21)  die  Gestalt: 

weiche  den  Coordinaten  des  Po- 
les von  (0  die  Werthe  gibt: 


die  unabhängig  sind  von  der 
Richtung  der  INormalen  der  un- 
endlich fernen  Ebene,  also  für 
alle  diese  Ebenen  denselben  Pol 
liefern.  Da  die  Axe  jedes  durch 
eine  unendlich  ferne  Ebene  gew- 
iegten Buscheis  gleichfolla  Hn 
Dnendiichen  liegt«  so  sind  die 
innerhalb  irgend  ivdcber  Grenzen 
liegenden  Ebenen  eines  solchen 
Büschels  parallel  nnd  geht  fttr 
sie  die  Beziebnng  (8)  Ober  in: 

tfi  -|-  dj-f  =  0, 

wo  d|,  ^  ....  die  AbstXadf  der 
Parallelebenen  £|»  von 
fff  ansdrflcken.  Der  dnreh  obige 
Gleichungen  bestimmte  allen  nn- 
endllcb  fern  gelesen  Ebenen 

Ift 
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g«iiieiii8chailllclie  Pol  IfezügÜcii 
einer  gegebenen  Fliehe  hat  dn- 
lier  flif  letztere  die  Eigenscfiait, 
dasn  seine  Abetinde  von 
den  ^inerselin  von  ibm  lie- 
genden Irgend  einer  Ebene 
parallelen  Berfihrangsebe* 
nen  der  Fläche  dieselbe 
Summe  haben»  wie  neine 
Abstände  von  den  auf  der 
andern  Seite  befindlichen 
dieser  Ebenen.  Er  ist  also 
ein  Mittelpunkt  der  Fläche. 
Diese  von  Chasies  zuerst  er- 
l;annte  Eigenschaft  zeigt,  flass 
alle  Systeme  von  paralle- 
len Berühruni^sebeneH  ei- 
ner darchEbeiiCu  beschrie- 
benen Fläche,  so  wie  alle 
einer  solchen  umschrie- 
benen Cylinder  einen  ge- 
meinschaftlichen M  i  1 1  e  1  < 
punlct  haben. 


Darch  Erweiterung  des  Begriffes  vom  harmonisch  mitderen 
Punicte  oder  der  harmonisch  mittleren  Ebene  eines  Systems  von 
Punkten  oder  Ebenen  bezüglich  eines  gegebenen  Punktes  oder 
Ebene  gelangt  man  zu  einer  Theorie  der  höheren  Polarflächen, 
als  deren  Gleichung  nach  der  für  einen  barmoniscb  mittleren 
Punkt  der  Ebene  angenommenen  Bedingung: 


ÖA  +  öl  1  —  +  — I-....  J+fl«»l  1- , . . . -f-     _ — r •  •  •  •  J 


oder  mit  dieser  Identisch: 


«TO  die  CoefBcieateD  gewisse  Funktionen  der  Zahlen  a  sind^ 
nütlelst  der  Besiehang  (J2)  ergibt: 


sieb 
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+  i«»((F~»05+(»-»')| + Ö-»') |)V+ ....  -  «• 

Etil«  Uolwraehimg' dl«i6r  FlSdieii,  Yon  welchen  die  S al- 
le en 'selten  Polmreot  sowie  eine  andere  fiDr  die  Theorie  derKrllni* 
meng  der  Flächen  wichtige  Klasse  SpeclaÜtäten  sind,  rouss  hier 
des  beschräolcten  Raumes  wegen  vnterbleiben  nnd  bleibt  einer 
andern  Gelegenheit  ▼erbebalten. 


Uli. 

Die  Trägheitsmomente  geradkantiger,  krommkantiger 

und  gewundener  Prismen  und  Pyramiden. 

Von 

Herrn  Dr.  Eduard  Zetzsche^ 
Lehrer  an  der  konigl.  hohem  Gewerbschule  in  Cheninits. 


{.  I.  Begriffsbestiromungeo. 

Wenn  man  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Prismen  und  Pyra- 
miden gebildet  sind,  erweitert,  so  führt  es  zu  einer  Klasse  von 
Korpern ,  \veiche  in  der  verallgemeinerten  Bedeutung  des  Wortes 
Prismen  oder  Pyramiden  genannt  werden  niugen,  je  nachdem 
bei  ihnen  die  in  einer  gewissen  Hichtung  parallel  gelegten 
Querschnitte  sSmmtlich  congruent  oder  blos  ähnlich  sind. 
DasTolamen  dieser  Kurper  wird  stets  überstrichen  wenn  sich 
ein  solcher  Querschnitt  Q  von  veränderlicher  oder  uiiveraudedi- 
cher  Grosse  fortschreitend  bewegt  und  nach  Bedarf  zugleich  in 
seiner  Ebene  dreht.  Nehmen  wir  an,  dass  ein  Punl(t  (der  Azial- 
pnnfet)  des  Quersebnitle«  sieli  bles  fortsebreiteod  bewegt,  se  Ist 
sdn  Weg  eine  gerade  eder  krumme  Linie*  weldie  Axiale 
beissen  möge. 

*)  Doch  weide  dabei  dstteibe  Reusi  sieht  «wei  eder  mehr  Mai 
AbeffaUiches. 
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h  Dreht  sieb  der  Qaerscfanitt  bei  seiner  6ewegiing''iiiebt> 
soDdern  beben  alte  Querscbnitie  dieselbe  Lage  gegen  iht^  Axial- 
punkt, 80  entsteht: 

1)  bei  nnTerSnderilcber  6r5s«e  der  Querschnitte 
ein  gewöhnliches  geradkantiges  oder  ein  krn  mm  kantiges 
Prisma«  je  nachdem  die  Anale  gerade' oder  krumm  ist; 

^  bei  yeränderlicber  Grosse  der  Querschnitte  eine 
geradkantige  oder  krummkantige  Pyramide*),  je  nach 
der  Beschaffenheit  der  Axiale  und  dem  Gesetz  des  Wachsens  der 
Querschnitte.  Dabei  sind  die  Querschnitte  unter  einander  iiinlicb ; 
▼ergl.  dagegen  $*  17. 

II.  Drehen  sich  dagegeit  die  congruenten  oder  ähnlichen  Quer- 
sehnitte  beim  Fortschreiten  auch  gleichzeitig  om  ihren  Axialpunkt» 
so  entsteht  ein  gewtiBdeaes  Prisma  oder  eine  gewundene 
Pyramide  **).  , 

.  Die  Masse  dieser  Körper  ist  nach  einer  einfaclien  Formel  zu 
ermitteln,  da  das  Voluroendifferen2ial  ein  Prisma  fiber  Q  =XfiLc'dif' 
und  von  der  flShe  dk  fa;t  Ist  ft'  die  Masse  des  Ranmelementes 
tUefäy'dh,  so  ist 

die  Masse  des  Voinmendifferenzials  dVssQdh,  und  die  Masse 
des  ganzen  Korpers  betrSgt: 

1)  Jlf=fiiQdh, 

wobei  (i  und  Q  FunctioneD  der  Coordinaten  des  Axialpuntctes  sind. 

{.  %   Einige  allgemeine  Formeln  für  das  Trägbeits« 

moment. 

Bei  Benutzung  eines  dreimal  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
Systems  findet  man  fSr  eine  durch  den  CoerdloatenanfaDg 
O  gelegte  Drehaxe  D,  welche  mit  den  drei  Coordinatenaxeo  die 
Wiidrel  «•  ß  und  y  macht,  das  TrSgheltsroomeat  nach  der  Formel 

T  =  JJffi      + + 2* — (.r  cos  a  +  ?/  cos  /?  +  2  cos  y)«]  da:  dff  dt, 
wobei  fi  die  Masse  im  l^uiikte  P=:{x,     z)  bedeutet 

*)  Eine  olementaro  Bebandlong  einzelner  dieser  Körper  Jbdet  man 

«in:  Martu«,  kegclsclinittkantigo  Pyrnniidon^  und  knryen- 
kantige  Prismen;  Berlin  1863.  Das  TräghciUmoiDent  für  einige 
solche  KTirper  hnhe  ivh  bereits  früher  (im  5.  Jahrg.  der  Zeitscbrift 
für  Mathematik  und  Physik  S.  204— 206.)  roitgetheilt. 

**)  Dilti  Beiwort  gewunden**  braucht  auch  Natzka  für  ähnliche 
Körper;  vgl.  Arehiv  ffir  Mnthein.  n,  Physik.  8T,  TheiL  S.  164. 
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Errichtet  man  nun  in  O  eine  Normale  ON=p=^ +  + 
auf  der  Drehaxc  Z>,  wobei  a,  h  und  c  die  Coordinatea  des  End* 
punkte«  iV  sind,  «o  bat  man: 

3) .  .  .  O^peoaip,  D)s=  aeoBtt-^  ^tosß  +  ceosy. 

Da  nun  für  ein  durch  N  gelegtes  paralleles  Coordinatensystem 
die  CoordinaCen  von  P 

sind,  so  erhält  man  als  Trägheitsmoment  desselben  Kdipers  Ittr 
ein»  durch  N  parallel  ta  D  gelegte  Orebaxe  />': 

2i  =  jjÖ^fi  [»i^i  *  +    *  +  ai* — (^1  cos  a-^^^iCOiiß-\rZiCmY)'^\iL£dgdx, 

und  bierana  vregen  3): 

Ti  =  T-2/(Äa:  +  %  +  C2)rfi»/  +  (««+0«+c«)/rfill; 

hat  aber  der  Scbirerpunkt  des  Körpers  in  Besitg  auf  O  die 
Coordinaten  i,  ^  und     «o  ergiebt  eich:  ^ 

•4)..,      =  r-2(aH  br^  +  cDiir-H»«»  • 

Bezeichnet  man  mit  t,  V  und  |  die  Coerdioaten  eiaes  aodeni 
Ponktea      der  Geraden  D*,  «o  wäre: 

0  =  |> .  O'iV.  cos     DO  =  «  (y — «)  +  ^   — 6)  +  c  (f — c) . 

p*  =  ft2  f  J)2  4- =  «jr  + 1^9  +  c} ; 

ferner  ist: 

O'iV  Ä  Or—  ü) cos« -I-  (9— i&}co8ß  -f  (} — «) cosy 
SS  jrcoe«    9coa^  -t-fcosy, 

und  daher  eutliicii : 

«  s=  f — (jr  CO«  « -f  9  eoa  ^-1- ^  cosy)  COS 
|»ss  t^  — (jrcoso -|- t^cos/?-f  f  co8y)co8j9, 
c  =}^(j:co8ct-f  QcosjS-f  |cosy)cosy; 

5).  .  .  7\  =  T-[r(2|-jr)  +  9(2i?-t))+|(2^-?)]üf 
-f(jfcoe«+9cos^+}co8y][(2|-jf)cosa+(2q-9)cogp+(2S-|)cosyJilf. 

In  dieser  Formel,  welche  sich  auch  onmittelbar  ans  2)  ent* 
wickeln  lässt,  sind  also      nnd  T  die  tfSgheltillloliieiite  desael- 


4 
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bm  K6rp«ft  CBr  sirei  pwallele  Drebaxen  und  D,  voo  4«oeii 
D  dareb  den  Coordinjiteiianfaiig»  II*  darcb  den  Pttokt  J»  9»  f  g^bt. 

Unter  den  Vereinfachungen  der  Formeln  4)  nnd  5)  sind  beeon« 
ders  swei  bemerkenanrerlb,  xu  denen  man  n*  A.  anf  folgende  Welse 
gelangen  knnn :  FSttt  man  von  dem  Scbwerponkte  <$  des  Kurpem 
ein  Perpendikel  anf  p  herab  «od  subtrabirt  man  p  von  dem  StGcke 
▼en  Py  weicbes  iwlscben  O  nnd  dem  Fuaspnnfcte  den  Perpendiiteln 
liegt,  so  bleibt  die  Entrernnng  k  des  SehHerpunlttes  dee  Kiirpers 
von  einer  durch  N  gelegten,  auf  ON  senkreebfen  Ebene  übrig; 
nvn  Ist  kssOS.eoMip,  OS^—p, 

«l+^»?  +  f^=l>.OÄ.eos(p,  OiS)=sV(v  +  A:), 

folglich  wird : 

6)  TiSzT^piU-tpyM. 

Liegt  nnn  der  Sebirerpvnfct  S  des  Körpers  In  der  durch  D 
gelegten  und  anf  OiV  senkrechten  EbenOf  so  wird  jfcs^-pnnd 

7)   7^1  =  T  ^  p^M; 

liegt  dagegen  der  Schwerpunkt  des  Körpers  in  der  durch  TV  oder 
D'  gelegten  and  auf  OiV  senkrechten  Ebene*),  so  wird 
k  =  0  und 

8)   Tg^T-'pl^M. 

Ans  6)  erkennt  man  zugleich,  dass  die  Diflerens  9|<— 2*  an« 
verändert  bleibt »  so  lange  p  nnd  k  dieselben  sind;  man  kann 
also  D  oder  den  KSrper  um  OiV  drehen«  ebne  dass  sieb  Tt^T 
Ibidert. 

Die  Pnnkte  a,  c»  filr  welche  die  Formel  8)  gilt,  liegen 
sogleich  anf  der  Ebene  seosa-fircosiS-f  ccosy  =  0,  welche  dnreb 
O  gebt  nnd  auf  X>  senkrecht  steht,  und  auf  der  Flfiche  «S-f  l»i|4-<ll 
8p*8«P-|-|i*'fC!S;  rerrdckt  man  den  Coordinatenanfang  von  O 
nach  der  Mitte  von  OS,  so  werden  die  Coordlnaten  von./V; 

e,  =  ii?, 

und  die  Gleichung  der  erwähnten  Flitebe  s| -|- bf  •{■  =  wird 
nun  Ai'  +  bi'  +  <i'=i(l'-l>ii**f       woraus  man  erkennt»  dass 


*)  Di«  Glelchnnp  illetw  pSbme  laut«!  bclianntlich : 

lieg«  nun  4er  gdiwerpenict  in  dieier  Ebene,  «•  iai  nnebt 

« + 17b  +    =  p«  ax  «•  +  b  • + 
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diese  Fläche  eine  KugelflSche  um  die  Mitte  der  Geraden  OS  ist. 
Daher  liegen  die  Punkte  TV,  für  welche  die  Formel  8)  gilt,  auf 
einem  Kreise,  der  durch  O  geht  und  dessen  Ebene  zu  D  senk- 
recht liegt;  oder  die  Drehaxen  /)',  för  welche  Ti  —  T—p^JU  ist, 
bilden  die  Mantelflfich e  eines  geraden  Kreiscyiinders, 
dessen  Erzeugende  die  Drehaxe  D  ist,  dessen  geometrische  Axe 
die  Gerade  OS  halbirt  und  dessen  Gramiflficbe  den  Halbmenser 

=  s  V     +        J*— (Icos  ci  +  t?co8|3  +ycos^  hat. 

Soll  dabei  p  c  o  n  s  t  a  n  t  sein  ,  fio  muss  N  im  Durchschnitte 
der  beiden  Ebenen  scosa  +  t>eos^4- cco8y=0  und  + bi^+ci;=|>* 
und  der  Kugelfläche  a'* -f  Ib^ ^  liegen;  also  giebt  e«  nor 

z  u  e  i  solche  Punkte.  Die  Verbindungslinie  beider  Punkte  steht 
senkrecht  auf  der  Ebene  DOS. 

Soll  dagegen  aiigemelner  die  Differenz  Ti  —  7*  constant, 

etwa  =:Cm  sein,  so  muss  «C2|-«)  +  a(2i?-0)  +  c(2f-O  =— ^ 
sein ;   da  diess  die  Gleichung  einer  Kugelfläche  um  iS  mit  dem 

Halbmesser  =  V"|*  +  +  ^  4-  ist  und  da  gleichzeitig 
acosfö  f  3cos|3-f  ccosy  =  0  noch  erfüllt  sein  muss,  so  liegen  alle 
Axen  />',  för  welche  T^  —  T  constant  ist;,  in  gleicher  Ent- 
fernung von  der  zu  ü  und  D'  parallelen  Schweraxe;  diese  Ent- 
fernung ist  aber 

s=V     +  ij«+{*—(€eo§«+i?cos/J-frceer)'=V€«+^, 

wenn  e  die  Entfernung  des  Schirerpunktes  von  der  Drehaxe  D 
bedeutet. 

Fällt  mnn  von  N  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  DOS  und 
zieht  man  von  O  aus  nach  irgend  einem  Punkte  l^o^i^o^'^o»^ 
dieses  Perpendikels  die  Gerade  po*  ^  ergiebt  sich  leicht: 

o^A^o*  os€w(m^.  OS) = H ff- Wir + («-^«e):. 

*  » 

ond  es  ist  daher  das  TrlgMtsmonient  för  eine  pamllde  Dreh- 
axe durch  den  andern  Endpunkt  ven  p«: 

.  .  ^0==  n+(J>o*-<'*)itf. 

{*  8.  Formel  für  das  TrSgheitnmoment  gerndkantlgert* 
krammkantlger  und  gewundener  Prismen  und  Pyra* 

miden. 

Mit  Hilfe  der  in  §.  2.  entwickelten  Formeln  läset  sich  leicht 
eine  liequeme  allgemeine  Fofmel  für  das  Trägheitsmoment  der  In 
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§.  1.  cbarakterisirten  Körper  in  Bezug  auf  eine  unter  den  Winkeln 
a,  ß,  y  gegen  die  Coordinatenaxen  OX,  OY,  OZ  geneigte,  durch 
den  Coordinatenanfang  O  geleg,te  Drebaze  D  entvriclEelp. 
Bezeichnet  man  aSmlich  mit  o  den  Abatend  das  Ramnelaiiientea 
dVss:  daB*  dy' dk  von  der  Drehaxe,  so  ist  daa  Träfi^haifamonient 
einea  au  der  in  Rede  atebenden  Klaaae  geburigen  Kurpera : 

wobei  T  geoaa  ao  zu  entwickeln  iat»  wie  daa  auf  die  Drebaze 
D  belogene  Trftgheitanionient  der  in  dem  Queraebnitte  Q  vet- 
tbeiifen  lÜaaae 

fiQr=fffi'tlx'dff^. 

Anstatt  nun  aber  das  Trägheitsmoment  T'  in  Uezug  auf  D  un- 
mittelbar zu  entwickeln,  bestimmt  man  besser  zuerst  das  TrSg- 
heltsmonient  T"  derßelben  blasse  fiQ  für  eine  durch  den  Axial- 
pnnkt  O  (rr:r,  j;,  i)  gelegte  Drebaxe  D' ,  «eiche  zu  J)  jiarailel  ist. 
Man  hat  dafiei  den  Vortheil,  das«  man  bei  der  Entwickelung  von 
ein  ('oordinatensystem  benutzen  kann,  bei  welchem  die  Ent- 
wickelung selbst  mögifchst  bequem  w  ird,  z.  Ii.  ein  System  X'Y'Z', 
bei  welchem  O'Z'  in  O'  auf  Q  senkrecht  steht,  während  die 
O^X*  und  O'F'  in  Q  seibat  liegen;  ist  die  Drebaze  W  gegen 
die  Azen  O'^',  O'F  and  O'Z'  unter  den  l/Vinlceln  ß'  und  / 
geneigt,  ao  iat: 

T"  =  ff^'  [ar'a + y'*—  {ac^  coe  «'  +  y*  coa  jJ')*]  dx'  dff'  =  pVÖ- 

Da  TiuTi  alle  QuerschuUtc  Shidich  sind,  so  findet  man  nicht  allein 
Qj  sondern  auch  den  Trägheitsbalbmcsser  p  eines  jeden  Quer- 
schnittes nach  derselben  Formel  und  zwar  q  als  Fuiictiou  von 
r,  t;,  }  und  von  a' ,  ß',  y'.  Die  Winkel  ß' ,  /  aber  lassen 
aieb  darcb  a,  ß,  y  und  t}»  }  auadrücken,  und  dann  kann  man 
T'  nacb  tt)  aua  T"  entwickein;  aetst  man  endlieh  T'  in  T^fT'dh 
ein«  ao  erbalt  man-: 

m  T t^UQdki^ -t-xcafe  -r)+  i>(2i?,-i?) +f(2& -I) 

—  {jrcosa+t;  cos/S+|cosy }  K^li— JP)co8a4  C2%-t?)cos/J+(2{:i--j)co8y }]. 

Ancb  die  in  dieaer  Formel  entbaltenen,  auf  O  alcb  beaiehen- 
den  Goordinaten  £i»  &  dea  Sebwerpunktea  dea  Qaeracbnit- 
tea  Q  wird  man  in  den  meiaten  FSÜen  nicbt  unmittelbar«  aondem 
bequemer  aua  den  auf  O'A'  und  O'K'  beaogenen  Ceerdinaten  1* 
und  ff  desselben  Sebwerpnnktes  beatnamen. 

Machen  nun  O'A',  O'F  und  O  Z 
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mit  OX  die  Winkel  y«,  y^»  ys, 
OY 

„    OZ    „        „       1/;,,  t//B, 

so  hat  man  rar  Ermittelung  von  a\  und  ||,  folgende 
Gleicbiingen :  , 

cos  «'  sz:  cos  a  cos  tpx  +  cos  /5  cos  +  cos  y  cos  •\\)x , 
cosß'  =  Cosa  cos 9>y  -f  cos^Scesji^-t'CosycosV'y» 
eos]^  =  coe«co•ys-|'eo8^ces]^<^eo•ycoe^•; 

(Ii  — Jf)  cosy,  +  («jg       coe^-f  (&  —I)        -  0, 
r)coiysr+ — f>)cos36r+ (ft  — |)coe^,  =  V, 

(Ii  —  r)  cos  (ps  +      —  I?)  cos  xx  +  (?i  —  ?)  cosip,  =  i' , 

Von  den  9  Winkeln  cpsf  goy>...<  siod  zunächst  q>»,  und  i^» 
durch  dio  Lasrc*  (les  Querschnittes  Q  gegeben ;  zv%ischen  ihnen 
und  den  6  uiuieren  bestehen  eine  Anzahl  von  Gleichungen,  aus 
denen  sie  sich  bestimmen  lassen,  sobald  die  La^^c  der  einen 
Axo  O'X'  oder  O' l  '  und  das  Gesetz,  nach  dem  tliese  Axe  ihre 
Lage  ändert,  gegeben  sind»  WXre  z.  B.  g>s  gegeben  (wobei  nicht 
zu  übersehen  let,  das«  y«  innerhalb  der  Grenzen  -f-  y»  und 
ifB.— yv  liegt*  well  OX  nnter  dem  Winkel  i«^9>s  gegen  Q  ge- 
neigt iet),  80  findet  man  snnltehets 

eee^y  =  V 1 — cee^« — coe^A « 

dann  ans 

Icos  g>x  cos  (p%  -f  cos  X*  cos    -f  cos  ^«  cos    = 0, 
eos  V«  -l-  €<»B*Xji  -f  coe*^«  =  1 : 

— ■  cos  07«  COS    cos  72  4:  cos  cos 

„  ^  .  

**  sin  ^ffm 


und  nun  vreiters 


—  cos    cos  Xz  —  c  oayxcos  q>% 
cos  1^»  * 


coszj,  =  e. 

—COS  q>y  cos  9>s  —  eeejty  cos  ^ 

=  üHtT  
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daher  macht  die  Urebaxe  D  mit  jenen  Perpendikeln  r  die  Win« 
Icei  iTi^  «a,  er, ....flto  end  mit  den  Seiten  die  Winlsel  A,  /Sg,  A ....  ßn* 
fOr  weiche   '  ' 

Cosa,  =  sinj^costia»      cos/3s»— sinyeinu^  ete. 
iet,  und  man  findet  bei  der  SeitenlKnge  /  nach  13): 

— A — ^  («In^  -f-ain^i^-l- ....  -l-ainSttn)]  J 

=ilfUr*  +  A/«)(i-.i»iB?y) 

— !(»*— iV)  «in   (eo»2ti|  +  cos2va + ....  -f  ees2tfn) 

Da  nniidie  Winkel  2iC|,  Sät....  2tr»  eine  arithmetische  Reihe  bilden, 

deren  Differenz  ~  und  deren  letztes  Glied  4iii«Ä  2iii +4» ! 
ist,  so  wird  cos2%  H-eos2ii^-f....-|-coe2ii«ssO  und  man  erhalt: 

U).  '  rsAiM(/»+12ra)(2— «in«y> 

=  iiHÄaCsioS^-f  3co8^)(2-ein«y)  =  4ilfi2«(2+ coe— >(a«sinV), 

wobei  den  Halbmesset  des  umbeschriebenen  Kreises  bedentet; 
das  Trigheitsmoment  dieses  Kreises  mSsste  also  sein : 

13)  r=:i^Ä2(2-sinV 

C.  Bei  einem  in  der  ^F«£bene  mit  dem  Halbmesser  B  um 
O  besehriebeiien  Kreisbogen  kann  man 

Selsen  nnd  findet  dann: 

7s-.fi|{i[sin>o J^'^'eaahtdui'mik^  f'^'nUk^du 

^  2  cos  o  cos/?/  shmeesfi.ifiijt 

«0 

und  hieraas  nach  Binfilhinng  von  2»  dnreh  Integration  t 
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16) 

7=:itfiZ>[8fn««-f  sin»/) 

+  .>  ■  ^+co»Äeo8Ä-  — ■  

•2  «i  — 1*0  «1— Wo 

wobei  «1  uod  tto  die  Winkel  «iiid,  welche  ein  nach  dem  Bogen- 
anfang  und  dem  Bogenende  gezogener  Halbmesser  mit  OX  ein- 
echliesst.   Für  Vossici  -1-    ergiebt  sich  daraus  wiederum  15). 


$•  5.   Uorao^gene  ebene  Figuren. 

bt  die  io  der  AK» Ebene  liegende  Figur  durch  die  Bewe- 
gung einer  sur  OF  parallelen  Geraden  entstanden»  Benimmt  man 
für  dieee  aus  13}  am  kSrxesten  gleich: 

,  yi  Ho  Hl — yo 

und  erhfilt  dann,  weil  dh=:da:  txx  setaen  ist,  sofort: 

eine  Formel,  welche  man  auch  uiuuittelUar  aus  2)  herleiten  kann. 
Der  sp&tem  Benutaung  wegen  mOgen  einige  Beispiele  folgen : 

A.  Parallelogramm;  Drehaxo  durch  die  in  O  liegende 
Ecke;  die  Seite  h  liege  in  Ol'y  die  Uühe  h  sei  parallel  OX  und 
die  Seite  a  mache  mit  OX  den  Winkel  A. 

18) 

rs^iirtSft^sinSjS -I- 3<tani4sin>/3-cos«eosj3)6A 

+  2(8in»«— 2tan  ilco8«co8/3  +  tan«/4sin»/3)A*]. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  D  und  a  mit  «i«  so  ist 
coa«|Seo8acosil-i-co8/3sin/l  und  desshalb: 

\9)  Tssi  iü/pA«  8in*j3 -f- 3(8inij|-cosai cos/S)  «6  +  2o« sln^iri].  - 

B.  Dreieck;  Drehaxe  durch  Spitze  in  O;  die  Hübe  k  liege 
in  OX,  die  Grundlinie  6=6|  — 6o  sei  parallel  OY, 
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20) 

BeMicbnet  num  dagegen  die  Winkel»  irelclie  Urehaxe 
mit  den  Seiten  a  und  e  den  Dreieei»  einncblienat  mit  «i  vnd 
no  indet  nieh  (vergl.  8. 209L  den  7.  Jnbrg.  der  Zeitachr.  f.  Mathen« 
nnd  Piiyaik): 

21).  .  .  .  T=\M\a^»\xflax-^cH\\i^x  —  \h^&\xi^^\ 

Bei  entsprecliender  Aenderung  der  Integrationngteaaen  ge- 
langt man  leicht  an  einer  Formel  Air  dan  Trapea. 

C.  Ellipsenquadrant;  wählt  »an  die  Eilipaenaxen  ala 
Coordinateoaxe»  und  setzt  man: 

so  vrird: 

1*=  —  |Aa6  f  cfn[a^8io*c(t»in%coa%i — n^cosacoaPainHccoaii 
in 

I  i6«8ln«iJ8in«ttl, 

4 

22).  .  .  .  r=iilf[a«8in«a  +  6«8in»/J— ;^fl6cosoco8/JJ. 

D.  Halbe  Farahelfläehe;  Scheitel  In  O,  Parabebxe  in 
OX»  alno  f&r  die  Fliehe  von  drs^O  bla  apss« 

23).  .  .  r=ilf[?oMn*«-|-|6*8in*j3-|a6co8oGoa/r|. 

E.  Regelniaaigea  Vieleck  a*  ^7.. 
P.  Krelnringfacter  a.  $.8.,  30., 

■ 

f  6. 

Hemogene  Mantelflftche  geradkantiger  PrlnaieB. 

Liegt  die  GrundflSche  des  n-seitigen  Prisma  parallel  z\it  XY- 
£bene  und  ist  O  der  Schwerpunkt  des  io  der  AI -Ebene  liegen- 
den Querschnittes»  dessen  Seiten  ^,  1%  sein  mugen;  macht 
ferner  die  den  Selten  parallele  Schweraze  t  den  Mantels  mit  den 
CoetdiDnteniaeD  die  Winkel  «i,     /i,  ond  Int  demnneh: 
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H-enn  der  Punkt  jri^i  um  c  von  O  entfernt  ist;  bezeichnet  man 
endlich  mit  Trägheitshatbmesscr  eines  Qiiprschnittsum- 

fangs  für  eine  parallele  Dr«haze  d«rcb  de«seo  ScbHerpunkt  und 
föhrt  man  noch  in  11): 

QiMssiitf  [4sId(<t,4)  f  /«sin  {cj^  -|- f  ^i,sin(a,  /«)J  s  Ififtf, 

9» 

I 

ein,  00  findet  sich  «ehr  leicht: 

U)  r  =  ilf  [ea*  +  i  -^^^=^«11«*], 

uobci  die  Schwerpunkte  der  beiden  GroudQächen  um  «i  und 
von  O  entfernt  sind» 

Wire  s.  B.  die  GrandflSehe  regelmässitTf  bo  wflrde  man  Ittr 
eine  durcb  den  Schwerpunkt  des  Priemenmintele  gelegte  Diebaze 
erhalten: 

25)   T=  iM^B*(^  +  cee^)(3<-eln*y)-i>|jSain«a*[|. 


§.  7. 

Henogene  Mantelfläche  geradkantiger  Pyramiden« 

Die  Spitze  der  Pyramide  legt  man  nach  O  and  die  Gnmd- 
iSejie  derselben  parallel  tnr  i^F- Ebene;  aind  Ii,  l^,,.*  Im  die 
«•Seiten  der  Grnndflftche  und  ki,  Ag....  ku  die  Hoben  der 
Dieleeke»  welebe  den  Hantel  bilden»  ee  iat: 

Becefebnet  man  die  Hübe  der  Pyramide  mit  k,  die  Setteo  dee 
Sebnittea  In  der  Hobe  x  mit  J^',  ved  mit  dki,dk^...,dkm 

die  äs  entaprecbenden  Stocke  ven  ili,  As..«.4i»  dann  bat  man: 

A-   W 

dhg     hl    dh%  h%      dhu  km 
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Sind  ferner  g  und  die  Trägheitshalbniesser  des  Schnittes 
in  der  Uühe  z  und  der  Grundfläclie  und  zwar  fär  eine  Dreliaxe 
durch  den  Schwerpunkt  des  Umfangs  des  Schnittes  und  der  Grund- 
fläche; ist  endlich  der  Schwerpunkt  des  Schnittes  um  ö  und  der 
Schwerpunkt  der  Grundfläche  um  s  von  der  Spitze  entfernt,  so 

ergiebt  sieb,  weil  q^^x  ondtfss^i,  Sfaollcb  wie  in  (.6. 


26)  f  =iif[^o*+>atn«i>l 

Wäre  z.  B.  die  Grundfläche  regelmiissig,  so  würde  wegen  14) 

27)  y  =  i  liJ  [i  R'^  ^2  t  cos  ^)  (2  -  ein  «y)  +    sin  ^^J. 

Hieraus  erj'iebt  sich  aber  sofort  auch  das  Trägheitsmoment 
eines  regelmässigen  Vielecks  von  n*Seitcn  für  eine  belie- 
bige Drehaxe  durch  don  Schwerpunkt  des  Vielecks,  sofern  man 
nur  s^i)  setzt;  man  eihuU  dann: 

28)  .  .  .  .    y  =  T'aiW^^^2+cos  ~^(2-sio»y). 

F0r  kraminkftiitige  und  gewundene  Prismen-  und  Pyramiden* 
Mftntel  werden  die  Formet^  verwlcbeit,  weil  man  anstatt  £  einen 
längeren,  nicbt  eonstonten  Ausdruck  erb&lt 

§.  8.   Uomogeoe  Rotationsilächen. 

WShIf  man  die  Rotationsaxe  als  Z- Axe,  so  wird  «asysO. 
Da  die  Qnerscbnitte  Kreisbogen  sind«  so  Ist  ^  aus  16)  su  eni- 
nehmen y  und  zwar  kann  man^  sofern  von  einem  Rotations* 
fISehensectoj  die  Rede  ist  und  daher  «i  und  «o  eonstant  sind^ 
0=s|Cb^  setsen*  wobei 

C=  sin««  +  sin V-f  ^'"'"T^*"'^ . «'°?»i~«'»j!!<s 

2  «i  — «b 


.eosSlh— >  eos 

+  Cüa  a  cos  p  *  ~- 
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Die  Coordinaten  dei  Schiverpunktes  eines  Kreiabogens  ergeben 
sieb  als 

r      /*■*  .    j        cosiii— co8«o  w, 

«1— «Ot/  «i  — «0 

IstendUcb  r  =  /(z)  die  Gleichung  eines  Meridians  der  Rofa- 
tionsflicbe  nod  setzt  man  cor  Abkürzung  nedi 

iV=  (ilcoe«  — ^cos^)co8y, 

80  erhält  man  QdA=  —  r(t£| —tio)  V^rfr*-f  rfz*,  und  deshalb; 

29) 

y  «o)y*     i-A  V^l  +  ( J^)*  ftßr»  +  Mn V -  arsWl, 

A.  Beim  Kreisring'Sector,  dessen  innerer  und  äusserer 
Halbmesser  Tq  und  r|  sind,  ist  2=0,  wenn  der  Mittelpunkt  in  O 
liegt;  datier  ist: 

Qdh  =  —  r{ui  —  Mo)  dr , 
Äf  =  —        — tio)  (ri«— ro«), 

30)  .  .  r=-ft(tt,-«a)ity^'*r'<'»'=WnHro*)C 


B.  Bei  der  Kreiscylinder fläche  ist  r=R  constant,  dh~dz, 
31).  .  .  r=il/[iCÄHi^r^%in«y+^^^l- 

C.  Bei  der  KreUkegel  fläche  liege  die  Spitze  in  O,  sei 
die  Höbe  =Aj  der  Halbmesser  der  Grundfläche  =12;  dann  wird: 

Theil  XLIV.  '  16 
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D.   Bei  der  KugelflSche  ¥om  HRlbmesser  R  ans  O  ists 

3         r  8 


33)    5?'=ilf  1  4CÄ«+i^^  ^^-(»inay-4C> 

L.  2j  To 


2l  —  2o  J 


£.  Bei  der  RotationsparaboloidflSche  sei  i^=2pz^ 
dann  ergiebt  eich: 

Vr~  /dr\^   

1  *  ^.  

-  -  ^  f*(«i-«o)  [Vp«  +2pÄ» 

o 

Ist  die  letzte  Parabolordinate  V^2/?A==6  und  setzt  man  V)»*+2|>ä 
=  11^  SU  ergiebt  sieb: 

34) 

X  3 
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§.9.   Homogene  CylinderfJächen. 

Nimmt  man  die  erseagende  Gerade  von  der  Länge  — 
parallel  zu  OY,  als  Leltcurve  den  Dorchschnitt  der  CylinderflSche 
mit  der  Ebene  XOT  und -die  O*  in  der  Leitcorve,  so  hat  man 
aus  13): 


1?!=^^^  «,=0, 
35) 

+ jr'  «"  ®« + **  sin  ^-2ji  cos  «  cos  y — (j:  cos  «  +  »  co«  y)  (y,  1  .y»)  c06/3]. 
A.    Bei  einem  parabolischen  Cyiinder  sei  zz=.^Ax'% 

her  Y  l  +  \^Hr^J?*5   wählt  man  nun  ^„=0  und 

I 

«/,  c=  -  -    I  so  erhält  man: 

"                                        jr  cos «  +  1  /l   cos  y  ^"1 
— Jj:3cos«  cosy  cosfJJ. 

36) 

j^^y  J-sin^£Ä^aiij4^  -f  ir«sin%  +  .'o^Wsin^y-i^X^cosacosy 

—  — ' — ^j^^  COSÄCOSp 

-  -I^eosr cos ß  (A  VI       Jf«  -  ^  lognat  (Ax + VlT^* X^)  J- 

B.   Bei  einem  Kreiscy linder,  dessen  Leitlinie  durch  die 

16»  • 


Digitized  by  Google 


♦ 

244        Ze tische:   Die  Trägheilmomente  geruitkantiger, 

Gleichung  jr^-^2^=i^  gegeben  ist,  sei  j/o=0  und  y^^i',  dann 
ist : 

4l*«iti^  — (Scosorcosy-f  co»aca8|S)ir  A*— J^. 
37) 

/'=  iW  [(i  sin  «/3  +  sin  «y  ~  cos  y  cos  ^)  (ß«  -  i  j:^)  -f  i  jf 2  « i  n  2« 

-f  1 C08  « (2€08y  -1^  cos  ß)-^ — - — 


II»  Me  Trj^eit8ii0iieiite  prinnalfacher  Körper« 

§,  10.  Homogene  geradkaotige  Prismen. 

Am  einfachsten  gostnHe!>  sich  die  Formeln  für  eine  Dreh- 
axe  dtireh  den  Schwerpunkt  di;s  Prismas;  wählt  man  da» 
her  dioson  als  CoordinatenanCani^  O  und  zugleich  die  den  Kanten 
parallele  Schwerlioie  $  als  Axiale,  so  wird: 

jrs|i  =  tfeosa^»  9sfff|s:0cos|!K|,  2ss<ycosyt» 

wenn  die  Gerade  00'=a  mit  den  Coordinatcnaxen  die  Winkel 
§2»  ya  einschliesst;  da  nun  der  Winkel  •9'  zwischen  D  und  o 
durch  die  Gleichung 

cos^s  C08(D,«)sco8a€O8o«'f  ciMßcoBp^i-eMYeosf^ 

gegeben  ist,  so  erhält  man  ans  11): 

T  ssfiQcosy^f^*'  d*[^»+(co«"«a-|.cos*^+  cos^y.) ö^-o^cosW. 
Die  Maese  M  des  Prismas  findet  man  naeh  I): 

da  endlich  alle  Querschnitte  nicht  allein  congruent  und  parallel 
sind»  sondern  auch  »ämuitlich  die  nämliche  Lage  gegen  die  durch 


Digitized  by  Google 


krummhüHtlffer  mä  ffemtndener  Pristneu  nnä  hffomiäen*  SS45 

ihren  Axialpunkt  O'  gelegte  Drehaxe  D*  haben,  so  niusa  der 

Trff^heit.shalbmesser  q  für  alle  Querschnitte  derselbe  sein  und 
man  kann  dafür  den  Trägheitshalbmesser  des  mittelsten  Quer- 
Schnittes  für  die  Drehaxe  D  iti  obige  Formel  einsetzen;  -  man  er- 
balt dadurch  als  Trägheitsmoment  des  Prismas 

38).  ....  .  .  Tsüff^^iHiW«»!»«»]. 

(ianz  die  näTnlifhf»  Form  hat  die  Formel  aber  auch  dann  noch, 
wenn  die  Drehnxr;  den  mittelsten  Querschnitt  nicht  gerade  indessen 
Schnerf) unkte  trifft.    Vergl.  7)  und  8). 

A.  Paralleiepiped;  das  Trfigheitsmonient  für  eine  durch 
eine  Ecke  des  mittelsten  Qoerschaitts  gelegte  Drehaxe  findet  man 
sofort  aus  19),  nftmllch; 

39)^  . 

Sr=TV  Ar[4a«sin>0A  -|-  i6<sio>/}-|>3a6(sioi4— eosai  eosj})-|-<S8in^]. 

Hieraus  aber  findet  man  leicht  als  Trägheitsmoment  för  eine 
durch  den  Schwerpunkt  des  Pamllelepipeds  gehende  Drehaxe: 

40)  .  .  .  .  7ssi^ilf[aasiiia«i-f6»siii9^f  «^sin^]. 

B.  Dreiseitiges  Prisma;  ^eiil  die  Drehaxe  durch  die 
der  Seite  6  gegeoflberliegende  £cke  des  mittelsten  Querschnitts, 
80  ist  naeh  21): 

41)  r=,!»iirt3ttmn«ai— 6»sln«/3-t-3c^8iik^i+«^8in^]; 

geht  dagegen  die  Drehaxe  dnreh  den  Schwerpnnkt  des  Prismas, 
m  findet  man  hieranst 

42)  J=:^«ilf  [a'^sin%|-f  6»sin^^-f  c^sin^yi  4-3««sin^]. 

C.  Prisma  mit  regelmSssiger  GnindflKebe;  fSr  eine 
Axe  durch  den  Schiverponict  des  Prismas  Ist  nach  28): 

43)  rÄA-Är[Ä*(2+C08'^)(2-sinV)  +  «*»äii*&]. 

,  D.  Prisma  mit  Kreisringsector  als  Gruodfläehe; 
uaeh  30)  hat  man  för  eine  durefa  den  Mittelpunict  des  mittelsten 
Ringsectors: 

44)  J^iüftCiZia— Äo*)C  +  i«2gi„2^]. 

£.   Prisma  mit  elllptlseher  Grundfiacbe;  geht  die  . 
Dr^axe  dnreh  den  Mittelpnnkt  der  mittelsten  Ellipse,  so  erhftit 
man  ans  22): 
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wenn  die  Querscbnttte  Ellipsenqnadranten  sind;  wenn  sie 
dagegen  halbe  oder  ganze  Ellipsen  sind«  %vird: 

46).  .  .  .  Ts=i^7[a«siii 2a  +  62sin 2/5-1- i^Äsin^]. 

F.  Bestellt  (iif  Grundfläche  des  Prisina';s  (Balancier)  aus 
2  congruenten  Parabelflächeii,  welclu*  tu  beiden  Seiten  der 
Parabelaxe  lie^cfi  und  luit  ihren  letzten  Urdinaten  zusamnien- 
stossen,  und  geht  die  Drehaxe  durch  den  Schwerpunkt  des 
Prismas  4  so  findet  man  aus  23)  mit  Benutzung  von  7)  und  8): 

§,  11.    Homogene  krumnikautige  Priemen. 

Ua  sSmmtlicbe  Qaerscbnitte  congment  und  auch  in  gleicher 
Lage  gegen  die  durch  Ihren  Axialpunkt  gelegte  Drehaxe  sind, 
so  ist  auch  hier  p  =  constant.  Am  bequemsten  %väblt  man  den 
Weg  des  Qaerscbnittschw erpunktes  als  Axiale  ond  er« 
hält  dann: 

'=li=A(»)»  V=i?i=A(*).   dh  =  dt, 

48) 

5P=  /     <Zj[^i'^+jra  +  9«  f       (Jrcosö  +  l>cos/^+^co«)')*]• 
So 

A.  I>ie Querschnitte  seien  Rechtecke,  deren Scbwerpankte 
auf  einem  aus  O  in  XZ  mit  dem  Halbmesser  R  geschlagenen 
Halbkreise  liegen;  hier  ist: 

1^=0,  t=.VW^^,  Qi^z^Ma^e,\n^f^^OHiu^ß), 

49) 

r=5=jl#C^tf+Ä*(J— Scos5'tf-icos«y)]=iir[^4HiÄ*(2sin2tf4^si 

B*  Die  Querschnitte  seien  regelmässige  Figuren  und 
der  geometrische  Ort  ihrer  Mittelpunkte  sei  der  Dnrcbsebnitt 
eines  parabolischen  und  eines  semieubiseh-paraboli* 
sehen  Oylinders^  deren  Gleichungen: 

!*_  --i/V 
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sein  Riugeii.   Aus  28)  hat  maii: 

1^^«  =        (^2  +  cos       (2  -  sin«y)  j 

nimmt  man  nun  t^—Q,  Xissh,  dann  wird  Mss^Qh  und: 

«  4  >^si&^"-'2<f  cosacosy^ 

—  26  COS COS  y  ^^Js  — ^2a6cos«cos^  \r  3 
SO) 

«—  $6Aco8  ßcouf  —  f|a6cosacofl|3J, 

§.  12.   Homogene  gewundene  Prismen. 

Hei  der  Ent^virkf-hin«;  des  Trägheitsmomentes  gc\\  iiinleriei 
Prismen  aiiid  die  Wertbe  von  ||  und  )}|,  a\  ß*  uud  y'  aus  12)  in 
IJ)  einzusetzen. 

RiieksicfatBch  dv  Wertbe  Ton  a'  and  'ß'  wird  es  oft  von  Vor* 
theil  seio«  auf  den  WInIcel  '2((pQ  —  q))  überzugeben.  In  II)  sind 
ferner  u  und  Q  constaot,  für  dk  aber  ist  dx  su  schreiben. 

A.  Die  Qnerschmtte  seien  q;leic  hsch  e  nklige  Dreieclce, 
die  Axiale  gehe  durch  die  dci  Seite  h  gegenüberliegende  Ecke 
und  taiie  mit  der  Z-Axe  zusammen,  also  sei  y~ü  =  l);  vollendet 
nun  das  Dreieck  bei  gleichförniiger  Drehung  eine  Umdrehung, 
während  die  Spitze  in  der  OZ  um  emporsteigt,  so  entspricht 
der  Hobe  x  der  Drebwinke] 

wenn  nun  die  Dreiecke  die  Hübe  hi  haben,  also  nach  20): 
ist,  so  findet  man  weiter: 
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^•=»  4— *  (V+  ii^^)-i(V-i^6^)s»»*^co8(29o-2iVi); 

ausserdem  ist  1^=1^  und  r/=0,  daher: 

nimmt  man  endlich  Z|Ss|As — z^,  so  ergiebt  sich: 
-4* 

-        -  iV  d^siu  ^cos  (2  9o  -  2iVi)  +  z«sin  «y 
— I  Alf  €06/ (cos  «cos  iVz  +  cos/3sin  Az)]. 

51)    !r=iir  (K2-8ioV)  (Ä|H       +  ,',Ä«8in    +      AÄ|Cosi3cosy  |. 

B.  Ist  jeder  Quersehnilt  eine  Parabelflftcbe  sn  beiden 
Seiten  der  Parabelaxe,  dann  ist  |'=:|it,  rf'szQ  und  naeh  83): 

sqhreitet  nun  der  Scheitel  der  Parabel  auf  einer  in  der  jlTZ-'fibene 
liegenden  en  bis  eben  Parabel  fort,  .deren  Gleichnog  rszAt* 
lautet«  ond  dreht  sich  die  Parabelfiäche  beim  Fortschreiten  so, 
daes: 

Siu^r::^ 

ist,  dauo  wird: 

sin  V  SS  sin     +  |*  cos  ««  -  j  VA«^^  cos  «cos  ß  -  |^cos 

sin  V=;  sin     -  ^cos     +  ^  V" cos«  cos +  ~  co8«/J; 

nimmt  mao  nnn  aii^sO  ond  ti^k,  so  ergiebt  «$ich  durch  Ein« 
setiuog  dieser  Werthe  in  II): 


52) 

a^siÄ  +  i  ftasin^^/J +a  o«-jV6*)  (co8*a~cos«iS— 2cos«eosÄ 
i-^Aah\^8in*«  ~3co8crcos|}) ^  ^A^sin«/  ^ M'A^sin^ 
— f  iiÄ*co«  tf  cos  y — }  oAeos  /(cos  « cos  ß]. 
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III.  He  TragheitoMomaBte  pyramidaler  Urper. 

§.  13.  Homogene  gera^kaotige  Pyramiden. 

Bei  diesen  Pyramtden  taufen  sSrnrntlicbe  Kanten  in  eine 
Spitse  sosammen;  diese  n-Shte  man  als  Coordinatenanfang  O  nnd 
lege  die  Gmndflllche  Qt  parallel  sor  JTK-Ebene;  die  Axiale  ist 
dann  eine  Gerade  durch  O;  mit  den  Coordtnatenaxen  macbe  die 
Axiale  die  Winicel  «a»  ß^,  y«,  die  dorch  die  Spitze  gehende 
Schweraxe  s  aber  die  Winkel  o^,  A>n>  >>MUt  bat  dann: 

cos  cos  /?s 

*   '    cos         '    cos  }^ 

cos  «1  cos  ßi 

cesy,  •  ^  ees^i 

Die  Qiiersdinitte  Q  wachsen  proportional  den  Quadraten  ihrer 
Abstände  x  von  der  Spitse,  die  Trägheitsbalbroesser  dagegen 
einfach  proportional  diesen  Abständen;  ist  nun  die  Hube  der 
ganzen  Pyramide  =  h  ijnd  der  Trägheitshalbmesser  der  Grund- 
fläche Ol  fipr  eine  durch  deren  Axialpunkt  0|  gelegte  parallele 
Diehaxe  s  ^ ,  so  erhält  man ; 


SS)  f^)  'j^, — • 

J 

cos  g,  cos  ttg  ^  cos  ßi  cos  ß^     ^    COS  ^c»  +  cos  ^ß^ 
*  cos  yi  COS  cos*jfij 

cos  «  cos -f  COS  i3  cos  j?g  -i-  cos  y  cos    r/^cos«^  _  £2i^Vosa 
cosy«  Lvcosft  cosfi/ 

.  /2cesA  cesM  ,  ,  "1 
^  V  cesyi      eos]%/     ^  'Jk 

Macht  aber  die  Drehaxe  mit  der  Schweraxe  und  mit  der 
Axiale  die  Winkel  und  die  Axiale  mit  der  Schwenxe 
aber  den  Winkel  ^a» 
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^      2cos^a  i        €08^^/2  cos  ^1  coa  \ 

~cog  fx  coa^fl  ~~  cos  *yt     cos  yt\  cosfi       cosy«  / 

—  -co^^  —  *icos^|  coB^a  stn^ 
cos  Yi  cos  cos  ' 

Wählt   man   die  ^>etlwe^axe  s  uU    Axiale,   so   (tat  tuaii 

^3=0»  •9^=:<9'2>  yi  =72»  cos^i  s=  -  SU  sctzou,  folglich: 

~  cos         cos  "yi         h*  ' 

wählt  qian  dagegen  die  Drehaxe  selbst  als  Axiale,  daan 
wird  ^«sO,  ^3=^,,  ya=J^  w'»*^* 

Als  Trägheitsmoment  fiir  die  ganse  Pyramide  aher  erhält 
man  (hei  30"==^  Zi^h): 

wobei  den  Trägheitshalbroesser  der  Grundfläche  fOr  die  Dreh« 
uxe  D  bedeatet. 


§.•14.  Bomogene  kriinimkantige  [Pyramiden  mit  gerader 

Axiale. 

Am  einfachsten  legt  man  hier  die  Urehaxe  D  durch  den  Punkt 
der  zu  den  Querschnitten  parallelen  XF- Ebene,  in  welchem  die 
Axiale  diese  Ebene  schneidet,  uahlt  also  diesen  Punkt  als  Coor« 
natenanfang;  macht  nun  die  Axiale  mit  den  Coordinatenaxen 
und  der  Drehaxe  wieder  die  Winkel  a^,  ß^,  y«.  ^3,  ist  also 
wieder : 

j[^^2^^z^At  und  ss^^^aisB», 
'     cosya  '     cosy^  * 

^    2cos^2c<>sy   sin  ^i>2 
dann  erhält  man,  wenn  Ä=2  — a^-- gesetst  wird, 

M=zii^  *  Qdz, 

55) 

T  =  iL  f'"  Qdz  [q^  +  Kz'  +  -~  { I,  (cos    -  cos    cos  o) 

3 

4-  i/i  (cos    — cos^cos  iS))]. 
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Wesentlich  einfacher  £^cstaltet  sich  die  vorstehende  Formel,  wenn 
die  Schwerpunkte  der  Querschnitte  sänimtlich  in  der  Axiale  lie* 
gen,  dann  ergiebt  sich  n  Jim  lieb  wieder: 


A.  Sind*"  die  Querschnitte  Rechtecke,  deren  Eckpunkt  A 
in  der  Z-Axe  liegt,  walueud  tüe  Enden  der  in  A  /u^ammensto«- 
senden  Seiten  a  und  b  auf  i^emicuhiäcbeit  Parabeln  liei^en,  deren 
Gleichuni'en 

sind,  vvubei  und  6|  die  Seiten  des  Rechtecks  in  der  Höhe  h 
bedeuten.    Hier  ist      =  0,      =     =  ^  y> 

^1  =  i«  =  ¥«i  \r Js.   1»!         =  V^^» 

2*  o  b     /*  * 

Q  SS  «l6  =  <l|  6|  p ,    Jlf  =  ft  ^3-  /      x*<lx  s=r  iftOt^i 

(»'■^  —  ^  ^id^ ii\ ti  "^a  +  'Ib^ sin —  3a6  cos a cos |S) 
=s  ^  (*2ai  sin    4-  26|  sin    —  3a| 6|  cos «tcos ^)  ^  > 

57)  T5=4ill[;^i2+|Ä2sin2y-,V*cosy(a,  cosa  +  ^  cos/?)]. 

B.  Die  Querschnitte  seien  regelmässige  Vielecke;  der 
Halbmesser  des  umscbriebeDen  Kreises  in  der  Hübe  A  sei  Id,  in 

der  iiöbe  2  aber  r=-R^j^,  dann  ündet  mau  nach  28)  und  56): 

«  • 

5^  T=lnni,U  ih'^^^]. 

§,  i5.  Homogene  k  ramm  kantige  Pyramiden  mit  krom* 

mer  Axiale.^ 

Fflr  diese  hat  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  dh  =  dt 
zu  setzen  und  ft  als  coostant  vor  das  Integralzei<;hen  zu  nehmen. 
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A.  Die  Querschnitte  seieu  Voll  kreide»  deren  Halbroee^r 
r  wie  beim  Kreiekegei  naeh  dem  Gesetze  wacbeen,  deren 

Mittelpunkte  aber  auf  dem  Durchschnitt  zweier  parabolischer  Cyiinder 
liegen,  so  daes  ^=:^=:^;  da  außerdem  |i=jr  and  ist, 
80  ergiebt  sieb  :  * 

•   ■  */T 

— 3(aeos«(-|-6co6j3)z Y  j^cosy]» 

$9)   7=  ^Itt^siu^a-l-I^Ssin^jS  f |A>siaV-  a«6co8aeos/} 

—  S(aeo8«  I-  6eo8|9)Acosy]. 

B.  fcjtnd  die  Querschnitte  gleichschenklige  Dreiecke, 
deren  Grundlinie  ff  parallel  OY,  deren  Höhe  k  in  OX'  \\c»i  und 
deren  Spitzen  sich  auf  dem  Durchschnitte  eines  parabolischen  und 
eines  cubiscb  -  parabolischen  Cyl Inders  befinden«  so  dass 

und  wachsen  die  Qaerschnitte  nach  dem  Gesetse  ^zzz^zs,^^^» 
dann  erhält  man: 

+ ^ 6«»iu*/3+  *»sin«y - a  V  jcos coa/S-f-zcosy^ 
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-»|6itiC06i)tcof!^— 4i^co8]r(26cos^-|-2iS:tGO$a)]. 

§.  16.    Homogene  getvundetie  Pyramiden. 

Auel»  hier  (wie  in  §.  12.)   sind  die  Werthe  von  und 
/3' and  y')  aus  12)  in  Formel  11)  einzusetzen,  z.  B.; 

A.  Wühlt  man  EUtpeen  als  Quersehnitte,  ISsst  man  die 
Halbazen  a  und  h  derselben  so  vrachsen,  dass 

ist,  und  bestimmt  man,  dass  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  auf 
der  OZ  liegon,  »o  erhält  man  einen  gewundenen  Körper,  wel- 
cher dem  dreiaxigen  EUipsoid  entspricht»  und  es  wird : 

.a.VmV-|-6t«sin«^' 

Vollendet  nun  die  Pilipse  eine  Umdrehung,  wahrend  sie  sirh  auf 
OZ  uro  Ci  fortbewegt,  so  entspricht  der  Höhe  x  der  Ürehungs- 
Winkel 

und  es  ist  ähnlicb  wie  in  §.  12.  A.: 

-«1  . 

61)   r«JlflA(ai«+*i*)C2-sin»y)  +  i«i*sinV 

B.  Sind  die  Querschnitte  regelmässige  Figuren,  deren 
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iVlittelpunkte  snmnitlich  in  der  OZ  und  deren  Eckpunkte  auf  der 
Kugelfläcbc  r^=:Ä* — liegen,  so  ist: 

da  nun  nach  28) 

(,2  =  r'ar«  (2  i  cos  — >  (2  ~  sin  V)  =  ^»"^ 

ist,  »0  bat  die  Drehung  anf  q  keinen  Einfluss;  ea  ergiebt  sieb 
demnach  för  irgend  welches  Geseta  der  Drehung  der 
Querjschnitte : 


§.  17.  Schiaaswort.' 

Ausser  den  bisher  betrachteten  Körpern  (Prismen  und  Pyra- 
miden) giebt  CS  noch  viele  antlere,    lioi  cloncti  sich  durch  die 
Anwendung  der  Formet  10)  oder  il)  die  Fv  i  iltehmg  des  Trag- 
h^'Ksiuoinents  wesentlich  vereinfacht.     Einige  Andeutungen  über 
dieücllien  uiogeii  hier  genügen;    /n   einer  \\(!iteren  Betrachtung» 
derselben  bietet  sich  vielleicht  spater  eine  Gelegenheit.    Die  An- 
wendung der  Formel  10)  oder  II)  setzt  voraus,  dass  sieh  die 
tiarin  vorkommenden  Grössen  |U,  Q,  d/i,  o,  ^,  ,  rji  ,       liuich  die 
Coüfdinaten  x,  \),  }  des  Axialpunktes  ausdrücken  lassen.  Diess 
ist  nun  unter  Andern  auch  noch  der  Fail^  wenn  die  Querschnitte 
awar  nicht  congruent  oder  ähnlich,  aber  doch  Fi  goren  defsel- 
hen  Art,  s.  B.  lauter  Reehtecke,  sind.    Diese  Kurper  würden 
bei  parallelen  Querschnitten  als  drittes  Glied  zo  den  eben  be- 
trachteten Prismen  und  Pyramiden  kommen  und  etwa  Pyrami- 
dolde  genannt  werden  kuiinen*  Es  gehOren  au  ihnen  z.B.  ge< 
«risse  Rotationskörper,   welcbe  de»  Raum  awischen  zwei 
verschiedenen  Rotationsflächen  ausföllen  und  bei  denen  also  die 
Querschnitte  senkrecht  zur  Rntationsaxe  ringförmige  Kreis- 
sectoren  oder  Folle  Kreise  sein  können ;   sonst  lassen  sich  die 
Rotationskörper  zu  den  in  §.  14.  betrachteten  Körpern  zftblen. 
Andere  grosse  Gruppen  von  Körpern  erscheinen  bei  coogruenten« 
ähnlichen  oder  wenigstens  gleichartigen  Querschnitten,  wenn  die 
Querschnitte  z.B.  sich  särnmtlich  in  einer  Geraden  schnei- 
den oder  sämnitlich  aut  der  Axiale  senkrecht  stehen  und 
dergleichen  mehr.    Als  besondere  Unterarten  der  eben  genannten 
beiden  Klassen  können  die  schraubenförmig  gewuixienon 
Kurper  und  auch  wieder  die  Rotationskurpor  angesehen  werden. 
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Besuiidcre  Aufmerksamkeit  erfonlert  dabei  zum  Tlieit  die  Formel 
für  das  Volumeiidiffereozlal  <IF=  Qdh',  mitunter  kann  man  i»el 
ihrer  Aofstellung  mit.  Vortheil  von  der  Guldin'scben  Hegel  Ge« 
brauch  machen. 

Bertehtlsaiis.   S.  240.  Z.  7.  v.  ii.  lies  t'^t^z=fi  statt  ar=^=0. 


Ueber  die  Berucksichiigung  des  Fehlers,  welcher  bei 
Berccbnuri«;  der  Auf-  und  Untergänge  der  Sonne  und 
des  Mondes  dadurch  entsteht,  dass  der  zuerst  auf-  oder 
untergehende  Punkt  des  Randes  des  Gestirns  nicht 
genau  die  in  den  Ephemeriden  angegebene  Deciinn- 
tlon  des  JMiUelpunkts  desselben  hat. 

Von. 

Herrn  Doctor  /).  K.  Kokides, 
Aiyiinct  t»ci  dri*  Sternwarit<  ia  Athen. 


Bei  der  ßereebnung  von  Auf-  und  Untergängen  der  Sonne 
und  des  Mondes,  wobei  man  Refraction  und  Halbmesser  beröck- 
sichtigt,  darf  man,  besonders  an  etvras  weit  vom  Aequator  ent* 

fcrntcn  Orten,  eigentlich  auch  nicht  unf)erücksichti<5t  lassen,  dass 
der  Punkt  des  Randes  des  GestiiTir?.  flor  znerst  aufgeht,  nicht 
dieselbe  Declination  wie  der  Mittelpunkt  hat,  welche  letztere  in 
den  astronomischen  Ephemeriden  aniirej;el)cii  \^ir(!.  und  ans  der 
man  mit  einem  angenommenen  genäherton  [Momente  des  Auf-  oder 
Unterganges  die  Declination  des  Mittelpunkts  für  die  Zeit  des 
Auf-  oder  Unterganges  mit  hinreichender  Schärfe  bestimmen  kann. 
Den  obeii  bezeichneten  Fehler  kann  man  aber  durch  folgendes 
Verfahren  beseitigen,  welches  ich  anderswo  nicht  angegeben  ge- 
funden habe. 

lo  nachstehender  Figur 
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ten,  berechnet  man  diese  Momente  mit  dem  in  den  Tafeln  für 
jeden  Mittag  gegebenen  ^,  den  Stundenwinkel  T  ohne  Berück- 

sichtrgung  von  ö,  /?  und  rc  und  des  Unterschiedes  von  5  zwischen 
Mittap^  THul  den  Momenten  des  Auf-  und  Unterganges.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ist  ZS—^,  folglich: 

N   

.eo8  Tss—  tg9 .  tg^. 

För  unser  Beispiel  hahen  uir  aus  dem  Nautical  Ainianac 
für  1860  für  Greenvvicher  nähren  Mittag  d=-23'»ü',o  oder  ffir 
den  wahren  Mittag  in  Athen  (1*  34'",9  östlich  von  Greenwich)  mit 
der  im  N.  A.  für  Januar  gegebenen  stündlichen  Aenderung  12^,5 
von  cJ,  d  =  — 23*>0',6.  • 

Mit  Qflife  dieses  Wt  i  tlies  haben  wir  für  das  genSherte  7« 
des  Aufgangs  und  T%  des  Untergangs: 

5ra  =  ri''-4M3"»       (5«==  — 23M',6 

7«=  12* -f  4^43»  a.s5-22'»59'.d 

woraus  lur  6  =  34  ,9,  ß=16',0,  «  =  0'.l: 

.     SS  1180  W^,    il»  SS       67%0  '  ' 

die  genauen 

Ta  =  4^'  47"»,9,    T'ti  =  4A  48'»,1 

folgen,  und  sich  ergiebt,  dass  die  Sonne  in  walirer.  Zeit 

aufgeht  um  7*12*»,1, 
untergeht  um  4*  48"»,!. 

man  diese  Momente  in  mitderer  Zelt  haben,  so  fiSgt  man 
die  Zeitgletehnng  3f",9  flilr  Januar  I  hinzu  und  erhält  dadoreh 

ffir  den  Aufgang  7*  lß'",0, 
für  den  Untergang  4*  52™ ,ü. 

Hat  man  mehrere  Wertfae  zu  berechnen,  so  muss  man  ^ehiless- 
Uch  die  Becbnnng  tabellariseb  susammeastelleo. 
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Neue  Bntwickelung  der  Grundformeln  der  sphärkchen 

Astronomie  mit  völliger  Beseitigung  jeder  eigentlichen 
Parallaxen -Rechnang  und  mit  verschiedenen  Anwen- 
dungen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  i  e  i  t  a  Ii 

Bei  der  Eotwickelang  der  Grondformeln  der  ephSrieebeo  Astro- 
tiomie  werden  nach  der  eett  «ehr  alter  Zelt  Jetzt  allgemein  übli- 
chen Darstellongsweiee  die  DimeDstoneo  der  Erde  gegen  die  Ent- 
fernungen der  Übrigen  WeltkOrper  von  derselben  nie  Tersehwhidend 
klein  angesehen  t  oder  die  Erde  wird  als  ein  blosser  Punkt  Im 
Räume  betrachtet«  was  aUerdiogs  ffir  die  Fixsterne  mit  einer 
Mäheruag  sulissig  und  verstettet  ist»  welche  so  gross  ist^  das« 
man  sie,  was  die  praktische  Anwendung  betrifft,  als  Tullige  Ge- 
nauigkeit ansehen  kann.  FOr  die  ül)rlgGn  Weltkörper  ist  jedoch 
die  erw&hnte  Voraussetzung  bekanntlich  nicht  mehr  zulässig,  viel- 
mehr müssen  fQr  diese  Weltkürper  die  Dimensionen  der  Erde 
und  die  Entfernungen  der  WeltkOrper  von  derselben  in  Betracht 
gezogen  und  in  Rechnons:  genommen  werden,  wodurch,  «?e  Jeder 
weiss,  schon  seit  sehr  alter  Zeit  die  Lehre  von  der  Farallaxe 
in  die  Astronomie  eingeführt  worden  ist,  ne!clie  den  Zweck  hat, 
den  Uebergang  von  dem  ersten  der  beiden  vorher  geoannteu  Fälle 
zu  dem  zweiten  zu  vermitteln. 

Üm  diesen  einleitenden  Bemerkungen  noch  einen  anderen 
Ausdruck  zu  geben,  kann  man  auch  sagen«  dass  Jeder  Beebach- 
•ier  die  Grundformeln  der  Astronomie  nur  für  und  in  Bezug  auf 
'•einen  besonderen  Standpunkt,  den  er  auf  der  Oberfläche  der 
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Erde  einnimmt,  also  in  Bezuj?  auf  seinen  besonderen  i^cofiach- 
tungsort  entwickelt,  nnd  sich  dann  der  Lehre  von  der  Parallaxe 
bedient,  um  seine  ßeohathttingen  und  liechnungeti  anf  df»n  Mit- 
telpunkt der  Frde,  irewlssermassen  als  einen  aligeiueineii  Stand- 
punkt oder  Ueobachtungsort  aller  Beobachter  zunukzii führen* 
wodurch  denn  in  der  That  auch  die  astronomischen  lieobachtun- 
gen  und  Rechnungen,  ja  die  ganze  astronomische  Wissenschaft, 
erst  zu  ciueui  uiihrcn  tienieingut,  und  die  Vergleichung  und  Cora- 
binirung  der  Beobachtungen  verschiedener  Beobachter  unter  ein- 
ander erro«iglicht  wird,  «voraus  die  flösse  WiohtigkeU  der  Lehre 
TÖn  ^er  Parallaxe  fär  uoaere  gaDse  Wissenschaft  deutlich  erhellet. 

Ich  w«iss  sehr  wohl,  dass  es  —  um  so  su  sagen  ^  mit  einer 
gewissen  wissenschaftlichen  Gefahr  verbunden  ist,  an  solchen  seit 
Jahrhunderten  in  der  Wissenschaft  eingebfirgerten  Lehren  und 
Methoden,  namentlich  dann,  wenn  dieselben,  wie  es  hier  in  der 
That  der  Fall  ist,  sich  im  Ganzen  und  im  Aligemeinen  für  die 
Praxis  als  genügend  und  ausreichend,  ja  selbst  vielfach  al«  bequem 
erwiesen  nnd  bewährt  haben,  in  irgend  einer  Weise  zu  (littetn 
und  etwas  än<lern  zu  wollen.  Diese  ücherlegung  kann  mich  je* 
doch  nicht  abhnltcii,  hier  meine  Ueberzenguiig  dahin  auszuspre- 
chen, dass  ich  die  vorher  in  fler  Kurze  cliarakterisirte ,  seit  un- 
denklicher Zeit  allgemein  üblir  l;e  iMethode,  und  mit  derselben  also 
natürlich  auch  die  ganze  l>elne  von  der  Parallaxe,  so  «ie  die» 
selbe  jetzt  in  die  WissouHrliaft  einaefülirt  ist,  keineswegs  einer 
wirklich  strengen  \\  is>'  n^rhali  ent^prcchcud ,  sondern  gewisser- 
massen  nur  für  einen  ISuthbehelf  halten  kann,  indem  man  nach 
meiner  I\Icinuug  vielmehr  die  Erde  gleich  von  vorn  herein  als 
einen  Körper  von  bestimmter  Gestalt  und  Ausdehnung  betrachten, 
und  ffir  diesen  der  Natur  allein  entsprechenden  und  in  derselben 
wirklich  Statt  findenden  Fall,  natürlich  zugleich  mit  gehöriger 
Berücksichtigung  der  Entfernungen  der  WeltkSrper  von  der  Erde, 
die  astronomischen  Grund  formein  entwickeln  muss,  wenn  die 
Astronomie  auch  in  diesem  ihrer  Theile  eine  wirklich  wissen- 
schaftliche Gestalt  erhalten  soll,  und  wenn  alle  Aufgaben  der 
sphärischen  Astronomie  mit  wirklicher  wissenschaiftlicber  Strenge 
und  Allgemeinheit  anfgelost  werden  sollen.  SchlSgf  man  aber 
einen  solchen,  nach  meiner  Ueberzeugung,  ^^Ie  gesagt,  allein 
streng  Wissenschaft  liehen  Weg  gleich  vom  Anfange  an  ein,  und 
bestimmt  dann,  als  eine  naturliche,  nothwendige  und  unabweis- 
bare Folge  hieraus,  auch  die  astroooniiscben  Grundbegriffe  in 
entsprechender,  von  der  gewühnlicben,  wie  es  nicht  anders  sein 
kann,  bin  und  u  iciier  etwas  abweichender  Weise ;  so  braucht  man 
die  eigentliche  Lehre  von  der  Parallaxe  gar  nicht  mehr,  und  die 
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jedenfalls  selir  lästigen  ünlerscheidurigen  zn-ischeii  wahrem  und 
scheinbarem  Aziniuth,  wahrer  und  scheinbarer  Hübe,  wahrer  und 
scheinbarer  Rectascension  und  Declination,  u.  s.  w.,  welche  durch 
die  Lehre  von  der  Parallaxe  in  die  Wissenschaft  gebracht  wor- 
den 8ind,  fallen  dann  ganz  weg. 

Wenn  ich  bis  jetzt  lediglich  die  rein  wissenschaftliche  Seite, 
den  rein  wissenschaftlichen  Standpunkt  festgehalten,  und  dem 
Nutsen  der  Lehre  von  der  Parallaxe  für  die  Praxis  sein  allerdinge 
in  gewisser  Ixücksicht  nicht  bestreitbares  Hecht  gelassen  habe^- 
so  stehe  ich  doch  ntcbt  an,  selbst  in  dieser  Beziehung  noch  einen 
Schritt  weiter  zu  gehen,  indem  ich  glaube  behaupten  zu  dürfen 
und  für  die  Richtigkeit  dieser  Hchauptuiig  durch  das  Folgende 
den  deutlichen  Beneis  zu  führen  versucficn  werde,  dass  ich  es 
für  möglich  halte,  die  Formeln,  durch  flie  Hauptaufgaben 

der  s{)bärischen  Astronomie  geliist  werden,  mit  1  lulle  der  im  Fol- 
genden zu  entwickelnden  neuen  ij^anz  allgemeinen  Grundformeln 
in  völliger  Stren8;e  so  zu  gestalten  und  darzustellen,  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  besonderer  Pnr.il  laxen  -  Formeln  oder 
Parallaxen-Rechnungen  gar  nicht  mehr  beduif,  oliiiü  dass  —  we- 
nigstens für  den  w  issenschartlichen,  mit  dem  allgemeinen  und 
numerischen  Calcul  gehörig  vertrauten  Astronomen  —  an  Bequem- 
lichkeit etwas  verleren  geht,  insofern  er  sich  nicht  mit  blossen 
NShemngen  begnügen,  sondern  vollkommene  Scharfe  erreichen  wilL 

Alles,  was  Ich  Jetzt  im  Allgemeinen  angedeutet  habe,  will 
ich  im  Folgenden  auf  analytischem  Wege  vollstlndig  entwickeln 

und  ausführen,  indem  diese  Abhandlung,  am  dies  noch  besondeia 
hervorzuheben,  den  Zweck  hat,  die  Lehre  von  der  Parallaxe  aus 
der  Astronomie,  wo  möglich,  ganz  zu  entfernen,  und  zunScbet 
und  vorzugsweise  die  wichtigsten  Aufgaben  der  sphärischen  Astro* 
nomie  so  aufzulösen,  dass  eigentliche,  sogenannte  Parallaxen- 
Rechnungen  dabei  gar  nicht  mehr  nüthig  sind,  was  ich  selbst  an 
in  der  gewöhnlichsten  Praxis  fast  täglich  zur  Anwendung  kom- 
menden Aufwallen,  wie  der  Bestimmurii;  der  Zeit  aus  einzelnen 
iSonnenböheu  und  ähnlichen  Aufgaben,  zu  zeigen  hoffe. 

Um  nicht  missverstanden  zu  werden,  glaube  ich  noch  bemer- 
ken zu  mtlssen,  dass  es  nicht  meine  Meinung  sein  kann,  die 
Berücksichtigung  der  Parallaxe  sei  nicht  nuthig  oder  überflfissig; 
gerade  das  Gegentheil  ist  meine  Meinung,  denn  die  Entfernung 
der  Weltkörper  von  der  Erde  wird,  soll  und  mnss  in  allen  sa 
entwickelnden  Formeln  vorkommen,  und  «unter  dieser  Form 
also  auch  die  sogenannte  Parallachse;  aber  eigentliche  Pa- 
rallaxenrechnangen  als  Correctionsrechnvngen  in  allen 
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solchen  Fällen,  wo  man  die  Parallaxe  ursprünglich  der  Kür/.o  und 
Leichtigkeit  «egen  vorläufig  vernachlässigte,  sollen  ganz,  wegfal- 
len, die  Parallaxe  soll  in  allen  Formeln  schon  selbst  enthalten 
und  diese  Formeln  sollen  demnach  gaoz  genau  und  vulllg  streng 
sein;  nur  Dieses  ist  meine  Meinung  und  kann  nur  meine  Mei- 
nung sein. 


Wir  Itetratliten  die  Erde  als  ein  Rotations-lüllipsuid,  welches 
durch  Lnidrehnng  einer  LIlipse,  deren  grosse  und  kleine  Halh- 
axe  a  und  b  sein  mögen,  um  ihre  kleine  Axe  entstanden  if*(.  Die 
Drehungsaxe,  also  die  kleine  Axe  26  der  erzeugenden  Ellipse« 
beisst  die  Erdaxe;  der  Mittelpunkt  der  erzeugenden  Ellipse  oder 
des  Ellipsoids,  weleher  dnreß  O  beseiebneC  werden  mag,  beisst 
der  Mittel punlit  der  Erde;  und  die  im  Mittelpunkte  auf  der 
Erdaxe  senkrecht  stehende  Ebene  wird  der  Aequator  genannt. 
Der  Aequator  tbeilt  die  Erde  und  ihre  OberflSche  in  avrei  Hfilf* 
ten,  welche  wir  .die  positive  Erdhftlfte  und  die  negative 
Erdhäirte  nennen  werden;  von  der  Erdaxe  %rird  die  Oberfläche 
der  Erde  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  die  Pole  faeissen, 
und  der  positive  Pol  und  der  negative  Pol  genannt  werden 
sollen,  jenachdem  sie  in  der  positiven  und  negativen  Erdbalfte 
Hegen; 

Denken  wir  uns  nun  auf  der  Erdoberfläche  einen  beliebigen 
Punkt  welcher  der  Beobachtungsort  genannt  werden  mag, 
und  lassen  von  der  Erdaxe  eine  dorch  diesen  Punkt  gehende 
Ebene  ausgeben,  so  beisst  diese  Ebene  der  terrestrische 
Meridian  des  Beobachtungsorts.  Die  im  Beobacbtungsorte  auf 
der  ErdoberflScbe,  nSmIich  auf  der  dieselbe  im  Beobachtungsorte 
'berührenden  Ebene,  senkrecht  stehende  Gerade  wird  die  Nor- 
male oder  auch  die  Vertikale  des  Beobachtungsorts  genannt. 
Der  00^  nicht  fibersteigeode  Neigungswinkel  dieser  Normale  oder 
Vertikale  gegen  die  Ebene  des  Aeqnators,  indem  man  diesen 
Winkel,  jenachdem  der  Beohacbtungsort  in  der  positiven  oder  ne- 
gativen Erdbälftc  liegt,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  heisst 
die  Pol  hü  he  des  Beobachtungsorts  und  soll  im  Folgenden  durch 
c3  bezeichnet  werder>.  Die  von  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde 
nach  dem  Beobachtungsorte  A  gezo<»ene  Gerade  ()  i  heisst  der 
dem  Reohachtungsorfe  entsprechende  Erdbalbrnesser 
unfl  \\\ri\  im  Folgenden  durch  q  bezeichnet  werden.  Der  90**  nicht 
fibersteigende  I^eigungswinkel  dieses  dem  Beobacbtungsorte  ent- 
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sprechenden  Erdhatbniessers  ^^egen  die  Ebene  des  Aequator«t« 
iodem  wir  auch  diesen  Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrach* 
ton,  jcnachdem  der  Heobachtungsort  in  der  positiven  oder  nega- 
tiven Erdhälfte  liegt,  wird  die  Breite  des  Beobachtungsorts 
genannt  und  soll  im  Fnl^ieiiden  durch  tp  bezeichnet  nerden.  Pol- 
hohe  und  Breite  des  Bcobachtungsorts,  deren  absolute  Werthe 
90^  nicht  übersteigen«  haben  hiernach  immer  gleiche  Vorzeichen. 

.  Die  Ebene,  welche  im  Beobachtungsorte  auf  dessen  Normale 
oder  Vertikale  senkrecht  steht,  und  folglich  die  ErdoberflSche  im 
Beobschtungsorte  herfihrt,  wird  der  Horisont  de^  Beobach- 
tongsorts  genannt«  ond  die  durch  die  Normale  und  die  Erdaxe 
^  gelegte,  Oberhaupt  also  durch  diese  beiden  Geraden  bestimmte 
Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  allen  Seiten  hin,  welche  , 
jedoch  von  der  Normale  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  bin 
ausgebend  gedacht  und  demzufolge  von  der  Normale  in  zwei,  im 
Folgenden  bestimmt  von  einander  zu  unterscheidende  Tbeile 
getheilt  wird,  heisst  der  astronomische  Meridian  des  Beob- 
aehtungisnrfs.  In  die  Ebene  ile.sselbcti  füllt  natürlich  auch  der 
terrestrische  iNlerirlian;  dessenungeachtet  pinrl  beide  Meridiane 
wohl  von  (MiiandfT  /.u  im(erschei<ien.  Die  Uurchschnittslinie  des 
astronuniischeti  IMeri^iians  mit  dem  ilorizont  wird  die  Mittags* 
Ii  nie  fles  Beohat  htuugsorts  genannt  und  von  diesem  letzteren 
in  zwei  nach  entg*^gengesetzte«i  Seiten  hin  liegende  Theilo  ge- 
theilt, die  wir,  t^o  wie  die  beiden  vorher  näher  bezeichneten 
-  Theile  des  astronomischen  Meridians^  im  folgenden  Paragraphen 
noch  naher  und  bestimmter  unterscheiden  werden. 


§.  3. 

Durch  den  Mittelpunkt  O  der  Erde  und  den  Beobachtungsort 
A  als  Anfangspunkte  legen  wir  nun  zwei  rechtwinklige  Coordina- 
systeme  der  Xffz  und  a^sf'z'»  deren  Ebenen  und  Axen  wir  auf 
folgende  Art  bestimmen. 

l)io  l'hene  der  .rt/  sei  die  Ebene  des  Aequators  der  Erde; 
der  positive  Theil  der  Axe  der  :r  sei  der  Halbmesser  des  Aequa- 
tors« in  welchem  derselbe  von  dem  terrestrischea  Meridiane  des 
Beobachtungsorts  geschnitten  wird;  den  positiven  Theil  der  Aze 
der  ff  nehmen  wir  so  an«  dasg  man  sieb«  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe*  der  «  durch  den  rechten  Winkel  (a;y)  hin- 
durch zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  zu  gelangen«  Im 
entgegengeaetiten'  Sinne  von  der  Drehung  der  Erde  um  ihre 
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.  Axe*)  bewegen  mu8s;   der  positive  Theil  der  Axe  der  i  sei  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  oacb  dem  positiven  Erdpole  bin  ge> 

richtet. 

Die  Ebene  der  x'y'  sei  die  Ebene  des  Horizonts  des  ßeob- 
acbtungsorts ;  der  positive  Theil  der  Axo  der  x'  sei  dorfenii^e  der 
beiden  Theile,  in  welclie  die  IVlittagslinie  von  dem  lieobachtiin^s- 
orte  e^etlieilt  wird,  von  den»  dor  positive  Theil  der  Axe  dor  x 
•  geschiiitfen  oder  nicht  {geschnitten  wird,  jcnachdem  der  Hool»- 
achtuni;8t>i t  in  der  positiven  oder  negativen  Erdhälfte  liegt;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y'  werde  so  angenommen,  dass  er 
mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  auf  derselhen  Seile  der 
Ebene  des  astronomischen  oder  terrestrischen  Mer'uli.uLs  des  Be- 
ol^achtuMgsorts  liegt;  der  positive  Theil  der  Axe  der  2'  sei  der 
•  ausserhalb  des  Erdellipsoids  licgeDde  Theil  der  Normale  oder 
Vertikale  cles  ßeobacbtungsorts. 

Die  beiden  Theile,  in  welche  die'  Mittagslinie  des  Beohacb- 
tungsorts  durch  diesen  letzteren  gctheilt  wird,  sollen,  jenachdeni 
sie  mit  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der  Axe  der  x'  zu- 
saimnenrailen,  der  positive  oder  negative  Theil  der  Mit* 
tags  Ii  nie  genannt  werden;  auf  ähnliche  Weise  heissen  die 
beiden  Theite,  in  urelche  der  astronomische  Meridian  des  fieobach^ 
tungsorts  darcb  dessen  Normale  oder  Vertikale  gethetlt  wird, 
jenachdem  in  ihnen  der  positive  oder  negative  Theil  der  Axe  der 
^  liegt,  der  positive  oder  negative  Theil  des  astrono- 
mischen Meridians* 

§.  3. 

Zunächst  wollen  wir  nun  die  Coordinaten  a:,y,z  und  x',  y',  z' 
eines  ganz  belleliigen  Punkts  Im  Haume,  natOrlich  unter  Zugrun- 
delegung der  beiden  im  vorhergehenden  Paragraphen  genau  cha* 
rakterisirten  Coordinafensysteme,  im  Allgemeinen  mit  einander 
▼ergleichen. 

Wenn  der  Bcohachtungsort  in  der  positiven  Erdhalfte  liegt, 
welchem  Falle  Fig  I.  entspricht,  wo  die  Ebene  des  Pa[)iers  die 
EliCiie  des  astronomischen  oder  terrestrischen  Meridians  ist;  so 
ist  offenbar; 

(.r.r')=9(>>— ö,    (a:y)  =  90o,    (xz')  =  Q; 
(ya:')=00o,        (yy')=0,  (yz*)=saQfii 

Dass  eine  solche  Drebong  Statt  finde,  nefamca  wir  hier,  we  wir 
lietii  Lehrbuch  der  Aatroaomie  •chreibca,  uhne  Woiteret  an* 
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weDR  dagegen  der  Beobacbtungsort  In  der  negativen  ErdbSlfte 
liegt«  weichem  Falle  Fig.  2.  entspricht»  wo  wiedernm  die  Ebene 
des  Papiers  die  Ebene  des  aatronomiscben  oder  ter^estriscben 
Meridians  ist;  so  Ist  offenbart 

also  Ist,  wie  sooleich  erhellet,  in  beiden  Fällen,  and  folglich  In 
völliger  Allgemeinheit: 

cos  (ita')  =  s in  o ,       cos  {xif') = 0 ,  cos  {az') = cos  Q ; 
cos(2f;r')  =  0,  co8(^0^1r  cos(yr')ss:0; 

eos(2«0  = — cos  cS ,   cos  (zy')  =  0 ,   cos  (zz*)  «  sin  cS. 

Bezeichnen  wir  jetzt  dir»  Cnordinaten  des  Beobachtwngsorts 
Im  vSysteme  der  a:i/z  durch  f,  0,  g,  so  ist  nnch  den  beluuinten 
allgemeinen  Formeln  der  Coordinatenverwandlung: 

♦  af'cos  (ar«0 + y'cos       + i^cos  (a»0» ' 

y  =  x'cosijjj;')-^  7/'  cos{i/t/')i-z'cüs{i/z'), 
X  =  ^  -f  ar'  cos  (lar')  +  y'  cos  (zy')  +  x'  cos  (z«*) ; 

also,  well  offenbar  In  völliger  Allgemeinheit: 

1)  fz=Qcosq>,  ff^rsinip 

Ist,  nach  dem  Vorhergehenden: 

IOT  =  QCQ8<p  -f  ^'sinü  -f  z'cosS, 
z  =  psln  fp^af  cos  SS  +  s'sln  S ; 

woraus  durch  ge^vohnliche  algebraische  Elimination  sogleich  om- 
gekehrt  erhalten  wird: 

|:r's=  — ^8in(u  — 9>)H-^«iDO — scoscS, 
s' s  —  9  cos  (o  <— 9>)  4  ^  cos  cS  H*  >  0lo  cS. 
Weil  die  Gleiefanng  der  Ellipse 

vnd  folglich: 
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4P  9z   dz   b^x 


ist;  so  lat  di«  GUicbuDg  der  Normale  des  Beobacbtungsorts: 

und  nack  den  Lehron  der  aodytiecben  Geometrie  ist  folglich  in 
dem  in  Fig.  1.  dargeeCellten  Falles 

in  dem  lo  Fig«3.  dai|;eaiellten  Falle: 

toi»g(lSOo+  c5)  «8  langes  =  ^  =  ^tang,»; 
also  völlig  allgemein: 

^>  «»««S  =  ^  =  ptang9», 

woraus»  io  Verbindung  mit  der  Glelcbang 


leicht  folgt: 


6^  sin  c5 

=  ■    

Va»cos5«  +  6*sinc5« 

wobei  man  nicht  £u  übersehen  hat»  dass  /  and  eosö  beide  stets 
positi?  sind;  oder: 

fi\  acoso  68tn«S 


\  J  ^8ia«»>         Y  1  +  — ^-cos5« 


oder  auch: 


also»  weil  ^sbVTTä* 
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folglich  nach  5) : 



oder; 

f  C08Q  psinS   

erhalten  wird. 

NacJi  1)  und  B)  ist: 

 g^cosS  


oder  nach  1)  und  9): 

GOS  5  ,   g'P^  . 

\  1  - ^^flioö«  Y  ^  +  "T«-«**®^ 

woraus  man  leicht  1 

-  (fl' — 6*)  sin  5  cos  5 

siD(0-9)  = 

12).  .  .    j  a»coe5»-f6»8lBg»  . 

1^—6»     _     _  1    «*  — 6»  , 

 = — sind) cos o  1— — •"® 

•in(5--^)="7----"~====#   cos(o— 9)= 


crtalli 


Diaii 
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Nach  2),  II)  und  3),  13)  haben  \^ir  also  zwi^ichen  den  Coor- 
dinaten      y,  z  und  x',  y',  z'  die  folgenden  Gleichungen: 

•14) 

X  S=  — p  --n^.=  -f.  ät'Btn  0  +  2' cos 

1  ^smo« 

o Sinti  ^        .  ^ 

«  =  -  I —      -  -— ^■^—g'cosg+  Valiicit; 


und: 


1« 

-    2  ~  (>  Sin  ö  cos  <5 
ag*sz  —  +  a:«inö  —  zco»Q, 


» 


x'  =  r-    '  -  ■    '■'  +  arcosü  +  zätnu. 


Die  OrSsie      —  nennt-  man  die  Abplattung  der  Erde,  von 

welcher  man  in  den  vorstehenden  [  orn^cid  auch  mehrfachen  Ge- 
hraueh  machen  könnte«  was  aber  hier  einer  Heiteren  Erläuterung 
nicht  bedarf. 


f4. 

Der  im  vorhergehenden  Paragraphen  im  Allgemeinen  hetrach» 
tete  Punkt  {xyi)  oder  {x'y'i')  im  Räume  sei  je(/t  ein  beliebiger 
WcltkorpfT,  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
und  von  dem  Beobachtungsorte  wir  respective  durch  R  und  r 
bezeichnen  «vollen. 

Lassen  vrir  von  der  Erdaze  eine  durch  diesen  Weltkurper 
^hende  Ebene  ausgeben,  so  beisst  der  Winkel,  Tvelchen  die 
ÜorcliBchnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  des  Aequators  mit 
dem  positiven  Theile  der  Aze  der  x  einecbliesst»  indem  irir  die* 


Digitized  by  Googl( 


der  Brunäfitmetn  äeh  ^phärineken  AstroHomie.  ^269 

Winkel  von  dem  positiven  Theite  der  Axe  der  x  an  durch 
den  rechten  Winkel  (xtf)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  hin  von  0  bis  3R0^  zHhlen,  Her  S  t  u  n  den  wink  o  I  des 
WeltkcJrpers,  und  soll  im  l^olfreiulen  durch  G  l)ezP!rhn«»t  werden; 
denken  wir  uns  aber  von  dem  Mittelpunkte  der  Erdr  rinrh  dem 
Weltkörper  eine  (»erade  «»fzogen  ,  so  heisst  der,  al»solut  irenom- 
men,  90*^  nicht  uberKteij^eiide  Winkel,  nnter  welchem  diese  Gerade 
gegen  die  Ebene  des  Aequators  geneigt  ist,  indem  man  diesen 
Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenaclidem  sich  der 
Weltkürper  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  des  Aequators 
befindet,  die  Declination  des  Weltkurpers,  und  soll  im  Fol- 
genden durch  d  beseichnet  .werden.  Unter  diesen  Voraussetzun- 
gen haben  wir  offenbar  die  folgenden  gans  allgemein  gCiitigen 
Gleichungen : 

IX  =  l?COS  (TCOsd, 
g  =  ßsin  ocosd, 
t  s  l^sind. 

Lasse»  wir  ferner  von  der  Normale  oder  Vertikale  des  Be- 
obaehtungsorls  eine  durch  den  WeltkDrper  gehende  Ebene  aus- 
gehen, so  heisst  der  Winkel,  welchen  die  Darchsehnittslinie  die- 
ser Ebene  mit  der  Ebene  des  Horlsonts  mit  dem  positiven  Theüe 
der  Aze  der  x*  einschliesst,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Aze  der  x*  an  dorch  den  rechten  Winkel 
(^'^0  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  hin  von 
0  bis  dßO^  zählt,  das  Azirouth  des  Weitkorpers,  und  soll  im 
Folgenden  durch  m  beseichnet  werden ;  denken  wir  uns  aber  von 
dem  Beobachtungsorte  aus  eine  Gerade  nach  dem  Weltkiirper 
gezogen,  so  heisst  der,  absolut  genommen,  90"  nicht  überstei- 
gende Winkel ,  unter  welchem  diese  Gerade  gegen  die  Ebene  des 
Horizonts  geneigt  ist,  indem  man  diesen  Winkel  als  positiv  oder 
negativ  betrachtet,  jcnachdem  {|er  Weltkörper  sich  auf  der  posi- 
tiven oder  negativen  Seite  des  Horizonts  befindet,  die  Hi'ihe  des 
Weltkörpers,  und  soll  im  Folgenden  durch  h  Ixveichnet  werden. 
Unter  diesen  V^nranssetzungen  haben  wir  offenbar  die  folgenden 
ganz  altgemein  gültigen  Gleichungen:  • 

Ijp'srcosttcosA, 
=Brsin»eesA, 
tf  =  rsin 

Nach  den  vorstehenden  Gleichungen  1)  und  2)  und  nach  den 
Gtdicbttngen  {.  3. 14)/15)  haben  wir  also  jetzt  die  folgende«  Glel«. 
chnngens 
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3)  - 

pcoso  -      _  _ 

i2co8  a C060  =  — p        .       — —  -f-  r(oo«  «cos Asin  a>-|-sinAco8G>), 


V*  ^«oö^ 

12  sin  tf  cos^as  r»tii  mcosA, 


Ä  sin  ö  =   — r  (co»  o  «To«  Acos     •)»  AsInS) 


uud: 

*  4) 

— —  psin  o  eoa  o 
r  cos  «  cos  A  sss  —    ^   zrssr-f  R  (eoB  «COS  ^sloS — sin^cosS), 

roinsicosAs  iSsinacosd, 

(1  ^|5— sinü^)^ 

\  j^j— smw* 

oder: 

5) 

p  cosS  7*  _ 

cos  aco8d=  ^  •    f-       4   ^4    -     +  g(«inAcos«5+cos»cosÄ8inCi)), 

sin  0  cosd = ^sin  neos  A , 

ü  einZS  r 

sinJ=^«  4_^4        *^  ^(oiDAsino^cooocofAcoso) 

midt  • 

6) 

j^cotdeocAsä-  ^ — J^.     ^     ===  -f  cos  tf  cos^  sin  g  — rindcosS, 

jg-sin«M0BAs5  sin  tf  cos  dt 

1   r^sin 

U sio AÄ—      "r^==  r-       •  = + cos 0 cos d cos Q 4- sind sioa>. 
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Nach  f.  a  7)  ist : 


7) 

9  i    •       •       •       •  • 


V  *  ^-sinü« 


and  settt  man  iran,  indem  man  sogleich  fiberlegt,  dass  ollenliar 

I  -4  sinü^ 


6^ 


1  j.  __  eo« 


tst: 


8) 


6ro  = 


\  1  ^«BO« 


6« 


sintS 


und : 


-5 —  ein  ü  cos  (O 


9)  ■■*••• 


SO  ist  oacii  5)  und  6) : 


10) 


eo8  0eo8^=         +  ^  (sinAcosiS  -f  cos •  cos A sin  @), 


sin  cos  d  SS    sin  M  cos  A, 


sin d s  ^  Gq'  -f  ^  («in  Asin 6 -—cos w cos A  cosiS) 


und: 
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a 


-j^  cos  0}  cos  A  =  —  ^  /^Q  -f  cos  c  cos  d  sin  9  — stn  dcos  3  > 

j^8iu(ocosA=     sin  ö  cos  5, 

r  ö  _  _ 

l^smh^—  |g         Cosa  cos  <)  cos  Q  -(-sindsioo. 

Der  Bruch  ^  oder  eigentlich  der  Winltel*  deasen.  Sinns  die* 

fiftr  liriK  h  ist,  ist  die  sogenannte  Aequaturial- Hortzontal- Paral faxe 
des  VVeltkürpers  zu  der  Zeit,  «o  It  seine  Entfernung  von»  Mit- 
telpunkte der  Erde  i^t,  und  iiiidet  sich  in  der  einen  oder  anderen 
Form  (ür  jeden  Weltkurper  und  die  verschiedenen  Zeiten  in  den 
astronomischen  Tafeln  oder  Ephemeriden.  Für  die  Fixsterne  wird 
dieser  Bruch  seiner  grossen  Kleinheit  wegen,  weii  die  Entfernung 
derselben  von  dem- Mittelpunkte  der  Erde  im  VerhSItniss  eq  der 
halben  Hauptaxe  der  die  sphäroidische  Erde  erxeogenden  Ellipse 
ungeheuer  gross  ist,  nieisAens  als  verschwindend  hetraehlet,  was 
aber  immer  nur  als  eine  NSherong  gelten  kann* 

In  diesem  Falle  nehn>en  die  Fundamental  »Gleichungen  10)  und 
11)  eine  einfachere  («estalt  an«  ivie  in  §.6.  15)  und  {.6«  16)  ge- 
zeigt werden  wird. 

§.5. 

Die  vorher  durch  6V  und  ATq,  K^^'  bezeichneten  Grüs 
sen  sind  für  jeden  bestimmten  Beohacbtongaort  Gonstanteu, 
and  flir  jeden  Ort  nach  meiner  Meinung  von  grosser  Wicbtigbeit» 
weshalb  wir  dieselben  jetzt  etwas  nfiher  betrachten,  namentlich 
verschiedene  zwischen  Ihnen  Statt  findende  Relationen  entwickeln 
wollen.  Diese  Constanten  müssen  fOr  jeden  Beobaehtongsort  an 
weiterem  Gebrauch  ein  fflr  alle  Mal  berechnet  werden,  und  sur 
Erleichterung  dieser  Rechnung  werden  auch  die  folgenden  Rela- 
tionen dienea* 

Aus  den  in  8)  und  9)  des  vorhergehenden  Paragraphen  gege* 
beneu  Ausdrücken  dieser  Constanteo  erheilet  zuvürderst,  dass 
dieselben  sieb  auch,  auf  folgende  Art  ausdrücken  lassen : 

■  1) 

ocos»  _  ,  6^sin« 


V  <i^co«  ö«  +  **»in  S*  a  V" a'cosii*  +  6*sinü* 
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uad : 

^  «rV  o*cos  5*  \  6* sin  ö** 



AUo  ist  offenbar: 

^  J  Ä'cj  —  6'(5siii  w  —      cos  M , 

(  ATb'  ^  6qcoa Q    Ctq'  sin  S  ; 

iiixl  folgiich  unigükclirh 

^  I  Cro  sA'cs'cojiS-l-irQHlnS, 

(  6'cj'  =  /i'ö'  f  Ui    ^  A'qcosc»  ; 

woraus  sich  sogleich: 

6)  Co*  f  «?o'*  -  >5fö*  +  i!fo'» 

ergieht. 

* 

Setxt  man: 

so  erhalt  man  aus  den  Fornieiri  I)  und  2)  ferner  leicht: 
•  i^s  AV  =s  — s — sin  S  cos  o =s*sin  S  cos  S ; 


^ — -s—  sinS  «  s*sinOt 


TTTSS— 33 — CO»  «5  =  <*coscS. 

VQ  O 

Drücict  man  alle  Constanten  durch  e  ans,  so  erhfilt  man  gaiu 
nnmlttslbar  ans  den  Formeln    4. 6),  9) : 

cosg  ,  _  (i-s«)sing 
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Nach  £.3.  6*)  und  {.4.8)  iat: 

10)  .  .....  .   f=aGB,  9  =  aGm"f 

also : 

11)  ^  =  V7*+^=  « Go*+  eo*=* « V"Ä©«  +  iCo'"- 

Durch  Einführung  eines  zwischen  — 90^  ond  -f  90^  liegenden, 
mittelst  der  Formel 

12)  sin^sesiuS 

SU  bestimmenden  Hdlfswinkel  t//  kann  man  die  Constaoten  leicht 
berechnen.    Weil  nämlich  allgemein 

co8i^  =  V  1— ««Äln®* 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar; 

und: 

Aach  ist,  wie  man  leicht  findet: 

,_sin(c5  4-t/;)sin(5-^) 
  ®  "~  «inwcosV^ 

und :  "  * 

16)  ~  cetS  eki^tantC^. 

Für  a  —  b  oder  e=0,  wenn  man  also  die  Erde  als  ^ine  Kugel 
betrachtet,  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

17)  <ve  8BB  eoaS,  G^*  sss ein S 

und: 

18)  1^0  =  0,  ilTci'sl. 

Zugleich  wollen  wir  hier  noch  bemerken»  daBs  man  zur  Be- 
rechnung von  9  aus  (3  nach  §.3.  10)  die  sehr  bequeme  Formel: 

19)  tang9  =  ^taDg0 
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hat.   Also  Ist!  _  _ 

_             cos(Ci>  —  (p)     a'^cos  fL)*  +  6*sinS* 
1  +  tang  Q  tang  9  =  ^^^^^  =   ~    a^cosü^  ' 

folglich : 

_   4  /  cosQcos((3^ap) 

▼         cos  9 

,  und  weil  nun  ferner  nach  19): 


C08O 


V* «♦cos  S*  +  Ä*8iii  ö«  =  ^ 

cos  tp 

Ut,  so  bat  man  nach  §.  3.  7)  zur  BerechDong  von  q  offenbar  die 
bequeme  Formel: 

4/  cosS 

2Ö)  «  =  «V  cos9>cos(S-9»)* 

Auch  ftfr  die  Constanten  Gq,  und  Kq,  kann  man 
durch  Kinfiihrung  der  mittelst  der  Formel  19)  lelcbt  ailS  der  Pol- 
höhe  Gj  zu  berechnenden  Breite  q>  bemerkenswertbe  Aasdrficlce 
finden.   Weil  nämlich  nach  19): 

€08  3»  +  ^sin  S*  1=  CO»  3«  +         sin  5« 

_  _  cos  o  cos  (o  —  a>) 

=  co8üa(l+tangotang9))=  

und 

tangQ     sin  fi^  cos  9) 
Ist»  so  ist  nach  1): 


j^Ä*^^     tangy  sin  (f.) 

"^a*""  ~"  taneQ  sinfiic 


cosS  4/  cosScosy 

4/  .  Ä'T'^^^  cos (5 -9)' 

Y  cosS"  +  ;pjslno* 


6»  .  - 
stnc» 


j^"'""'  4  r  cosocosy 


 P  

cos  3*  +  ^iin3* 

und  nach  2): 

(l-^sio5cosc5  _         I        cos  3 

iPD=-^  coay€os(3-<«>) 
Y  cosQ^  +  ^sinw* 

sin  (5  —  y)  4/  cos  (5  cos  9? 
™      cos  9  cos  (5  —  y) ' 

Theil  XLIV,  '® 
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M/  i     \.f      -1  .*^*^       •?      i/~ cos(.)cos(ö  — (p) 

\fp        T    C08(O — tp)* 


COS 

indem  bei  der  absoluten  Kleitilifit  vor»  ö  —  cp  jetlenfulls  cos(ö-qp) 
eben  so  wie  cosgo  eine  positi\  c  Grösse  ist.  Hiernach  hat  man 
also  zur  ßerechnuiig  der  Coiistartten 

^'ß,  Gc'    und    Ä'ö,  Aq' 

aus  der  Poihuhe  ö  und  der  Breite  (p  die  folgenden,  jedenfalls  sehr 
bemerkeDswertheD  Ausdrücke : 

* 

4/^  eosSeosy 

.        4/" cosc5cos()i>      _  ^ 

,  .4/  cosö 

21)  {       =  •'»(«-^^)  V  ^s-^co.s(ö>-g>) 

cofi9  ®     sing»  * 

„  ^  4/  co8  5co8(ä — y) 

▼  eos9> 

"     cos  9  sinqp  »     \  ♦ 


6V= 


.}•«• 

Wir  wollen  jetzt  mittelst  der  im  Vorhergehenden  entwickel- 
ten   Grundformein    zuvörderst    einige    Ausdrücke    der  Grösse 

entwickeln»  anf  welche,  wie  es  mir  scheint j  in  der  Astrono- 
mie bisher  nicht  die  ihnen  gebfibrende  Anfmerhsamlceit  gerichtet 
gewesen  ist. 

Wenn  man  die  Gleichnngen  },  4. 10)  anf  folgende  Art  darstellt: 
COS tf cos^ ~~  R^^^  B  (^^^^^'^ ^ cosAsinS), 
sin  ff  cosd  =  ^  sia«  ces 

o  r 

sin  d  —     Gq'  =     (sin  hsmo  —  cos  «cosA  coa  ü) ; 
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und  sie  dann  quadrirt  und  zu  einander  addirt,  so  erhXIt  man  auf 
der  iStelle  die  folgende  Formel: 

in  welche  man  nun  leicht  noch  alle  aus  dem  vorhergehenden  Pa- 
ragraph rn  bekannten  Ausdrücke  der  Constanten  Ga,  einfuh- 
ren küiinte. 

Ferner  haben  v(ir  nach  §.4.11)  die  folgenden  Gleichnngeii : 
^  cos  0  cos A = ^        *f  cos  aeos dsio  o  —  sindcos  5 , 
gsinocosAss  sintfcosd, 

^siiiA=—  ~^  co8  0cosdeo8O>  +  sindsiaSS; 

aus  denen  sich  sogleich  die  beiden  folgenden  Gleicbongen  ergeben : 

cosA^scosd^siuo^-fCsindeosS-l-  ^i?a— cosdsinocosa)^» 

(5)  <i  sin  w  —  ^ JKfi  +  cos t)  cos  c5  cos  0)*. 

Elitninirt  man  nun  ^  aas  diesen  beiden  Gleichungen,  so  erh&lf 
man  die  Gleichung: 

icosd^sin 0* ^ (sind cos ö  -|-  ^         cosdsin Scostf)*)  sinA* 


n 


=  (sin  d  sin  (i)  —  ^  Üq*  +  cos  d  cos  o  cosö)^  cosA*, 
oder : 

sinÄ*eosd*sin«* 
cosAV^indsin    —  ^  ^o'-|-cosdcosScostf)* 

—  sin (sind cos Q  -f  ^  i5fö  —  cosdsin ö cos tf)*, 
oder; 
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siiiA^cottd^ 


=  siu/»'^co8  d^cos     -J-  cos/i2(siu  6sin  G)  —  ^  /T©'  -|-  cos  6  cos  (•>  cos 

  d   

— sin    (sin  ö  cos  <•>  +  —  cos  d  sin  ü  cos 

Um  nun  diese  Gleicliung  in  Bezug  auf  cos  a  als  uiibekaniUc 
Grosse  aufzulösen,  eotuickele  man  die  (Jrusse  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  nach  den  i*otenzen  der  unbekannten 
Grösse  costfj  80  findet  lüfto  als  Factor  oder  Coefficienten  'von 
coso*  die  Grösse: 

sin  h*  cos  (S*  -I-  cosA*  cos  d^cos        sin  h*  cos  ^sin 

=  sin  Ä*cosd*  cosö^  +  cos/*- cos  (5'-^  cos     =  cos^^cos  ö*, 

und  die  aufsuiösende  Gleichung  wird  also: 

cos    cos  ö  (sin  ösmö — g^öO 
cos 6^ cos &^ cos <fi-^2 cos d  {  \  cos  o 

•f  sin  A*Bin  S  (sin  d  cosc»  -f-^  #^(5) 

=sinA2cos<5« — cosA*(8in^^»«ö  -  ^  AT©')*  -|  sinÄ*(sindcosö  f  /Tcs)». 
Weil  aber: 

sinA'cosd«--cos  A^sind^sin  «2  ^  gin  A«sin    cos  «2 
sssinÄ^cosd^  —  cosA^sind^sinö»  +  sinA^sind«  —  siuA^siud^sino^ 

=  sinA^^  sind*  sin  5* 

ist,  60  kann  man  vorstehende  Gleichung  auch  auf  folgende  Art: 


cos  d*cos  o*co8  0*  +  2cos  d 


a 


cos  A*cos   (sin  dsin  S  — 

costf 


a 


-{-  sin  h*  sin  U  (sin  d  cos  (•>  -1-  ^ü^q) 
^siDA*~8iud2sioü^-|-2^sin(^(ArQsinA^co6Ö  +  Kq*  cosA^sino; 

+  (^)'(Ara«sinA«— Äo'^eosÄ«), 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen: 


uiyiii^ed  by  Google 


der  Grunätorm$in  dw  sphArüekeH  Astronomie»  279 

2) 

+  sip  h*  sin  ö  (sin  d  cos  c3  -f-  ^  Kq) 
:=  sin  dsln  Q  eos   4-    (l^o  sio  A'sio  S  —  IPq'cos  A'cos  cS)  , 

N  =  sinA*— sind>«inc5<-|-2^8ind(JrQslnAScosS«|-iro'cosA«sinS) 

+  (Äö^siiiÄ^-Ä-Q'^cosA^) 

gesetzt  wird,  auf  (oigeiide  Art  darstellen: 

M  N 

4 

Um  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezog  auf  die  onbelcannte 
GrSsse  cosdcosa  anfettlOsen,  entwickeln  wir  zuerst  die  GrOese 

M*  +  NcosS* 

ss^sindsinocosc^  +-^(^eisinÄ'sinQ  —  ü^o'cosi&^cos@)|* 

IsinA*-sindMnQH2^iod(^oainJ^^i>s«54-iiro'cosA*sln0)l 
a  J 
+  (^)*  (Äro*sinA*-  /fa-^cosA«) 

Q  ü 

nach  Potenzen  von        Der  von  ^  unabhängige  Theil  Isti 
sin  ^sin    cos    -f  cos    (sin  A*  ^  sin   sin  cS*)  =  sin  A*gos  c5*. 

Der  Factor  uder  Coefficient  von  2  ^  ist : 

.  sindsip«$cosQ(ICDsinA>sino— »iTa^cosA^cos^) 

4- sind  cos  o^(iSfQsinA^cosc^  ~f  Aq  cob/t^öiu  G))  =  iSCo8iod8inÄ^cos(j. 


Der  Factor  oder  Coefllcient  von 
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— /To'^si»  A^cos  A^Gos     —  ^K^K^*%\n  A^€08  A^sioo  cos  ö 
=   A  es'^  8ifi     (1  —  cos  A*  sin  5*) 
--iro'*sinA*eosA>c<Ni€J*— 2ICoAo'8iiiA3co9A3  8inQc<i8S 

=  8ifiA«{  iro«--eosA>(iro8io  (3  H-  ^o'cob  o)»} 
Also  ist;^ 

M«  4- JScoscj« 

iiDd  folglich  tlSr: 

4) 

M^sindainQcosQ  4-  ^(^^esiiiA'aini^—  /^a'cosA'cosö)» 
Hs=tco85«4.2-gÄo8indcosö+  (^ö*-  Go»cosA«); 

oder  auch: 

BIss  sin  d  sin  ö  cos  ü  -f  ^  (  ATq  sin  ö  —  j6rsi  cos  A^) , 
U  =  eosS^-|-2-^irB8iDdcos«$4-(;^}  (l^a*-~6Vco8A«); 
nach  3)  of&nsiwti 

M  HsiDÄ« 

also: 

7)  co«<costf«:  SSIS^* 

oder: 

-M  +  sinAvH 
^.  .....  ,  .co8ö=.    ^^^^  ' 
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Naeb  §.  4.  II)  ist  nun  x 

Q  T 

also  nach  7): 

_  sin  J  wi  5  cos  5  —  M  jfc  wi»  A  V^H 

loiglicb,  wenn  man  für  IVl  seinen  Werth  au9  3)  einfährt: 

(i  _ 

s*»'  +  s"'"''= — ^  iüis  

Es  ist  aber  nach  den  in     5.  entwickelten  Formeln  und  Relationen  i 

JTo  Sin  CD    Oo  cos  A*  =  — ■  Gq'  sin  o  cos  

— g5 —  Go'A(2't»in  Q  —  cos/i* 
=  cosö 

— B—  sfn  — .  cos 

 cos  6 


cosA*  — e*sinö*  _ 
 cos«i 


und 


H  scoscäl«^'  2^  ir«s»dco»S  +         (iS^o*-  Go^cos  Ä«) 


.  a  a®  —  lO"  ^,  .  » 
+ 


+ W  iö=»  } 
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a  ä 


2 


sin  d  sin  g> 


=  cos  ü?|  1  -f  2 1^  •  


VRj  1^ 


=  cosu«tl+2g  j^.  +  . 

=  «»««1(1  +  lg— ir^— ■  ija  »• 

Ai80  ifil  nach  dem  Obigen: 


wobei  tiKiii  zu  beachten  hat,  dass  cosu  stets  positiv  ist,  und 
daher  in  der  ganzen  obigen  Betrachtung  uberaA  die  oberen  und 
unteren.  Vorzeichen  in  genauer  Beztebnog  sit  einander  stehen. 
Ans  di€»er  Gteichong  ergiebt  sich  nun  unmittelbar: 

r   .  .      a   cosÄ«  — e28inß2_/f53'2 

 £5^  


^Bmk\  (l  +  B  —  jfö^)*-  {ß)  ^  • 

WA8f  weil 

cosÄ«-  c28inö«-^ö'2 
=  cosA* — «•einö*—  1  +  e^einö'  =  —  ainA* 

ist«  endlich  zu  der  folgenden,  nach  meiner  Meinung  sehr  bemer- 
henswerthen  Formel  Mrts 
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r        a  s\nh 


4 ,     a   e^sioösinö       /  ay 

±\  (1  +  ^ — k^—^^-Vr)  • 


C08    — cos  sin 


dureh  welche  das  wichtige  Verhältnlss       bloss  darch  k,  6, 

und  aodereals  bekannt  vorauszaaetzende  Grössen  ausgedrückt  wird. 

Bemerken  wollen  wir  noch,  dass  sich  aus  den  vorhergehen- 
den Entwickclungen  für  die  beiden  oben  dnrch  H  bezeichne- 
ten Grössen  die  folgenden  Ausdrücke  ergeben: 

10) 

M  =  cos  u  (sin  0  sin  0) — -jg»  \, 

WM  -*./!.«  e'sindaloö,«  /«V  cosÄ*— e*€Ogd*siiiS«, 
H  =co»«'l(l+^  j^y^-{^)   g-g  i. 

Hauptsächlich  entsteht  nun  die  Frage,  wie  in  allen  vorher- 
gehenden Formeln  die  V  orzeichen  zu  nehmen  sind,  in  welcher 
Beziehung  ^ich  Folgendes  mit  aller»Strenge  beweisen  lässt. 

Ha  ist  offenbar: 

6  6 


4»der: 


b 

ab         6=s  a_ 

ifl^*  ^  fl>  ,  .  a2-6** 


oder: 


1  + 


6 


1.6=  n 


Unserer  ganzen  folgenden  Betrachtong  legen  wir  die  Vorans- 
«etanng  in  Grande,  dass  immer 


*  + — 3- 
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Wenn  nun 


W  > 


wäre,  60  wSr«: 

(t  V  -       ^o'*  /_a  V  =  1  -  g*8in  5« 

V«y  >  e»8lii«»ainS«'  >     sin  a^TuTö«' 

Es  ist  aber:  ' 
also : 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


Well  ferner 


nnd  folglich 


ist,  80  ist: 


\RJ   >         ?i  • 


1  — c^sinö*^  I 


1  — e»6lnS^=  1—«« 


also  nach  dem  Obigen:* 
folglich : 


oder: 


und  daher,  weil  nach  dem  Obigen 
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6 


l  fl 


i^a  a» 

ist : 

fw  gegen  die  obige,  allem  Folgenden  lu  Grunde  liegende  Vor- 
aussetzung streitet.  Dalier  Icann  nie 

fl\*     sin <5* 81110*  =  ^ 


(0 


sein,  und  es  ist  folglich  immer:, 

«V  Vsind*«inS«  ^  , 


also  offenbar  stets: 

a  «•dndaiho  - 
Ä*  ]?ö^"">^' 

möge  sind  sin  ü  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  seiu. 
Wenn  nun 

iväre,  so  wfire,  eben  weil  nach  dem  so  eben  Bewieseneo  die 
quadrirte  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
eine  nicht  verschwindende  positive  Grosse  ist: 


a  Vi ^ e'*cos (3-^sin (J*-^  =  i  ,  «    c^sin  (5  slow 

also: 

a    V 1  —  g^cos^sinS^— s*sindsin(5  =  , 
IB  > 


folglieh : 


cos  6*  sin     —  ^alndsin  S 

weil,  wie  aus  der  .vorstehenden  Ungleichung  sich  ganz  von  selbst 
ergieht: 
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VT—  a^cos    sin    — e^sin  d  sin  c5  >  0 


ist.   Wenn  nun 


ist,  so  ist  offenbar: 


sindsinQ  ^  0 


also: 


1— e*cosd*s1nS'— e^sinÄwDÖ  1, 


V^l  —  «*cos  d^sin  w*  —  e^sin  5  sin  q  ^ 
folglicil  oacii  dem  Obigen: 

weil  offenbar 
ist;  also: 

a  =  4  r ,  a  z=zh^ 

uihI  foigiicb,  weil  nach  dein  Obigen 

b 

6=:  a 


ist! 

b 

a  1-i  a 


was  wieder  gegen  die  obige  Voraussetzung  streitef.  Wenn  ferner 

sin  dsin  ö  <  0 

ist,  sa  ist  1 

—  e*sin  d  sin  Q  ^  e*, 
wo  die  Grösse  auf  der  linken -iSeite  positiv  ist;  aUo  ist  offenbar: 


i 
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•  •  • 

folglich  : 

   = 

und  daher  nach  dem  Obigeo: 

also  offenbar  um  so  mehr: 

R>    i  +  e«  ' 

oder : 


iras  wiederum  gegen  die  Voraossetsung  streitet.  Hiernach  kann 
also  nie 

Rj  >  <*  +  Ä  •  ^  Eq'  > 

sein,  und  es  ist  also  immer: 

(aV  1  —c* cos  6^ sin  c5^   '       a  e*sin5sino 
rJ  ^  "1^? — > ' 

oder :  • 

Uj   ÄÖ^5  (l+Ä  j^^^  ^^<Ö- 

Well  abo: 

+  Ä — Vä/  ä7*  ^® 

ist«  80  Ist: 

^_     o  ^slndsin ^    / a y  e*cos^*sinc5*^ /aV  1 
^^-^^  WS~^  '^\jV  '  Ä?*  if?*' 

also  um  so  mehr: 

,  a  s^siodsinü.,  ,  /«\'  e* cos 8* sin «5*.  /a\*  cosA* 

oder : 
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<'+s — K;r~^   ka'^—^^' 

•o  das«  also  alle  im  Obigeri  entwickelten  Aosdrflcke  unter  der 
gemachten  Voranssetzang  reell  sind. 

Wenn  man  die  beiden  in  der  Formel: 


♦      

a  e'sind^ntt..     /aV  cosA*  —  e*cosd*siii«5* 


1^  • 

enthaltenen  reellen  Wertbe  der  Grösse        in  einander  /nultipli' 

cirt,  so  erhält  man  leicht  ais  Product  die  nach  dem  vorher  Be- 
wiesenen negative  Grüsse 

o\-  l  —  €*cosö*8inö*  «  c*sin<ysinö 

^  7>  ÜZ'  )  ' 


Äö'*  R 

woraus  sich  ergiebt>  dass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Werlhe 
cßtgegengesetste  Vorzeichen  haben;  undKiehtniaa  nun  den  Werth 
mit  dem  unteren  Vorzeichen  von  dem  Werthc  mit  dem  oberen 
Vorseiehen  ab,  so  erhült  man  die  positive  Differenz: 


'    a  4/^/1     **  c'^sindtiin  (d^^  cos     —    cos  & 

*V  ^'  +  Ä  Ki'    ^  "Uv  — ' — 


—  e*  cos  d^sin  d)* 
2        — » 


woraus  man  schliesst,  dass  das  obere  Vorzeichen  den  grosseren, 
also,  weil  beide  Werths  entgegengesetste  Vorzeichen  haben,  den 

T 

(joMtiven  Werth  liefert.    Weil  nun  die  Grösse  ^    ihrer  Natur 

nach  nur  positiv  sein  kann,  so  muss  man  in  allen  obigen  For 
mein  die  oberen  Vorzeichen  nehmen;   man  muss  also,  mit  Rück" 
siebt  auf  die  Ausdrücke  10)  von  M  und  U,  nach  8)  und  9)  setzen: 

"> =  cosdcosS« 
und 

 Ä-coso"«' AT©" 

oder«  letztere  Gleichung  in  völlig  entwickelter  Form: 

12*) 


r      4/  /II**  «*sint)j5inG)  cosA-'— c^cos^^sipQ*     a  a'mh 
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Aus  dieser  Formel  erhelfet,  dass,  nenn  H  in*9  OneniKiche 

wächst,  der  Bruch  -j^  sich  der  Einheit  als  Gränze  nähert. 

Allem  Vorhergehenden  liegt  die  Voraustiefzung  xu  Grunde, 
dass  ' 

6 

a  a  a  j6  

sei,  uimI  es  fragt  sich  nun,  in  wie  weit  sicii  diese  Voraussetzung, 
>%'enigstens  in  der  Af^trononiie,  wird  als  erfüllt  voraussetzen  las* 
sen,  was  »vir  jetat  untersuchen  wollen. 

FQr  die  in  den  treflnichen  Tafeln  von  Ho  fiel  angegebenen 
Dimensionen  der  Erde  ist: 


logY  =^  0,91:^21—2 

'og^— =  0,82442-3 


3 

0,0066745 


1,0067 

^  .0,00260 
log(l  +  "-^^)  =  L  JO 

(0,00290 
log«=:  6,80464 

log«(l  +  '^^)  =  0.80754 
log6=  6,bü3l9 


b 

a 


=  0,9900. 


*  Es  ist  also,  wenn  alles  Obige  gültig  sein  soll,  erforderlich,  dass 
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^  <  0.9900 


sei,  und  dass  sich  dies  in  der  Astroauntie  immer  wird  vorauij- 
setiten  Isiasen,  ist  klar. 

Für  die  Kugel  ist  a=:ö,  also 

6 
a 


1  + 


und  daher  die  im  Vorhergehenden  immer  zu  Grunde  gelegte  Be^ 
dingong 

-  <1 

Weil  in  diesem  Falle  bekanntlich  e  =  0  und  Kq  —  1  iät,  8o  isi 
nach  l'i*): 

oder: 

14),  ,  .  j^=Y  (1  —  jgeo8/0(l -K^cokA)  — ^»ioA. 
Aus  den  Ausdrücken  1)  und  12*)  von  ^  erhellet,  dass  für 

tl  T 

j2=:0  die  Grösse      ~  ^  ^'^^^  '^"^  Fixsterne 

wenigstens  mit  sehr  grosser  Annäherung  ^  =  0  zu  setzen  b$* 

rechtigt  ist;  so  nehmen  für  diese  Weltkörper  die  Fundamental- 
Gtcichungeu  §.  4. 10)  und     4.  11)  die  folgende  einfachere  Ge- 

stalt  an : 

Icoaircosd  =  sin^cosS  -f-  cos»  cosAsiocS, 
sintf  co8<^  =  sin  tocosA, 
sin  d  =  sin  A  sin  ö  —  cos  ä>  cos  h  cos  ü 

und: 

coscacosA  =  cosacosdsinö  —  sindcoscd« 
16)  ...  {  sin o>  cosA  =  sina eoB9, 

Bio  k  =s  cos  c  eo8  9poB  5  -f  sin  d sin  c5. 
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Pär  Elxsterae  hat  man  daher  aueh  immer: 

zu  aeteen. 

§.  7. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,,  wie  man  sich  die  Berechnung  von 
nach  den  vorhergehenden  Formeln  etwas  erleichtem  Icann, 
und  dabei  zugleich  auch  den  Stundenwiokel  a  betrachte». 
"Wenn  wir  der  Kfiize  wegen: 

.f"~     g  g«gipdsipc5.»  .  /«V  e^c^smä^ 

=  V  »+^8  K^-*  \R) 

i 

setzen  j  so  ist  nach  {.6. 12*): 

und  setzen  wir  also,  indem  wir  de»  UülfswiDkel  «  zwischen  0 
und +90^  nehmen*): 


a 


2)  sinu  =  — Q^^^^^^~KiiQ^^^  * 


so  ist: 


also,  weit 


r       _  M  sinA 


o      1    _  ^vSinw 
Äö'-^cisÄ 

*)  Die  Crosse  aaf  der  rechten  Seite  iles  Gleichheitszeichens  in  der 
nachfolgenden  Gleichung^  2j  ist  niimlich  jedenfalls  positiv  ;  deshalh  kann 
man  u  zwischen  0  und  4"^^^  nehmen. 

Thea  XLIV.  19 
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üruneri:  Jfm  EtUwf€keHmg 
Ist: 

•j^  s=  Q (cos tt ~ taogÄ sinn)» 
und  folglieb:.  ' 

 Ä  —  e^ül 

Mach  der  driUen  der  GleicbuDgeu  J.  4. 11)  ist: 

*  =     cos^cosS  tangdtaogö. 

also  uacb  2)  und  3); 

+«-(*+!.)  tlOg* 

ew«=«  losö^  tafwitang« 

„  ,        sin  u  ^        , , 

(1  —    sin  ü*)        +  cos  ( A  +  ii)  tang  A 

»«   «w^«««S  ^  tangÄtangö 

siiiM     «in«  .       .   ,  ,  «  ,  _,„8in?* 

^  ^COS/i      COSA  I  cos  Ii 

eosdcosQ 

—  fsagdtangQ, 

also: 

4)...  cosö=Ö  cosacosö   tang d tang 5. 


W^l  nach  {.  & 


-      n    c^sin  5  sin  ü  ^  « 

^  +  Ä  


st,  so  kano  man  naob  1) 


Vi     a    e'cosdsino  j* 
1  A.  )  ^g'   ~  ( 

/i^  «  e«sinMnö( 
i^  +  Ä — ) 


setsen,  imd  lieredinet  nan  also  den  awischea  -^90^  imd  <f  90® 
genommenen  flflifswinkel  0  mitteist  der  Pormel: 
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■ 

'«r  g^cos^rip  S 

'  +  B  W~ 


SO  ist: 


oder:' 


«  =  (1  +  -^.— -j-^).eefl 


also; 

«  c*cos6mhS     r     ^cob d sin 5 co s ( A  ^ «) 
Nach  4)  und  6)  iots  , 

•  .  — «  sin  u 

„      jt  .  -5  6iii(ä  +  m)— ^«iBto*-  T 
II  e*cosö8infO       ^    '    '  cosA  . 

abo: 


a 


sin  u  # 
[8iii(Ä+«)— e»«ln5«^]-taDgd  ^  tangö; 


nach  2)  und  d)  1«t  aber«  vrie  man  aogielch  übersieht : 

.        cos /t sin Ö 

also  nach  Vorstehendem: 

r  s  ^.  .  V    sln«5siDe,  . 

oder :  •> 

Daher  bat  man  cur  Berecbnaiig  von  9  das  folgende  System  von 
Formeln:  / 

♦   

a  s^cosdsino 

T-^ri^äsSS'  •»«=s««osds.nS' 

19* 


Digitized  by  Google 


296  erunert:  Neue  EiiMekeltmg 

dem  negativeo  TheUe  der  Axe  der  y  hio  von  0  bts  ]80^  ifthlt, 
im  ersten  Falle  aber  als  poeitiv.  Im  sweiten  als  negafly  befrach- 
tet» wo  man  also  s  sieh  von  —180"  stetig  durch  0  hindurch 
bis  -f  l&ffi  verSndern  lassen  kann.  Ein  gaos  Sholiebes  Verfahren, 
was  hier  sieht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht,  befolgt  man 
bei  den  Azimuthen  «.  ßezeichnet  man  nun  Stundenwinkei  und 
Azimuth  bei  der  ersteu  Aultassungsweise  wie  bisher  durch  c,  oo» 
bei  der  zweiten  AuflassuDgsweise  aber  durch  Oi,  og;  so  erhellet 
auf  der  Stelle,  dass,  wenn 


ist,  offenbar 
also. 


Cosa  s=  eosSi,  cos«  =  cos Oi ; 
sinossintfi,    siow  =6infi»i; 


wenn  dageges 


Ibü  <o<360«,  lW^»<3ßßf> 

ist,  offenbar 
also  wiederum 

cos  G  =  COS  Ol  ,     COS  (0  :=  €08  C»|  ; 

sintf  CS  shi 4^,   sio o  ss sin oj ; 
und  daher  Immer 

V 

cos  o  =  cos  01  •  sio  a  =  sin  0| ; 
cos  o  SS  eos  «i ,  sin  »  =  sin  % 

ist;  woraxis  sich  also  ganz  unzweideutig  crgicbt,  dass  die  tJrund- 
formeln  §.  4.  10)  und  §.  4.  11),  und  daher  >jatnrlifh  auch  all©  da- 
raus abgeleiteten  Formeln,  ihre  volle  GültiL:keit  l)eh;ilton,  man 
mag  die  Stundenwinkel  und  Äzinnifhe  im  ersten  oder  im  zweiten 
Sinne  auffassen.  Kommt  es  also  daraut  an^  sich  eine  stetige 
Veränderung  der  Stundenwinkei  und  Azimuthe  durch  180*^  hin- 
durch zu  denken,  so  wird  man  sich  immer  der  erhtca  Auffas- 
sungs weise  bedienen,  wogegen  man  sieb  der  zweiten  Auffassungs» 
weise  bedient,  wenn  es  darauf  anicommt,  die  Stundenwinkei  und 
Asimutfae  sich  stetig  durch  0  hindurch  verSndern  zu  lassen. 
Diese  Bemerkimgwi  hat  man  im  FoigeodeB  stets  feslnImlIeD, 
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namentlich  bei  der  bi«r  munittoiliar  DachfolgendMi  Anwendung 

der  Diflferentialrechnung  zar  LOsung  einer  Aufgabe  über  die 
Mazima  und  Miniraa  nicht  aus  deo  Aagen  zu  lassen.  In  der 
Regel  werden  wir  übrigens  im  Fnl^renden  die  Azimutbe  und 
Stunden winlcel  immer  von  0  bis  360^  zählen  und  h!oss  positiv 
nehmen;  sollen  dieselben  absolut  nur  von  0  bis  180^  gezählt, 
aber  als  positiv  und  negativ  betradbtet  werden»  so  werden  wir 
dies  immer  besonders  anzeigen. 

Nach  §.  4. 11)  isty  mk  Rfleksichf  auf  die  Torhergelienden  Be* 
merkunge» : 

^  Ka*  -f  -^«in^ss  cos9coBdcoe«S  -fsiudaincS, 

and  foigUeb,  wenn  man  unter  den  obigen  Voranssetsnngen  nacb 
<r  diiferentiirt: 

^cos  A  ^  +  «n  A  — =  —  sin  tf^coaocoi  ® , 

=  —  cos  0  cos  d  cos 

  # 

Setien  wir  nun  der  KOrse  wegen: 

_  a   c^sindsino..    /a\*  cosA*— c*co8^8io5*  . 

p=(i+^— gj—  ^ — 

-    _a    e^sindsincj  ^        \*   e^sin  5*  cosA* 
so  ist  naeb  {.0. 12*): 


also; 


^(b)    .^BP    a  COSA  0A 
,/tt\'  f>-i  "fa^         «  cosA  aA 
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* 

DDcl; 


+ 


«    sinA  /ch\^ 

X 

a  eosh  M 
1?"  ^ö'  *8d*' 


8A 


Fflr  i^^O  ist  bieniaeh  auch 


du 

also  .nach  dem  Obigen: 

2)  sintfcosdcosQ  =  0. 

Ferner  ist  unter  derselben  VoraussetaniDg  Dacb  dem  Obigen: 


j^cosÄgp+s.nÄ-».^  =  -- 


^   =  —  cos  0  eosdcos  IS 

und 


8» 


also: 


2 


„  .  sinA'cosA     a   sin  A  cos  A  i  dVi, 


SS «~  cos<rcos  dcosö. 


und  folglich,  wenn  'man  för  seinen  Werth  aus  dem  Obigen 
einführt : 


«VP.cosÄ-2^.— +  VP~^-^8i^ 

=— cos  cosd  cos  S5 


oder: 
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=5  —  COS  0  COS  d  COS 

■ 

also: 

cosÄVP.(l  -  ^  -  £^7^7*)^-  öö«  ~  "  COStfCOSÄCIWCS. 

Die  Gleichung 

sin  a  cos  d  cos  c5  =  0 

wird  erfüllt  durch 

tf  =  0  und  0=1600. 
Ffir  ffsO  ist  nach  Vorstebendeni : 

also,  weil  cosA,  etmi,  coso  stete  positiv  sind,  der  zweite  Dlf- 
lereatiaiquotient  ^  negativ,  folglich  A  ein  Maximum ;  für  a=  180^ 
ist: 

COS A VP.  (1  —  g  •  ^^yp^  •  ^ =  +  cos  ö  cos  ü  , 
also«  aus  demselben  Grunde  wie  vorher,  der  zweite  Differential- 
qnotSeDt        positiv,  folglich  h  ein  Mlnimuni. 

Ftr  die  grlisste  und  kleinste  Höhe  h  selbst  ist  nach  dem 
Obigen  respeetive: 

in  Ä 

^  JTa' + (VP—  ^  •  ^/ )  sin  ä  ==  +  (cosd  cos  ü  +  sindsin  ö) 

^itis'  +  (VP-  ^  •  (cosdcoeS  -8ind«ln«5); 

also,  wenn  man  Olr  die  grdsste  HShe  die  oberen,  füt  die  kleinste 
HShe  die  onteren  Zeieben  nimmt: 

3).  .  .2gÄV  +  (v  P-^  j^^.)wn*=±cos(d=Fo), 

aas  welcher  Gleichung  wir  jetet  h  bestimmen  wellen.  Nach  1) 
in  dem  Obigen  und  nach  §.  7. 1)  ist: 

^     ^     /a\»  cosA* 


dOO  Gruner f:  ifmte  SaMekeiung 

wo  bekADDtlich  Q  «ine  positive  Grtase  ist;  also  ist  die  Giei- 
chaog  $); 

^ATö+iy  To^-]«  ^^l««A=±C08(di:ö), 


oder: 


V 


sä  J:eo8(df  ö). 
Setsen  wir  nun  wie  in  {.  7. 2): 

a 

SIDtt  =  COSA, 

WO  II  wie  dort  «wischen  0  und  +90^ liegend  gedacht  wird,  so  ist: 


a 


sinw 


^q'Q     eosA  * 
und  folglich  nach  dem  Ohigen: 

«  VI  — e*«ino« 

also: 

mittdet  welcher  Formel  k^u  gefiindeo  wird.  Nun  ist  aber: 

a 

sin«     sin|(Ä  +  M)  — Aj     .  ^,      '  Ä 
 ^  s=Mo(A+«)-.cos(A+ii)tangA= 
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also: 

a 

5)  .  .  .     taug A  =  tang (Ä  +  ii)  —  jj^sec(Ä  + 1*), 

mittelst  welcher  Formel  man  die  grüsste  oder  kleinste  Höhe  /* 
erhält,  über  welche  AuilüsuDg  Dun  aber  noch  die  folgenden  Be- 
merkungen zu  machen  sind. 

Weil  bekanotlich   ,  , 

o<»<;  +  90« 

ist,  60  ist 

'  Ist  nun  sin(/i-f  u)      Folge  der  Formel  4)  negativ,  so  kann  nur 

sein,  es  bleibt  also  bei  der  Bestimmung  von  h  \  u  mittelst  der 
Formel  4),  folglich  auch  bei  der  BestimmuDg  voo  h  mittelst  der 
ForiDei  8)  kein  Zweifel.  Wenn  aber  sin  (A  -f  u)  sich  mittelst  der 
Formel  4)  positiv  ergiebt,  so  ist 

ttDd  man  erbftit  (iBr  A  -f- »  swei  sich  su,  180*  ergänzende  Werthe, 
welche  mittelst  der  Formel  5)  offenhar  zwei  dem  Zeichen  nach 
entgegeDgesetzte>  oatfirlich  absolut  swischen  0  and  liegende 
Werthe  für  h  liefern,  so  dass.also  die  Frage  entsteht,  welchen 
dieser  beiden  Werthe  man  an  nehmen  hat.  Nun  ist  aber  nach  8); 

(VP-|^ .  ^v)mn*=±cos(dTc5) -^Äb', 
und  weil  nach  dem  Obigen 


ist,  so  ist  die  Grosse 


a  stnA 


stets  positiv;  also  hat  nach  dem  Obigen 

dtco8(öTö)-g:iro' 
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stets  mit  sinA,  folglich  mit  h  gleiches  Vorzeichen,  woraus  sich 
ergiebt,  das«  maa  fiir  h  imoier  den  Werth  nehmen  mitss»  wel-. 
eher  mit 

±  C06  (d:pö)—  ^  JTo' 

gleichea  Vorxeichen  hat«  immer  unter  der  Voraussetamig,  daas 
im  Vorhergehenden  die  oberen  und  unteren  Vorseichen  respec- 
tive  bei  der  Bestimmung  der  gruaaten  und  kleinsten  Höbe  genom« 
men  werden  infissen.  ^ 

Für  die  Kugel  Ist  es=0  und  K^*—\,  Q  =  l»  so  dasa  man 
nach  4)  nnd-S)  für  diesen  Fall  die  Formeln: 

6)  siD(Ä  -1-  u)  =  i:  cos(ö  +  ö) 

und 

7)  .  .  .  .  .  taDgA  =  tang(Ä-|-u)  —  ^sec(Ä  +  «) 
hat. 

Aus  dtt  wichtigen  Gleichung  3),  welche  man,  weil 

T_  sinÄ 

H  R  Kq 

ist,  auch  auf  folgende  Art  schreiben  kann; 

8)  -g8inA  =  dbcos(d7o) — Ig^o'* 

lassen  sich  verschiedene  Folgerangen  ziehen*  von  denen  wir  hier 
nur  die  folgende  bemerken  wollen.  Ein  Gestirn  geht  nie  unter, 
wenn  seine  kleinste  Hube  positiv,  also  nach  8),  wenn  die  Be> 
diognng 

—  cos(d  +  5)—  7^  Äb' > 0> 

oder 

cos(d  +  5)  +  ^jrö'<0, 

oder 

cos(d 4 €5)<  ^ITg'* 

erfüllt  ist.    Ein  Gestirn  geht  nie  auf,  wenn  seine  grOsste  fiShe 
negativ,  also  nach*  8),  wenn  die  Bedingung 

•         cos(d— ö)  — ^JTo' <0, 

oder 
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cos(d — 5)  <  ^^o'  > 

erföllt  ist.  Ein  Gefttini  geht  auf  und  uoter,  weno  seioe  kleinste 
Hübe  negativ  and  sefne  gnisste  Hube  positiv  ist,  also  nach  8), 
wenn  die  Bedingungen 

-cos(ö+ö)  — ^iT^'^^^ü, 
cos(ö— ü)  — ^Jf©'>  0 

oder 

I 

erfüllt  sind,  wenn  folglich 

— cos(d  +^)  <  ^'^ö'  <  +  cos(d  —  S) 

ist 

Für  die  Kugel  ist  in  den  vurliergeliendeu  Lieiiinguiigeu  Ao'=l 
zu  setzen. 

Für  die  Fixsterne,  wenn  man  fitir  dieselben  "J^^O  setzt, 

gehen  diese  Bedingungen  in  die  folgenden  fiber.  Ein  Flistem 
gebt  nie  unter,  «renn 

cos(d+ö)<ü 
ist;  eia  Fixstern  geht  nie  auf,  wenn 

cos(d-S)<0 

ist;  ein  Fixstern  geht  uut  und  unter,  weiHi 

—  cos(d-i-ci>)  <  0<  -I-  eos(d<~ö) 

ist. 

Wenn  man  die  Gteicbnngen  §.4.11)  auf  folgende  Art: 

1*  fi 
'    j^c<>s^fi09h-\^  ^  A'Q^cosffcosdsinS'sindcosS  > 

T 

sin  o  COS /» =:  sin  ffcos 

^4»iij  ^*  +  ^  -Ä^ö'  =  cos  <J  COS  ö  cos  (d  i-  sin  d  sin  u 


datstellt,  dieselben  quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt  ;  so  lässt 
\ieh  ein  gleichfalls,  wenigstens  einigermassen,  liemerkensiverther 
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Ausdruck  von  ^  ableiten,  den  wir  hier  noch  entwickeln  wollen, 

zunächst  weniger  seiner  selbst  wegen,  als  um  eine  gewiMO  Ccn- 
trole  für  die  Richtigkeit  der  früheren  Entwickeln ugen  dmus  la 
entnehmen.  Nach  dem  angegebenen  \ethJ^feu  erhalt  man  näm- 
lich sogleich  die  quadratische  Gleicbung: 

1) 

Nach  $.4.  9)  ist  aber: 

ATo  cos  o  cos  A  -f  Ka'smh 

ein  h  ^ —  sin  6  (sin  A  ein  c»  —  cos  »  eoä  Acos  S) 


V 


1  — — 9—  sinJS« 


also  nach  §.  3.  7)«  wenn  man  der  Kürze  wegen 

sioA» — — coeneoeAcoeS) 
2)...il=s  :  p—  

setzt: 

ITo  cos  »  coe  A -f  ATo'sin  A  s  ^  J , 
folglich  hiernach  nod  nach     5, 11): 

woraus  eich  auf  gewOhnlli^e  Weise: 

erglebt.   Das  Product  dieser  beiden  Werthe  von  ist 

(4)--. 

und  folglich,  insofern  nur  >  ^  Ist,  was  sich  natürlich  hier 
immer  wird  voraussetzen  lassen,  negativ,  woraus  sich  ergiebt, 

daae  die  beiden  obigen  Warthe  ^on  entgegengßsetite  Torsei- 
eben  beben  $  md  weil  min 
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diese  Differenz  also  positi?  ist»  so  liefert  das  obere  deichen  den 
grüsseren,  folglich  den  positiven  ITVerth,  und  man  ronss  also: 

 s=V*-('-^>(sJ-^i 

oder: 

setzen.  Für  die  Kugel  ist  nach  i  dem  Obigen  ^=sioA  und  Q  =  a, 
also :    , 

^«yTl^gcosÄy-^sinA. 

was  gans  mit  der  frfiher  gefondenen  Formel  $.  6. 13)  dlieTeiostimnit 

Ffir  die  Grosse  A  kann  man  noch  ein  Paar  bemerkenswerlbe 
Avsdrü'cke  finden«  wenn  man  die  Breite  ^  einßilirt.  Nach  2)  ist 
nSmlieli: 

^ ^  a* sin  Ä  —  {a^  —  b"^)  sin  ö  (sin  A  sin  ^  —  cos  cö  cos h  cos  ö) 
also  nach    3.  10): 

oder: 

.    sinAcosqo — 8in(u — 9)(8in  Asin  o^coscdcosAcosS) 

1,1.  _  .1  « 

COSQ 

Addirt  und  snbtrabirt  man  im  Zähler  dieses  Bruces  das  Prodoct: 

sin  (cS  —  9)  cos  (A  -f  3), 

so  erhftlt  man: 

^  _sia  A  cos  y  -|-  sin  (5— y)  cos  (A-f  5) — Sein  (S-^)  eosA  eosS  siB|i^ 

cösS         :  * 

oan  ist  aber: 

2sio(o  ^  9)  cos(A  -f  ö)  =  sinCÜ  —  9  <f  2q)  —  sin  (A  -f-  9), 
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Ä  sin (A— y)  +  sin  (Ä — qp  +  2ö)  =  2co8  ö  sin  (A  —  9  +  ö) , 
folglich : 

m 

6)  ...     =  6iD(A— 9-f  6))— 2eosAs1o(ü— (p)sin^o>2. 
Wenn  man  im  Zähler  de«  obigen  Bruchs  das  Prodoct 

sin  (5 — 9)  eos  (Ä—  c5) 
sabtrahirt  und  addirt»  so  erhält  man; 

^  _  sin  Aces  y — sin  (g  ~y)  cos  (A~  c5)  -f-  2  si  n(c5  -  y)cosA  cos5«ofei^o>'^  ^ 
~"  '.  eos  6  -  ' 

nun  ist  aber: 

2sin(Q— 9)cos(A—  Q)  =  sin(A— 9>}— sin(A-|-^-^2€S), 

also: 

2sinÄcos  qD-»-2sin(Ö  —  tp)  co8(A — ö) 
=  sin (Ä + 9)  +  sin (ä+  9  — 2ö)  ^  2cos ein (A -f  ü), 
folglich : 

6)  ^  =  sin  (Ä  4-  9  —     i-  2co6  haln  (q — ip)  co8ifl»>. 


10. 

Aus  den  Bei^riffen  des  StundenwinkeU  und  Azirautbs,  so  wie 
dieselben  in  1.  mit  Uücksicht  auf  die  Begriffe  des  terrestrischen 
und  astronomischen  Meridians  in  §.  1.  festgestellt  worden  sind, 
erhellet  auf  der  Stelle,  dass  immer  gleichzeitig;  ff  — 0,  0  =  0 
und  0  =  180^,  ©—.ISO®  ist.  Bezeichnen  wir  nun  für  g  =  0,  co=^Q 
die  Höhe  und  die  DecUnation  durch  H,  D;  für  a=180^>,  ©  =  180*^ 
die  Höhe  und  die  Ueclination  durch  ü',  D';  so  ist  nach  §.  4,  10) 
und  §.  4.  11): 


1) 


und: 


tt  r 
cos  1>  =     Cro  -|-  ^8in(^+  ö). 


R 

a 


r 


.  •  . 


sin/>  =  j^Ga''-'^co8(M-{'Q) 


fr  a  .    ,  _ 

-j^coBiJ  =  —  j|jÄ©—sin(Z>--Ci)), 

^  sin  Ä  SS  —  ^  Kq,'  +  cos(i>  -  5); 
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feroer: 


3)  .  . 


und: 


cos  D'  —  —0  €ro — g  sin  (//'  —  ö) , 


4) 


j^oui"  —cos (/>' +  (.)). 

Drc  zweiten  Gleichnngen  in  den  Systemen  §.  4.  10)  und  (j.  4, 

Ji)  werden  in  den  vorliegenden  Fällen  identisch. 

Wenn  man  in  jed«m  der  vi^r  TOfhergeheDdeD  Systeme  zweier 

Gleichungen  die  Grosse  ^  eliminirt»  so  erbSlt  man  d&e  vier  fol- 
genden Gieichaogen: 

6) 


a 


cos  (i?  -  Z)  +  ö)  =    ^  I     cos  {H  +  w)  +  Gfs!  sin  {H  +  ö)  { , 

6) 

co«(j5P — -  ö)  =  -  ;g  J  Gocos (fl'  — 15)—  Co' sin  (Ä'  -  ö) } , 

7) 


ce8(Jr~l>-|-ö)        ^(^QBiair— Xe'eosir)« 


r7 


8) 


cos  (£f ' — — c5)  =  —  -g  (Aö  sin  /i^  +  Äq'  cos  ä')- 

Ferner  ergeben  sich  aut;  den  iii  Rede  stelicntUm  vier  Syste 
men  von  Gleicbuogeu  leicht  durch  Division  die  iuigeuden  Tormcln 


9) 


.  tang(£/-|-Q)  =• 


10) 


COS  (i>  —  ö)  — 

!  tangif  =  ♦ 

sin  (/)  —  &>)  -f  ^Ä'q 


Theil  XLIV. 
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11)  .  .  .  taBg(Ä'-S)Ä,  =  , 

COS(/>'  +  Ö)  +  ;^Äö' 

12)  tangÄ'=:  , 

Für  die  Kagel  ist  bekaontlich : 

also  Dach  §.6.  1): 

13)  ...  .  V^1^2^co»(/>-5)+^|y 
«od: 

U).'.  .  .  ^=V^l  +  2^ca8(/y+S)+(~J. 

Nach  {•  9.  6)  uod  §.  9k  0)  ist:' 
15).  .  .  .4  =  Mn(i^— 9)-i-ci)s:8in(£r'-|-9*o)« 
uod  Dach  {.9.  4)  ist  also: 

1«) 

^  =  ^1  —  ^  cos  (fl— 9  +  ö)  ^  '  - 1  sin  {H—  y  +  5) 

=  ^l-^^co»(Ä'+9-S)^'-^«iD(Ä'+9-5); 
«etsi  mia  also: 

17) 

ain«  =  ^c«m(A— 9» -I- S)  =  ^  •  |eof(if— 9+«»)> 

sin  t>'  =  ^cos  CÄ' + 9— ö)  =  ^ .  |cos  (Ä' +  9 — ö) ; 

und  nimmt  die  Winkel  t,  o'  immer  swischen  — 90^  und  -f-dO^«  so 
isl;,  wie  man  leicht  findet: 
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/  18) 

r   cos  {Ii  —  g)  +  6)  +  p)  cob(H'  +  g?  —  w  +jO 


r 


cos(j£f— 90  +  ü) 


§.  11. 

lodem  wir  jetst  aa  eioigeD  ilnwendungen  der  Im  Vorherge- 
henden eotwtekelteo  allgemeineii  Formeln  übergehen,  vrollen  wir 
neist  eine'  Auf  iSenog  der  folgenden  wiehtigen  Aufgabe  geben : 

Die  Entfernang  eines  VVeltkorpers  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  zu  bestimmen^  wenn  man  in  zwei  unter  demselben  Meridian 
liegenden  Punkten  auf  der  Erdoberflfiche,  deren  als  bekannt  vor- 
ausgesetzte Pftlhölien,  Breiten  und  entsprechende  Erdhalbaicsser 
ü,  (p,  Q  und  {j^i,  cpi,  Qi  sein  laügen,  diesen  Weltkörper  bei  sei- 
nem Durchgänge  durch  den  Meridian  beobachtet,  und  in  diesem 
Moment  seine  Hohen  H  und  Hi  gemessen  hat. 

Bezeichnen  wir  die  Declination  des  Weltkörpers  im  Moment 
der  Beobachtangen  durch  D,  und  für  denselben  Moment  seine 
Eotfemung  Tom  Mittelpunkte  der  Erde  durch  seine  Entfer- 
nnogen  von  den  beiden  Beobachtungsorten  durch  r  und  Vfi  so 
haben  wir  nach  §.10*  1)  die  folgenden  Gleichungen: 

Ia  r  _ 

und: 

IfZ  TT 

cos  />  =  ^  Gjjj  j|  sin  (//j  -f-  öj) , 

woraus  sich  sogleich  die  bleichuAgen ; 

fl(^'(3  ~  Güid  = — fßin  (//  +  ö)  +  fi  sin  {Hi  +  ö, ) . 
o(<ro'-Cra.O  =    rco8(if -f  ö)— rieoB(jffi  -|-cS|); 

und  hieraus  ferner  die  Gleichungen : 

a|(Go-Gö»)€os(if|  +  öl)  -f.  (6V_-  €?».')  »i«  («, +ö|)» 
= — rsin  (JEf — A|  -h  ö  —  Oi)  > 

20« 


aUG»-€?«,)cos(Ä+  5)  +  (C?o'— Go/)ain(Ä+  o)t 
Ä—fi  1^  (47       4-  S — 5i) ; 

also  2ur  Berechaußg  vou  r  uud      die  Formeln: 

3) 

^  _  (Gg -     J cos +  Q^)  +  (Gg^  ~  6^c5/)6in (g^  -f-  ö J 
^  sin  (Hi-H+  63^^=0) 

(gg-C^gJcos  ( /7  +  ö)  +  (Gß'  —  Gq/)  sia  (if  4-  (5) 
ergeben« 

Hat  man  r  wid  auf  diese  Weise  gefondem  so  eigiebt  sieh 
JK,  da  nach    10.  15) 

ist;  mittcbt  einer  der  beiden  folgeodeo«  aomittelbar  aus^{.  9.  3) 
fliessendeo  Formeln: 

fi  =  V  sio  (JSTi  -  9^        +  ft«. 

ISatürlich  lasst  sich  nun  auch  /)  mittelst  der  Formeln  1),  2); 
oder  auch  mittelst  der  aus  dieseu  Formeln  sich  unmittelbar  er- 
gebenden Formeln: 


/ 

tangD 


CB'-5C08(J5r+tt) 


6)  .  . 


tang  D  = 


^1 


bereehneo. 

Da  mittelst  dieser  letstereo  Fermela  Ü  onabbSogig  von  R 
gefimdeD  wird,  so  kann  raao»  wenn  man  D  anf  diese  Weise  ge- 
fuoden  ha^  dasn  B  nach  {.  10.  5)  aoeh  mittelst  der  Formefai: 


6).  .  . 


finden. 


«  _  Crgcos  (ig  -f  o)  4-  Gjs'  sin  {H  -f 
"~  cos(Ä— Z>+ö) 

cos(£r,-je>H-c»i) 
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MaD  konnte  di«se  Auflösung  noch  B^hrbcfa  abSn^ero ;  das 
Vailiergehende  genQgt  aber»  m  se^en,  wie  leicht,  elegant  und 
▼Ollig  allgemein  die  behandelte  wichtige  Aa%abe  aich  nittetat 
anaerer  in  dieser  AbliandlDog  entwickelten  Formeln  auflösen  iSsst. 


§.  12. 

Von  grosser  praktischer  Wichtigkeit  ist  bekanntlich  die  Anf- 
gabe: 

Ans  der  gegebenen  PolhOhe,  der  gegebenen  Dedloation  eines 
WeltkOrpers,  und  der  gemessenen  Hohe  desselben,  die  Zeit  an 
besfinmien; 

welche  Im  Vorhergehenden  eigentlich  schon  voüstSndig  aufgelöst 
ist,  so  dass  w|r  un»  also  hier  darauf  beschränkeo,  die  zur  Auf- 
iSsQDg  dieser  Aufgabe  erforderlichen,  im  Obigen  bereits  eut^ickel- 
ten  Formeln  zusammenzustellen. 

Betrachtet  man  die  Frde  als  efai  Ellipsoid,  so  hat  man  naeh 
}.7.  6*)  die  folgenden  Formein: 


tattgO&= 


a  £^cosdsia6) 


1  + 


 ö  

a  ti^äindsiuö 

cos  A  sin  6 


=  ««cosdsiiiö' 

wo  man  den  Winkel  B  zwischen  -^W  nnd  -f  90^  den  Winkel 
u  zwischen  0  und  4-90^  su  nehmen  hat 

Diese  Formeln  sind  ganz  {^onao.  Nach  J.  7.  7),  10)  hat  man 
die  tolgeoden  Näherangsformclo : 

€L       \  d 

sin«  £=    *      cosÄ  s  jgcosA(l  —  ^sin 


j_    co8|i(g  +  5~A-tt)-i.4tPUoslKJ  +  g  +  A-i>tt)--4So 

cos  0  cos  A 


cosdooscS 

sin  ö)  lang  ü  sinu 
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«'»i<^=  cds^cotis  

eosdcosA  * 

wo  «  zwischen  0  and  -|-90<^  zu  nehmen  ist. 

Für  die  Kugel  ist  vüllig  genau: 

S1DU  =  ^C0SA, 

,^       cosU(d-F3— A^tt)  +  450|co8{l(a+5  +  A  +  M)-450} 
^•**^=   eosdeoscS  ' 

.  ,  j  sinU(J  ~  5  —h—u)  +  45o )  sin  IjC^ ^ <^ + A  -|- «)— 4S0 1 . 

«inya     —  coadcoaÖ  * 

wo  auch  jetzt  u  zwischen  0  und  +90^  genommen  werden  muss. 

Man  erhält  für  a  zwei  sich  zu  360^^  ergänsende  verschiedene 
Wertbe;  welchen  dieser  beiden  Werthe  man  zu  nehmea  hat, 
kann  in  jedem  eiozelneo  Falle  nur  ans  den  Beobachtungen  selbst 
entschieden  werden. 

«.  13. 

Wenn  man  die  dem  Stundenwinkel  (>  =  0  entsprechende  po- 
sitive Höhe  H  eines  WettkOrpers  durch  irgend  ein  Verfahren  ge- 
messen bat>  and  ansserdem  die  entsprechende  Declination  D 

desselben,  so  wie  auch  die  GrSsse        bekannt  sind;  so  lassen 

sich  darans  versrhipdene  atidcro  F?cstininuini^en  auf  dem  W<»ije 
der  Rechnung;  ableiten,  unter  denen  aber  die  Bestimmung  der 
Polhühe  M  die  wichtii^ste  ist,  weshalb  wir  uns  für  jetzt  hier  auch 
nur  auf  diese  beschränken  wollen. 

Wie  man  diese  Aufgabe  im  Allgemeinen  analytisch  an  be- 
haodein  hat,  übersieht  man  anf  der  Stelle  auf  folgenfle  Art.  Nach 
§«  10.  1)  and  J.  10.  2)  haben  wir  die  folgenden  Gleiebungen: 

cosl>=:  ^G«3+  ^sin(£r+S), 

1) 

8inZ>=:  ^Cr6s'--^C0S(£f-fÖ) 


und: 
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T  a  _ 

gCOS  £f  =  —  jg       ^  810  (/>  — *  tt)  , 

T  O 

Sowohl  ]),  al«  auch  2),  ist  ein  System  von  swei  Gleichnngen» 

aus  deoen  sich  die  beiden  unbekannten  Grusseo  o  und  ^  be- 
stimmen lassen.  Eiinoeft  mao  sieh  aber  an  die  Form  der  be- 
kannten Ausdrücke  von  Ga,  Ga  und  ÜTo,  ATq',  in  denen  jetst 
ö  als  unbekannte  Grusse  betrachtet  wird;  so  Versengt  man  sich 
auf  der  Steile,  dass  die  allgemeine  Auflösung  unserer  Aufgabe 
für  das  Ellipsoid  sehr  weitläufig  ausfaUen,  ja  die  Kräfte  der  Ana- 
lysis  wohl  fast  übersteiuen  würde.  Anders  aber  gestaltet  sich 
die  Sache,  wenn  mau  die  £rde  als  eine  Kugel  betrachtet,  weil 
dann  bekanntlich 

ist,  die  obigeo  Gleiehnngen  folglieh  In:  . 


3) 
und 

4) 


cosD  =^608  CD  -f-  ^sin(^  -f 


■j^ewH  =  gin(«»-~/>), 


T  _  ö 

j^siah  —  cos(w  — Z>) — ^ 


übergehen.  Durch  Elimination  von  ^  gelangt  man  sogleich  so- 
wohl mittelst  des  des  einten,  als  anch  mitteist  swelteu  Systems 
zn  der  Gleichnog: 

5)  .  .  .  .  .     .  cos(J5F— D+ö)  SÄ^cosZ^, 

mitteist  welcher  Formel  jD-f-S,  also  aaeh  ö,  bestimmt  wer- 
den irano,  wenn  man  nur  Folgendes  bemerkt.  Wenn  man  die 
erste  und  zweite  der  Gleichungen  3)  respecti^e  mit  sm(lf-fS) 
und  coe(£f-f  c5)  multiplicirt,  und  dann  die  zweite  Gleichung  von 
der  ersten  absieht :  so  erhält  man  die  Gleichung: 

6)  sin(i5r— l>-fö)=s|^-|*^«in^. 
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Weil  Dach  der  VoranMeteiuig  B  posHiy  tot,  so  sind  oacb  5)  uod 
6)  dieGrIUiseo  CMiB—D-^^)  und  slii(H— offenbar  beide 
stete  positiv.  Wenn  D  positiv  ist;  so  ist  offenbar; 

also:  ' 

wenn  dagegen  D  n^tiv  ist«  so  ist  offenbar: 

^ 

0</i— Ö<  +  1W, 

also: 

-  W<J5r— />+ 5  <+270». 

Weil  DUO  aber  cos(J7 — nach  dem  Obigen  positiv  ist,  so 
icaDD  hiernach  nur 

und  weil  nach  dem  Obigen  auch  8in(if— <ä)  positiv  ist,  so 
kann  hiernach  ferner  nur 

seiD^  woraus  sich  also  ergiebt,  dass^  wenn  man  H—D-{-tö  mittelst 

der  Formel  5)  berechnet,  diese  Grösse  imiaer  zwischen  0  und 
+  90^  genommen  werden  nmss,  8t>  da^s  also  bei  dereii  ßetitim- 
mung  nie  eiu  Zweiiel  bleiben  kann;  auch  ist  diese  Bestimmung, 

weil  j^ooaU,  nnd  folglich  nach  5)  auch  cos(£f^X>-|-^)«  immer 

der  Null  sehr  nahe  kommt;  stets  mit  der  erforderlichen  Genanig» 
keAt  müglieh.  Berechnet  man  den  zwtochen  0  nnd  -|'90»  an 
nehmenden  Hfilfswinkel  p  mittelst  der  Formel: 

7)  sbipsss^eosJSf« 

80  Ist  nach  5): 

CQsiB—D  4-  ü)  =  Slop  =  008(90^-11), 

also,  vrell  die  Winkel  ü-f-Sf  mid  p  beide  swisehen  0  nnd 
-l-fKF  liegen: 

oder: 
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8)  iy+p-P+5=s9(>>, 

folglich:^. 

9)  ö  =  90o+Z)— J5f— 

Bis  jetzt  haben  wir  die  Erde  als  eine  Kugel  angeseben,  nnd 
der  unter  dieser  Voraussetzuni^;  gefundene  Werth  «  der  Polhübe 
ist  also  eigentlich  nur  als  ein  erster  Näherunf^swerth  dieser 
Grusso  zu  !>etraehteri.  Wollte  man  nun  aber  arj-h  die  eliipsoi- 
diFche  Gestalt  der  Erde  berucksichtigQD^  so  kuniite  mau  sich  aaf 
folgende  Art  verhalten. 

Naeb  {.10.  tf),  7)  ifit: 

10) 

cos  (i/ — />  -f  i3)  =     6^(3  cos  (ir       -i-  G^'  sin  (£f  -f  o)  i  > 

und  man  wird  also  den  gefundenen  erafen  NUienmgsweffli  der  Fol* 
hübe  ap  lange  verSnderos  bis  entweder  der  ersten  oder  der  zwel- 
fen  dieser  beiden  Gleichungen  Vollständig  genügt  wird. 

j^iber  auch  der  saecessiven  Näherung  kann  mao  sich  mit 
Vortheil  bedieoen.  Weil  nämlich  bekanntlich: 

6^  sin  (ö  cos  c3  .     ,rs  =  = 

ist,  so  ist  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  iü) : 

/«        .  ~v     «  (1— ^8lBl3»)co8Ä— ««sinöcoüööi»/^ 

cos(Ä--Z>+ö>=:jg  ITT^T^-^  ' 

VI — e^smo* 

nnd  IbIgÜeh  offenbar: 

11) 

cos(J5r-i>  -f  g)  =  ^  ■  ''''^  H^-eHin^  si^^g)  ^ 

Ä         VI— e'sincS' 

man  findet  also  efaie  Reihe  successirer  NSberungswertho 

öl,  öis,       0^,  .... 
der  Polhübe  mittelst  der  lolgenden  Formeln: 
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12) 

cos(J7-  i>  -l-  5)  s  ^cosff« 

.w,     ^     —  V       «    cos// — e^sin  wsin(//4- G) 
co«(£f-Ä  +  «J«ff  iTT^   a  ^  ^' 

II«  8.  w. 

wo  die  Rechnung  so  weit  fortsoflihren  ist,  bts  swei  anf  einander 
folgende  MSherungewerthe  eich  in  der  verlangten  AnsabI  von 
Decimalgtetlen  nicht  mehr  von  einander  nnteracheiden. 

§.  14. 

Von  groceer  praktischer  Wichtigkeit  ist  anch  die  Aufgabe  s 

Aus  zwei  gemessenen  Hullen  eines  \Ve!lk?irpers  von  bekano- 
ter  Declination  und  der  Differenz  der  entspreclietnlt^ii  Stundenwin- 
kel die  Polhube  und  die  Stundenwinkel  zu  bestimmen. 

Wenn  wir  die  beiden  gemessenen  Höhen  und  die  entspre* 
eilenden  Stundenwinkel  und  Declinationen  durch 

lieseichnen;  so  halben  wir  nach  §.  4  11)  die  folgenden  Gleicbangen : 

1) 

jl  sin  A  = — ^  K^*   eos  scos  dcos  c»  -f-sin  dsin  S  > 

^sin^i  =  —  ^      -f-  cos  öl  cosdj  cos  ö  +  sin  6^  sin  q  ; 

also,  wenn  wir  die  Erde  als  eine  Kugel  vorausseUen»  weil  in 
diesem  Falle  bekanntlich        =  1  ist: 


2)  ... 


^•f^^ii^^  =  cos 0 cos ^ cos (■> -(-sind sin Ci)  1 
^    ^  sin  A|  =  cesSi  cosd|  cos  iS  -f  sin  d|  sin 
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Berechnen  wir  nun  die  zwischen  0  und  +90^  liegenden  Uülfs- 
winl^el  u,  Ui  mittelst  der  Formeln : 


3} 


fi  a 
Biüu  =■     cuh h ,    sin «I  =  -jjj-  cos hi » 


WO  natäiiich  ]^  bekaoot  Toransgosotxt  wordoo;  80  ist 
naeh  §.  7.  8): 

4}  .  .  •  .  COSA    '    ili"*  cosAi 

und  folgticb: 

* + —    ...A   =••'■'(*+») . 


sintit  'i-co8(Ai  -f  wi)sin 


Äsiii(Ai  +  iii); 


also  Daeh  2): 


5)     .  .  . 


sin  (h  4-  m)  —  bin  ö  sin  w 

CO80=  —  ^  =^  » 

,  COSOCOSd) 

_  sin     -f  tH) — sip  dg  sin  5 


COSG|  = 


COS^tCOSS 


Hieraos  ergiebt  sieb  durcb  Sabtractioo  und  Addition: 

Cosa— cos    =  — 2siDi{<J — <»i;sini(a4- «i) 

 sin  (h  -f  if)  cos  6^  — sin  (hi  -|-tt|)  cos      sin  (S  —  Sj)  sin  ä 

~^  cosdcosdiCosS  ' 

cos   +  OOS  ff|  =  2c0Si(0^  0|)  cosi(0-|-  Ol) 

 sin  (h    Ii)  cos  6,  4-  siu     -\-     cos J — sin    +  ^i)  sin  ö , 

co«^cosd|Cos5  * 

also,  «veno  wir  der  Kürze  wegen: 


«) 


und : 


"~        2  cos  d  cos  dl  sin  ^(o    Sj ) 


A,= 


2  cos  ö  cos    cos  i(ö — aj) 
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7)  . 


sin  (d  +  öl) 


2  cos  ö  cos  d|  cos      —  Ci) 


A— fisin«»  es— C«8S8iQi(0-|-tf|)» 

Ai  — B|  sin  Q  =    cos  ö  cos  4(ö  +  a^)  i 


seUeo : 
8)  .  .  *  » 

woraus  sich: 

'  V    «OSO    /  cosü  y 

und  hieraus  ferner: 
10^       -j«B«    n  AB-frAiB^  .  ^  I^A*-Ai« 

also  durch  Aullüsung  dieser  quadratischen  Gleichung: 

11) 

-g-S     AB-f  AiBi  db  V^rÄBHhÄ,l^i)^+(l-A»-Ai«)a-|-B»-t-Bt^ 

1+B*+Bi* 

ergiebt,  so  das«  also  die  Aufgabe  im  AUgemeineii  iwei  Auf- 
Ktonngeii  anlSsst;  welche  von  beiden  man  aa  nehmen  bat  moss 
in  Jedem  Falle  besonders  henrtfaeilt  werden. 

Hat  laaD  ö  gefunden,  so  erhält  man  \(6-\-g{)  mittelst  der 
folgenden  aus  dem  Obigen  sich  unmitteiliar  ergebenden  Formeln: 

12) 

.        .    V        A  — Bsioö          ^,   .    .  Ai~-Bisin5, 

81ll*(«f+<^)=  COSÖ  C0S6)— * 

also: 

ond  iwar  ohne  alle  Zweideatigkeit,  weil  x((f+<^i)  zwischen  0  und 
WSfi  llegl^  wenn  man  sieh  nnr  an  die  folgenden  Regeln  hllt: 

A— 'Bsin  6  A^  — 'Bi  sin  S 

negativ              positiv  0    i(ö  +  öi)< 

negativ              negativ  W  < ^(ö  +  öi)<  18ü^' 

positiv              negativ  180^  <  i(ö+(yi)<270*' 

positiv             positiv  270»  <  i(a+  <360<>. 
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Die  SfoDdenwinkel  tfj  «elbst  etgelMn  sidi  mittelst  der 
Formelo: 


Wollte  man  nun  noch  die  eUipsoidUcbe  Gestalt  der  firde  be> 
rücks'ichtigen,  so  würde  dies  Dur  auf  dem  Wege  snccessiver  Ad* 
n&hernng  möglich  sein,  wobei  man  sich  auf  verschiedene  Arten 
verhalten  könnte,  und  wozu  im  Obi<]jen  alle  erforderlichen  Formeln 
enthalten  sind,  was  wir  hier  jcdorh  in  der  Kürze  nur  durch  das 
Folgende  etwas  weiter  erläutero  wollen. 

Wir  betrachten  U  als  einen  ersten  NShernngswertfa  der  an 
bestimmenden  PolhQbe,  und  berechnen  die  GrSssen 

nach  }.  8.  12*)  nittelst  der  Fonnab: 

lä) 


cosiP-^^cosd^sin  Q* 

a  sink 

Ti  ^4/^1     ö    f'^ßin  ^1  sin  ö       /  ^  \*  cosAi*  —  c*cos5j*sin 

a  cnnJI^ 

Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  eines  zweiten  Nähern n!;^';vve^thes 
IT  der  Polhöhe  nnd  zweiter  Näherungswerthe  2,  2?^  der  Stunden- 
winkei  nach  l)  die  folgenden  Gleichungen: 

I^Kq'  -i-  -^slüh  =  coS'Scosdcosü'f  sindsioü» 
oder j  wenn  vHr  der  Kfirse  wegen : 


W) 


a  T 


Ci  =  ^  Kq'  -f  ^  sin  A| 
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•etzeoj  die  GleichaDgeii: 


co$<£  = 


17) 


Ci  —  sin  ^,  sin  II 

cos       =  -V-  —  I 

I,  '  GOSO^COs/i 

ans  deoen  sich: 

« 

Ccos^i  —  CiCOsJ — sin  (5 — ^j)  sin  71 
eosdcos^oosil  ' 

cos  2;  +  cos     =  2  C08  i{S  —  -S^)  cos  ^{Z  +  -^i) 

Ccos^  -f  Ct  cos ^ — sin  jÜ  4-     sin  JI. 
"  cos^cosdicoslZ  ' 

folglich,  wenn  wir  jetzt: 


und : 


19) 


•         •  • 


A 
A|  = 


 Ccos^i  — C|  cos  d 


2co8dccisd|  sin  4(4?- 

Ccos  (5j  -f  Q 

sin(^  —  ^i) 

2  cos  d  cos  d|  sin  «(^  - 

sin  (d+^i) 

Scosdcos^  C08^£- 

-—cos  UsiiiiC^  4-  Si) , 

cos  JTcosK-S^  +  ^i) 


setzen,  die  Gleichungen: 

^     •     tA,-B,sinJT  = 

ergeben,  aus  denen  nun  77  und  £,  2^  ganz  elieo  so  gefanden 
werden,  wie  TOther  c3  and  tf^  Sf  ans  den  Gleichangen  8). 

Wie  man  die  NShening  welter  fuhren  kann,  ist  klar. 

15. 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  kann  man  liir  den  1  ali  der  Ku- 
gel auch  die  folgende  Aufgabe  l9sen: 

Aus  awei  gemeesesea  HShen  eines  WeltkSrpera  von  bekann* 
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ter  Declioation  und  der  Differenz  der  entsprecheoden  Asimutbe 
die  Polböhe  aod  die  AKimulhe  za  bestimmen. 

Weon  wir  die  gemeiseiien  H5hen  und  die  enteprechendeii 
Asimatlie  und  Declinationeii  durch 

beseidiDeo;  ee  haben  wir  nach  J.  4»  10)  die  feigenden  GleiehnngeD: 

1) 

Hl«   

sind  s  -j^  Ga'  *f    (ein  Aein  o — ces ttcee Acee S), 

•  ^'i  ri 

ein  ^  SS  ^       -f  ^  (sin  hi  sin  S »cos  a>i  cos  hi  cos  25) ;  / 

also  flir  den  Fall  der  Kugel,  in  welchem  bekanntlich  Crg'  =sein  cS  ist: 

2). 

sind  8      -h  "^ein    sin   ^  -^cos  ocosAcos  @ , 

sin^i  =:       -f  ^  '^ii*      sin  (5  —  ^  cos  »i  cosA|  cos  S . 

Berechnen  wir  nun  wieder  die  zwischen  0  und  liegenden 
Winkel  u,      mittelst  der  Formeln: 

o)  sinu  =:  j^coah,    äinwj  =  ^  cosn^  » 

SO  Ist  nach  §.  7.  8): 
11  r  _cee(A  +  ii)     ri  ^ces(AtHh«i). 

^  Ä""  cesÄ  '        cön;  • 

und  felglich  wie  fan  Terhergehenden  Paragrapben: 

^  +  j^Biak^$An(h-^u)f   ^ -|-^siDAi  ss  sin(Ai-|-ti,); 
also  nach  3): 

6) 

sind  s  sin  (A    »)sinö  —  cos(A    u)  cos  «cos  iS » 
sin^  SS  sin  (hi  -f-  «i)sin  c5 — cos  (A|  -f-  t<i)  cos  «|  cos  (•> ; 
folglich: 
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6) 


C08O  sss 


sin  (Ä  +  tt)  sin  o  —  sio  Ö 


sin  (ht  -f  »1  )8inö*^  slndL 
COSfOi  »  —  *  , — \-—= — * » 


womi»  sich  dacch  Sabtiaction  und  Addition: 

cos  (0 — cos  »1  = — 2  siu  i(« — C0|)  sin  i(a>  -f  Ui) 

^  sin  t  (^4-1»)— (At+tfi)  1  s'n      ( am gc<>g(A|'fit|)  — sin  9i  cot  (/fc-j-ic)  \ 

cos  (A  -|-  tl)C08(Ai  -I-  %}co»o  * 

cos  o  -|-  cos    s=  2co8  iCtt— ci^  cos     -|-  mi) 

sin{  (A-f  t<)-K^t-f  t<t)}sin8  -^Isiii  Jcos(At+«t)-f  sing^  cos(^^^«){ , 
^  cos(A-i-u)cos(Ai -f  Ux)cosS  * 

also,  weno  wir  der  Kürze  w^a:* 


7)  . 


1  — 


und: 


8)  .. 


setzen: 


2  cos    -fr  »)  cos  (A| + »i)  mi) ' 

 ein      -f  7i)  +  (Ä,  +  w, ) )  

2  cos  (Ä  +  M)  cos  (Äi  +  W^)  COü  5(ü)  —  Qii) 

sin ^ COS  (hl  -f  ^^)  —  sin    cos  (h 
2cos(A  -h  tt)cos  (Ai  4-  %)  sin^o»  1»^) ' 

sin  d'  cos  (/tj  -f  ?/| )  -f  sin  8i  cos  (A  «) 
2  cos  (Ä  +  »)  cos  (/ij  +  «i)  cosKcD  —  »i) 


{ A'sinS— B'  35- 
Ai'sinS-Bi'ss 


A'sinS^B'  S5-— coso8inKfif)-|-iot)»; 

C0SOC0Si(<B-|-4Di) 

ergiebt  Folglich  ist: 

10)  .  .  .  (A'sioS— B0*  +  (A/sln5-Bi')"=cos5*, 
also»  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

U) 

(A'2+  Ai'Hl)sinS*-2(A'B'+Ai'B|')sin3+(B'*  +  Bm**-!)  =  0, 


und  durch  Anf  ISsaog  dieser  quadratischen  Gleichung  auf  gewohn- 
liche 


I 
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12)  sin  5 

—  1  +  A'«  +  A,'* 

woraus  man  sieht,  dass  aach  diese  Aufgabe  im  AUgeineineti  xwei 
AuflusQDgen  aulfisst. 

Hat  man  c5  gefonden,  so  erhSlt  man  Kfo  f  u^)  mittelst  der 
folgenden,  aus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln : 

13) 

.         .     .         A'sinÖ  —  ß'  .      .      Ai'siii  f )  — jbi' 

also: 

14)  ...  .  taug  i(ö>  +  6) J  =  -         5  _  b7  ' 

und  zwar  ohne  alle  Zweideutigkeit,  weil  K^-f  coi)  zwischen  0 
und  360®  liegt,  wenn  man  sieb  nnr  an  die  folgenden  Regeln  hält; 

A'  »in  ü  —  B'   Ai'  sin  ü  -<  B|' 

negativ  positiv  0  <      ^  o,  )<  90<> 

negativ  negativ  90^  <       +  cö,)<  180^' 

positiv  negativ        ISO«  <      -f  «i)<  ^TO"» 

positiv  po«itiv         *270o  <  l{(o  +  coj  <  360". 

Die  Azimnthe  »,  »i  selbst  ergeben  sich  mittelst  der  Formeln: 


Wollen  wir  nun  noch  die  ellipsoidisebe  Gestalt  der  Erde  be- 
rfiekslchtigen  /  m  betrachten  wir  U  als  einen  ersten  NSherungs- 
wertb  der  su  bestimmenden  PoIbObe,  und  berechnen  die  («rtissen 

nach  §.6«  12*)  mittelst  der  Formeln: 
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16) 


COS  A*—    cos  ö'^  sin 


/2 


sinÄ 


('+^. — ifö^^-UJ  ~ 

«  sin 

Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  eines  zweiten  Näberungswerthes 
17  der  Polhube  und  zweiter  Nfiberungswerthe  J2»  Sli  der  Azimuihe 
oäeh'l)  die  Gleichungen: 


sin  d  — ^  Ga' 


r 
R 


=  sin  Afiin  IT— cos  Acos  Acos  H, 


TL 
Ri 


=  sin  A|  sin  ü—  C08i2i  cos    cos  J7; 


oder,  ween  wir  der  Küise  wegen: 


a  = 


17) 


jr 

je 


sin    — Cr©' 
Ci'  =  S  


eetzenj  die  Glelehnngen: 


18) 


cos  A  = 


Ri 


sinAsin  II — C 
eosAcosl7~' 


cos 


^  _      ^1        — ' . 
*        cosAiCosJT  ' 


ens  denen  sich: 
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cos  Sl—  cos  Slizs— Ssio KA--  Sl^ )  sin  ^{Sl  ^  Si^ ) 

^  8'o(^ — /ii)sinJ7 — {pcfishi—  Ci'cosh) 
cos  h  cos  hl  cos  n  * 

cosi2  -t-cos.ßi  =  2cos^(Ä— '  .ß,)cos^(ii  +  Ä,) 

8in(A-f  ^)8iniI--(CcosAt+  fi^cos Ä) , 
^  ,  cosAcosA|C08i7  ' 

folglich,  vrenn  wir  jetzt: 

sin(Ä  —  hl) 


1»)  /. 


Ar' 


1  — 


2co8Acosib,  sini(<a— ' 

 sm(/t-f-A|)  > 

2cosAciiBAt  C08  i(<^l~i2|) 


und: 


Bi'  = 


C  cos  A|  —  Ci '  cos  A 
2coßAco8Ä|Siii5(i<i  —  Ä,)  * 


C  cos  A|  +     cos  h 
2co8  AcosAi  cos  ^  A — A| ) 


setzen,  die  Gleichungen: 


I  A'sinJI--B'  = 
•  •  lA,'slnJT-B,'  = 


—  B'        c<»8J2sini(i2*f  Ai), 
cosITcosKA  +  A,) 


ergeben,  aus  denen  nun  JJ  und  Sl,  i^,  j^^anz  chen  .so  geiundeu 
werden,  wie  vorher  ü  und  od,  (0|  aus  den  Gleichungen  9). 

Wie  man  die  Näherung  weiter  führen  kann,  ist  klar. 


§.  16. 

Gleiche  Hühes  etnes  Wettkörpers  auf  beiden  Seiten  des 
Meridians  heissen  correspondirende  Hühen  desselben,  de- 
ren Gleichungen  wir  jetst  entwickeln  wollen,  um  nachher  weitere 
Anwendungen  davon  sn  machen« 

Wir  bezeicliittiii  die  beiden  gleichen  Höhen  durch  h  und  die 
denselben  entsprechenden  Entfernungen  des  Weitkörpes  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  und  von  dem  Beobacbtungsorte,  seine  De- 
clinationen,  Stundenwinkei  und  Azimuthe  respective  durch 

dann  bat  man  nach  §.4.  10)  und  §.4«  II)  die  folgenden  Glel- 
chuneen : 

21* 
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.1) 

m9^-^  Ga'  -f    (ein  h»ln  c3  ^  eoa  <o  eoBkeos  c5) « 

Sin     =  ^  Oq  +  ^  (sin  A sin  O)  -r  cos  »4  cos  A cos  <•>) ; 

nnd: 

2) 

j^sinA  =  —     Äq'    cosacosdcoso  -fsin^siiicä, 

^  sidÄ  p—     ^o'-f  cos  tfi  cos^i  CO«  o  -l-  sin    sin  S . 

Insofsro  man  nun  in  der  Zwiscfaenseit  der  Beobactitangen  die 

Grösse      als  constant  zu  betracliteo,  folglich 

zu  setzen  berechtigt  ist,  liäogt  nacli  §.6.  12*)  die  GrOsse  ^  auf 

der  Kugel  mit  völliger  Genauigkeit,  auf  dem  Elfipsoid  wenig- 
•tens  mit  sehr  grosser  Annäherung,  bloss  von  der  Hohe  all,  and 
man  kann  also,  da  hier  die  Hohen  gleich  sind, 

setzen.  Unter  diesen  Voranssetzungen  ergiebt  sich  dsrch  Sab- 
tractioD  aus  ])  die  Gleichung: 

3;  .  .  .  aindj  —  siod=  ^(coeio— co8i»|}€osilcosSS 

unU  aus  2)  die  Gieicbuog: 
4)  .  .  .  sin  ^1  —  sin  d  =5  (cos  ccos  ö  —  cos  o,  cos  ^i)  cotS. 

F0r  ö  =:di  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

eOSi»— e084i>i  =ss  — 28iDi(»— ö>,)sini(G)  ^  Q,,)  =  0, 

Cosa— cos  ai  =— 2siDi(a-.tf|)sini(o  +  (^)  =0. 
Wegen  der  ersten  Gleichung  ist  also 

sinK»->O|)i=0  oder  siai(s»^cp|)  ss  0. 
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Weil  der  absolute  Werth  voo  offenbar  nie  180^  Qbei^ 

steigt,  so  folgt  ans  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  s 

i—  180O  /  — 36Ü« 

0    also  floi  —  0»^  =  I  0 

was  offenbar  Alles  onsfatihaft  ist^  weil  die  correspondlrendeo 
Hohen'  anf  entgegengesetsen  Seiten  des  Meridians  genommen  vor- 
ausgesetet  werden.   Well  ferner  das  Immer  positive  + 
offenbar  nie  360**  übersteigen  kann,  so  folgt  aus  der  zweiten  der 
beiden  obigen  Gleichungen: 

!0  /  ü 

1800  also  =  j.W  i 

3600  -  ( 72UO 

von  welchen  drei  Gleichungen  offenbar  die  erste  und  dritte  un> 
statthaft  sind,  so  dass  also  nur  die  sweite,  Statt  finden  kann,  nnd 
daher  nur 

5)  ai-tti^dßOP 

sein  kann. 

Gsiü7  eben  so  scbiiesat  mau  aus  dem  Obigen,  dass  noter  den 
gemacbieii  Voraussetzungen 

6)  e+Si=53Q0(» 

ist. 

§.  17. 

■ 

Wenn  wir  von  der  Erdaxe  eine  durch  anseren  WeltkSrper 
gehende  Ebene  ausgehen  lassen«  so  heisst  der  Winkel,  welchen 
die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  des  Aequa- 
tors  mit  einer  beliebigen,  aber  bestimmten  oder  festen,  von  dem 
Mittelpunkte  der  Erde  aas  in  der  Ebene  des  Aeqnaters  gesoge« 
nen  Geraden  einschiiesst,  indem  man  diesen  Winkel  von  dieser 
festen  Geraden  an  im  entgegengesetzten  Sinne  mit  den  von  0 
bis  360^  gezählten  Stundennrinkeln  von  0  bis  360'*  zählt,  dieRe- 
ctascension  des  Weitkörpers  in  Bezug  aui  die  in  Kede  stehende 
Gerade, 

Fir  unseren  nSchsten  Zweek  ist  es  am  bequemsten,  die  Stun* 
denwinfcel  auf  bekannte  Weise  positiv  und  negativ,  nnd  absolut 
nicht  grSsser  als  180^  zu  nehmen,  wie  also  jetst.  geschehen  soll. 
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Dies  vorausgesetzt,  sei  nun  t  die  einem  bestimmten  absuluteo 
Zeitmoniente  entsprechende  Chrzeit»  und  zu  dieser  Zeit  eeien 
.  C  und  6  der  Stundenwinkel  und  die  Declination  des  Weltkurpers; 
die  ührzeit  des  Durchgangs  desselben  durch  den  positiven  Theil 
des  astronoiuischen  Meridians  sei  T,  und  zu  dieser  Zeit  seien 
A  und  D  seine  iiectascension  und  Declination.  Die  einer  Einheit 
ührzeit  entsprechenden  Aenderunt^en  der  Rectascension  und  De- 
clination, indem  wir  <liese  Aenderungen  als  positiv  oder  negativ 
betrachten,  jcuachdeni  die  Rectascension  und  Declination  mit  der 
^rachscnden  Zeit  zunimmt  oder  abnimmt,  bezeichnen  wir  durch 
JA  und  Jl).  Endlich  wollen  wir  annehn)en,  dass  in  einer  Ein- 
heit Uhrzeit  Winkel -Einheiten  des  Aequators  durch  den  Me- 
ridian geben,  wo  ft  eine  GrOsse  ist,  welche  auf  bekannte  Weise 
durch  einfache  Beobachtungen  der  Fixsterne  sich  leicbt  ermitteln 
lisst,  ifvas  hier  nicht  weiter  erläutert  an  werden  braucht. 

Wenn  nun  ist>  so  gehen  in  der  Zeit  T—t  offenbar 

(— ff)  +  ( T— 0 . -'^ =  ( ^  -  0  •  — 

Winkel* Einheiten  des  Aequators  durch  den  Meridian;  in  dersel- 
ben Zeit  gehen  aber  auch  {T- — f)it  Winkel-Einheiten  des  Aequa- 
tors  durch  den  Meridian;  also  hat  man  die  Gleichung: 

woraus  sich  * 

ergieht.   Ferner  ist  offenbar: 

Drsd-Kr—O-^ö,  also  9  =  D-\rit—T),/ID. 
Wenn  ^>  2'  ist,  so  gehen  in  der  Zeit  t—-  2'  offenbar 

Winkel -Einheiten  des  Aequators  durch  den  Meridian;  in  dersel* 
ben  Zeit  geben  aber  anch  T)^  Winkel -Einheiten  des  Aequa- 
tors  durch  den  Meridian;  also  hat  man  die  Gleichung: 

woraus  sieb 

ergiebt.  Ferner  ist  offenbar: 

Hiernach  hat  man  die  beiden  folgenden  gans  allgemein  g6l- 
tigen  Gleichungen: 
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^  (a=sD  +  (<-7^.^D. 

Nacf)  §.  16.  4)  haben  wir  die  folgende  Gleichung  correspon* 
dirender  Höhen: 

») 

und  bc/ri ebnen  nun  t  und  die  den  beiden  gleichen  Udhen  ent- 
sprechenden, genau  beobachteten  Uhneiten,  so  kommt  es  jetzt 
darauf  an,  die  Uhrzeit  T  des  Durchgangs  des  Weltkorpers  durch 
den  positiven  Theil  des  astronomischen  Meridians  su  finden. 

Nach  1)  ist: 

<r  =  («-i)(fi-j^),  0^  =  (fi  ^  rx^*-^^> 

und:  * 
also  ist: 

4(a-öi)  =  i(«-<i)(,*-^^). 

und: 

4(j-(yi)  =  i(<-/,).jz>, 

WSre  unser  WellkQrper  ein  Fizst#m,  so  wire  JAssO  und 
nach  §.6.  16): 

sin  A  SS  eos cos d cos  c5  4-  sin dsin  u , 

sin  A  =s  eos  tfi  cos  d  cos  S  -f  sin  ^  sin  c5 ; 

also  cosff  =  cos(T,  ,  und  folglich,  weil  ff,  Ci,  absolut  geuonimeu, 
180^  nicht  übersteigen»  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben: 

daher  nach  dem  Obigen  für  jedes  fi: 
also: 

Kann  nun  unser  WeltkSrper  wenigstens  nahe  als  ein  Fixstern 
betrachtet  werden»  so  istj  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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3)  a?  =  y-4(<+^) 

setzen,  der  absolute  Werth  von  x  immer  eine  sehr  kleine  Grösse. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

und:  ' 

woraus 

ttod 

also  nach  dem  Obigen:  ' 

0=  «(f*— 

und 

folgt.  Da  aber  die  (irüsse  x^D^Xs  eine  J<leine  Grosse  der  zwei- 
ten Ordnung  zu  betrachten  ist«  so  können  wir,  wenn  wir  uns 
vornehmen,  überhaupt  solche  Grossen  zu  vernachlässigen, 

setzen;  und  wenn  wir  der  KQrse  wegen 

4)  tt  =r«(f»— ^/^} 

setzen,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

0=1(0— 0|)^lf,     0,  S-i(0^0|)  — H. 

Immer  m(t  VemacfalSssigung  von  Grössen  der  a weiten  Ord* 
ooDg  ist  non: 

cos<5  =  cosZ>  — i((5  —  d\)  sin  D, 
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slo^s  stnl>-|-i(<5— di)cosl>, 
aiadi  =  sin/)— i(d  —  d|)cos/);- 

cos  0^  =  cüö  5(0  —  0^)  —  u  sin  j(a  —  a^) ; 


also: 


cos  «cos  d  »  cos  />cos  i(<r — tfi) — — ^i)«iD  Dcos  ^tf — 

+  «  cos  l>8io     — Hl)  > 

cos    cos  d|  =  cos  X>  cos  i{c — +     — öf)  sio  I>  cos  \{(S  —  c^) 

— tt  cos />  sin  i(a  —  ai) ; 

folgiicbs 

"cos  tf  cos  ^ — cos  01  cos  ^ 

=r .  (<$  ^   )  sin  Dcos \{a — <T|)  -|-  Sic  cos  D  sin        ^^t)  > 

nnd  da  ferner  nach  dem  Obigen: 

sin  i  —  sin    =    —  d^)  cos/> 

ist;  se  isf  nach  2):  ir« 

(d  — dl)  cos/)  sin  S 
SS  { (d^—  dl)  sin /)cos|(«— tfi) — 2i(cos/)aini(a — tff) )cos 

also: 

7fcos />ßin^((j  —  öj) 
=  l(d'di)i  sin  /)cosi(a—  fli)-*  cos  /)tang<S ), 

folglich : 

tancf/)  tanga  ) 

6).  .  .  <«~*(«-*i)^taHgi(ö-<>7)-8ir^-:^)^ 

also  nach  4)  nnd  fiberhaupt  dem  Vorhergehenden: 

—  (j^liiMjO  <  tang/)  tangg  > 

2(,*-^il)  itang[i(<-Wf»-^^)]    «»»(«-«liOi-^i^)]  > 

oder: 

a*) 

—  (<i  —t).^D  s  Ung/>  tang 5  i 

*  -  2(ji -  ^i<)  ^tang[|(«i-^{|*-^iÄ)]    iiiD  U(<i  -  ^^)]> 
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.  Hat  man  mittelst  dieser  wichtigen  Formel  die  sogenannte 

Mittags  Verbesserung  .r  gefunden^  So  erhält  man  die  gesuchte 
Zeit  T  nach  3)  mittelst  der  Formel: 

7)  r  =  |(e-f/i)  +  a:. 

Die  Formel  fördie  sogenannte  Mitteroachtsverbesseriing  kann 
auf  ähnliche  Art  entwickelt  werden,  was  wir  daher  weiter  aassa« 
führen  der  Kärze  wegen  jetzt  uoterlassen. 

§.  la 

Zu  der  in  §.  14,  aufgelösten  Aufgabe  bciuei keii  \\ir  j^'t/t  noch, 
»  dass  dort  die  8tundenvrinkel  bloss  positiv  genommen  und  von  0 
bis  360^  gezählt  worden  sind,  wie  wir  dies  in  dieser  Abhandlung, 
issofem  nicht  etwas  Anderes  besonders  bemerkt  worden  ist« 
immer  gethan  haben.  Man  kann  aber  dort  auch  die  Stunden- 
winkel poeitiv  und  negativ,  absolut  aber  nicht  grösser  als  180^ 
nehmen,  welches  in  diesem  Falle  selbst  bequemer  Ist.  ßeseich* 
nen  wir  nSmlich  die  beobachteten  Ubrzeiten  der  beiden  gemesse- 
nen fiQben  h,  ki  durch  t,  Ii ,  und  behält  T  seine  aus  dem  Tor- 
hergebenden  Paragraphen  bekannte  Bedeutung,  so  ist  nach  1} 
in  diesem  Paragraphen,  wenn  man  die  Stuadenwinkel  auf  die 
erwähnte  Weise  nimmt: 


also: 

mittelst  welcher  Formel  die  Differenz  er— (Tj,  deren  Kenntniss 
man  zu  der  Berechnung  der  in  §.14.  durch  A,  A^;  B,  B|  be- 
seichoeteii  Grüssen  bedarf,  gefunden  wird. 

Unter  der  jetzigen  Voraussetzung  rficksichtlich  der  Stunden- 
Winkel  ist  der  absolute  Werth  von  1{G  -f  Oi)  nicht  grOsser  als 
18(F,  und  man  hat  sich  al^io  nun  bei  der  Bestimmung  von  i(0-|-<F|) 
mittelst  der  Formeln  §.  14.  12),  13)  an  die  folgenden  Regeln  zu 
halten: 

A^Bsinö      A^  — BjsincS 
negativ  positiv  0  <  ^(0  -|-  o^)  s  +  i'O^* 

negativ  negativ         +lK)o  <  i(ö-f  tfi)  <  + 180^^ 

positiv  negativ       — 180o<|(cy+<y,)<— W 

pesiti?  positiv        —W^K^fi-^-^tX  0. 
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Die  Stundenwiokffl  tf,  «i  selbst  erhl&it  man  wieder  mittelst 
der  Formelo: 

und  T  erhält  man  mittelst  der  aus  1)  sich  ergebenden  Formeln: 

4).     .  .r=i_^_r^^.  T=t,-j^J,'^^ 

ober  auch  mitttelat  der  sogleich  bierans  liesseDden  Formel: 

Rucksi«  [itlich  der  in  §.  15.  aufgelösten  Aufgabe  bemerken  wir 
schliesslich  noch,  dass,  nachdem  die  PoUiühc  ö  und  die  Azi- 
muthe  cö ,  «i  gefunden  worden  sind,  dann  auch  leicht  die  den 
beiden  Heobachtungen  entsprechenden  KStuiidenwinkel  i>,  u\  be- 
stimmt werden  künnen,  wozu  im  Obigen  Formeln  genug  enlhal- 
ten  sind,  mag  man  die  Stundenwinicel  anf  die  eine  oder  die  an- 
dere der  beiden  bekannten  Arten  nebmen.  Man  kann  sich  biean 
etwa  unmittelbar  der  Grundformeln  j.  4.  10)  bedienen,  ans  denen 
sich  sogleich  die  folgenden  Formeln  aur  Bestimmang  der  Stuo- 
denwinkel  0,  tfi  ergeben: 

6) 

o    Gq     r   sinAcosS  -f  cos  « cos A sing 

'^^-^'^^'n  ^  • 

r  sincocosA 
sin  ff  s  -B  *  A — 

und : 

7) 

rt      (jrj5       Ti    sin  hl  cos  cj  -f  cos  co|  cos  hl  sin  0 

COB0i=  +   

Sin  o«  =  ji-  •  — I 

^      Kg  '    cos  Ol 

also  auch: 

8) 

^  Äsiil  03  cua  U 

iaugass-  — , 

il        ^  (sin  A  cos  Q  f  cos  w  cos  A sin  (•>) 

jg-SIII  ü)^  COS/li 

tangty,  =  -^--  — i  — . 

^  ('a  +  ^  (sin  hl  cos  o  -f  cos  ck>|  cos  Ax  sio  (d) 
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et 

Weil  man  die  Sinus  und  Cosinus  der  StandenwiDkel  ikeont, 
so  kann  eine  Zweideutigkeit  bei  deren  Bestimmung,  mag  man  sie 
nan  auf  die-  eine  oder  die  andere  Art  nehmen»  nie  bleiben* 

Sind  die  Ubrzeiten  der  beiden  Beobachtungen,  so  findet 
man  i—ii  naeb  2)  mittelst  der  Formel: 

«)....-..., :.-,=j£=^. 

wobei  vorasageaetzt  ist»  daaa  die  Stundenirinkel  in  bekannter 
Weise  positiv  und  negativ,  abaolnt  nicht  grüsser  als  18(F  genom- 
men sind.  Hat  man  nun  wenigstens  eine  der  beiden  Chrseiten 
beobachtet,  so  kann  man  mittelst  vorstehender  Formet  auch  die 
andere  finden »  und  T  erhält  man  dann  wieder  mittelst  der  ans 
dem  Obigen  schon  bekannten  Formeln: 

,0).  .  .  .  T^t-j^j-^,    T  =  t,-^^; 

WO  T  immer  seine  tiekannte  Bedeutung  hat. 
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Elemeotarcr  Beweis  des  Bei tranii  sehen  Satzes. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  ßf^.  Stamm  er 

in  Dütseldorf. 


Ut  ABC  (Ta^ll!.  Fig.a)  das  Dreieck,  O  der  Mittelpunkt 
des  innern  nnd  A',  B*,  Q  die  Mittelpunkte  der  ftuseern  einge« 
sehriebenen  Kreise,  so  denkt  man  sieb  die  in  O  be6ndliche  Masse 
in  drei  gleiche  Theile  zerlegt  und  verbindet  jeden  dieser  Tbeile 
mit  einer  der  drei  andern  Massen.  Dadurch  erhält  man  statt  der 
'  ursprünglichen  vier  Massen  jetzt  drei  gleiche  Massen  in  6»  e, 
wo  A'a^\A'Ot  U.S.W.  Der  Schwerpunkt  dieser  Massen,  also 
auch  der  der  ursprünglichen,  ist  datier  der  Schwerpunkt  (m  des 
Dreiecks  abc.  Anderseits  sind  die  Ecken  A,  B,  C  des  gege- 
benen Dreiecks  die  Hühenfusspnnkte  des  Dreiecks  A'B'C,  der 
dem  Dreieck  ABC  nmsrbriebene  Kreis  ist  also  der  Kreis  der 
nenn  Punkte  für  f?ns  nrci((k  A'BO,  mithin  auch  der  dem 
aßy  umsclirieljeiie  Kreis,  wenn  (Ja  =  \OA%  u.  «.  w.  Es  bleibt 
mithin  nur  zu  beweisen  ,  <lass  G  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
ist.  Zu  dem  Ende  verbiiulet  man  die  IMittc  /v  \on  aß  mit  G  und 
y.  Dann  sind  A'li'C\  abc»  aßy  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Dreiecke  mit  dem  Aehnlichkeitspunkt  O,  daher  yEWcD.  Verbin- 
det man  noch  C  mit  der  Mitte  F  von  A  ß',  so  ist  yE  =  jCF, 
weil  Oy  =  iOC;  ebenso  Dc  =  iCF,  mithin  Gc  =  iDc=ziCF 
=>  yE*  Also  ist  GEyc  ein  Parallelogramm  nnd  GE  senkrecht 
A'B*,  mitbin  auch  senkrecht  aß,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist.  • 
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Was  den  andern  ▼ielfach  besprochenen  SaCs  betrifft,  nSmlich 
daas  in  jedem  Dreieck  A  =  ^B,  wenn  =  6*  H-  hct  so  ist  wobl 
einer  der  folgenden  Beweise  de^  eiofaehste: 

I.  Man  zieht  durch  A  eine  Linie  AD  so,  dass  ^DAC=^  B, 
Dann  ist  üreiecic  CAÜojCBA,  folglich: 

CDi ö^öia,  oder  a,  CU  =s  6*. 

Dies  in  die  gegebene  Gleichung  suhsjtitutr^  liefert 

a*=sa.C/>'|-6c  oder  öe  =  a(a^CB)^  a.BD, 

daher 

BDic  =  6:a; 

darch  Vergleichong  mit  der  ersten  Proportion: 

CDiBp  =  bic, 

d.  h.  AD  halbirt  den  Winirel  A, 

Ii.  Halbirt  man  den  Winkel  A  durch  ADy  ko  ist  CD:  BD 
=  6:c.  äubstituirt  man  hieraus  den  Werth  für  c  in  die  gegebene 
Gleichung,  so  erhält  man 

=  =  C7J 

und  daraas 

daraus  folgt»  dass  die  beiden  Dreiecice  ABC,  DAC,  welche  den 
Winicel  C  gemein  haben»  ähnlich  sind«  folglich  ^DAC^B, 
A^W. 

Die  Figur  wird  sich  ein  Jeder  leicht  selbst  zeichneu  können. 
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Trunk's  Planimeter. 

Von 

Herrn  ^  Jlübner 
in  llnlle. 


In  der  beiliegenden  Zeichnunp^  (Taf.  III.  Pig.4.)  sind  die  Haupt-  , 
theile  eines  Instrumente»  abgebildet,  weiches  aof  den  Flurkarten 
die  Ackerflächen  auemiset  und  berechnet 

Wenn  man  die  Maschine  benutzen  will,  so  stellt  man  sie  auf 
die  betreffende  Flurkarte»  ergreift  mit  den  Daumen  und  Zeige* 
fingern  die  Griffe  b,  b  und  schiebt  den  erfassten  Masebinentbeil 
mit  dem  in  eine  Glastafel  eingeschliffenen  Punkt  w  über  die  Um- 
risse anmda  des  zn  messenden  Grundstockes  hin.  Sobald  die* 
ses  geschehen  ist,  liest  man  von  den  Yier  ZifferblSttern  die  An* 
zahl  der  Quadratruthen  ab,  die  das  GrundstQck  hält  Ehe  man 
die  Bewegung  der  Maschine  beginnt,  hat  man  jeden  der  vier 
Zeiger  auf  Null  einzustellen.  Auf  dem  grossen  Zifferblatte  sind 
]00  Theile.  mithin  die  Zahlen  0  bis  100  befindlich,  auf  jedem 
der  drei  kleinen  Zifferblätter  sind  10  Theile,  mithin  die  Zahlen 
0  bis  10  ersichtlich.  Das  unterste  kleinste  Zifferblatt  zeigt  die 
Zehntausender,  das  linke  obere  die  Tausender,  das  rechte  obere 
die  Hunderter,  das  grosse  endlich  die  Mehner,  Einer  und  Zehn- 
tel an. 

Hat  man  das  Bild  der  AekerflScbe  umfahren  und  es  zeigten 
die  ZifferblStter  In  der  anfgeRihrteD  Reibe  6  Zehntausender» 
9  Tausender,  3  Hunderter,  0  Zehner,  8  Elnelr  und  '/lo»  ^  *^fS^ 
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das  lostrumeDt  O9306'/io  OosdnitratheD  an.  Diireh  die  Fortbe* 
wegong  des  Af aschinentheils»  worin  sich  Panlct  to  befinde^  kommt 
der  Wagen  P  auf  drei  Rädern  Ay  wovon  aber  das  dritte  in  der 
Zeichnung  nicht  sichtbar  iat,  in  der  Nuth  gg,  ferner  der  Schieber 
£f|«i«iSi£  auf  drei  Rädern  B,  u'ovon  ebenfalls  das  dritte  nicht 
elclitbar  ist»  in  der  Nuth  EsiSiE  in  Bewegung.  Mit  dem  Schie- 
ber EsiSiSiSiE  bewegt  sich  auch  der  darauf  befestigte  Rahmen 
FF  und  das  Zifferblatt  mit  dem  dahinter  befindlichen  Räderwerk, 
so  wie  auch  die  in  dem  Rahmen  FF  und  in  dem  Räderwerke 
liegende  Weile  W  mit  dem  Laufrädchen  R,  In  Folge  der  Ver- 
Schiebung  kommt  das  Rädchen  R  auf  verschiedene  Stellen  der 
kreisrunden  und  mit  feinem  Leder  bezogenen  Scheibe  S,  mithin 
bald  im  Centruni  c  der  Seheibe,  bald  niehr  oder  weniger  fern 
von  c  zu  stehen.  Während  dieser  Stellungsändei  ung  des  Räd- 
chens R  dreht  sich  aber  die  Scheibe  6'  und  treibt  dadurch  das 
Rädchen  R  und  die  Zeiger  um.  Steht  das  Rädchen  nahe  an  f, 
so  laulen  die  Zeiger  langsam,  aber  wiederum  um  so  schneller,  je 
weiter  dos  Rädchen  B  von  c  entfernt  ist  Die  Scheibe  S  ruht 
auf  einer  senkrechten  Welle,  welche  eich  in  der  hohlen  Säule  Q 
dreht  und  an  ihrem  unteren  Ende  eine  Rolle  hat,  um  die  der 
aufgespannte  und  an  den  SSulchen  it  befestigte  Stahldrabt  it  ge- 
wunden iet.  Bewegt  sich  nun  der  Wagen  P  auf  seinen  Rfidern 
In  der  Nuth  gg,  so  verschiebt  sich  die  senkrechte  Welle  mit  der 
Rolle  entlang  des  Draht^,  so  dass  dadurch  die  Rolle  und  somit 
auch  die  Scheibe  S  in  Drehung  kommt.  Bei  der  Ftibrung  sieht 
man  durch  die  Lonpe  K, 

Wenn  die  (icometer  im  Felde  messen,  so  messen  sie  nur 
Linien  und  Winkel  und  bringen  die  gemessenen  Linien  nach 
einem  kleinen  Massstab,  welcher  gewöhnlich  nur  der  V2(.oo  Theil 
des  wirklichen  Masses  ist,  in  den  aufgenommenen  Winkeln  auf 
den  Messtisch,  so  dass  die  Ackerzeichnung  auf  dem  Messtische 
ein  Miniaturbild  (der  V4000000  Theil)  der  wirklichen  Ackergrösse, 
ist.  Mit  Hülfe  dieser  Zeichnung  berechnet  der  Geouieter  die 
Flächengrüssen  der  gemessenen  Grundstücke,  indem  er  die  Aecker 
in  Berechnungsfigoren,  gewöhnlich  in  Dreiecke,  mittelst  eingezo- 
gener Bletstiftslinien  zerlegt,  die  Basis  und  senkrechte  Hohe  der 
Berechnungsfiguren  abgreift»  auf  den  kleinen  Maassstab  auflegt 
und  daraus  die  Fläche  berechnet.  Das  Abgreifen  der  Linien- 
längen  mit  Zirkel  und  Maassstab  ist  fär  die  starke  Verkleinerung 
des  Ackerbiides  nicht  sicher  genug,  beim  Rechnen  kommen 
Rechnungsfehler  vor  und  das  Verfahren  ist  seitraubend  und  bilchst 
ermddend»  daneben  aber  soll  das  Resultat  wegen  der  Eigentbums-, 
Grenz-»  Hypotheken-  und  Bestenerungs Verhältnisse  genau  sein. 
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Diese  UmstSode  haben  fortwährend  denkende  M&nner  auf  Hfilfä- 
mittel  sinnen  lassen,  welche  neben  Zeitersparnlss  genaue  und  feh* 
lerfreie  Resultate  liefern  können.  Das  Gebiet  dieser  Hfilfsmittel 
uinsebliesst  die  instrumentale  Planimetrie  und  jetzt  iöt  fdr  Gco* 
meter,  Forstleute,  Geographen,  Ingenieure,  Mechaniker,  polytech^ 
nische  und  Realschulen  und  .lUo  fk>hörden  und  Beamten,  welche 
ii)it  der  Technik  und  Doctrin  der  Planimetrie  zu  fhun  hahcn  hei 
H.  W.  Schmidt  in  Halle  a.  S.  ein  Buch  mit  XV  Querfoiiotafeln 
in  Kupferstich  unter  dem  Titel  erschienen:  j,l)ic  Pianimeter, 
deren  Theorie,  Praxis  und  Geschieht»^  vom  Ingenieur 
Christoph  Trunk  zu  Eisenach.    1865.   Prciä  4  Thaler.' 

Darin  sind  alle  bekannten  Pianimeter  besprochen  und  kriUscb 
benrlbeilt.  Der  Sieger  unter  allen  ist  der  soeben  erklärte.  Die 
Schärfe  und  die  Zeitersparnisse  womit  das  Instrument  arbeitet 
und  daneben  sich  selbst  controlirt,  sind  bewundernswürdig.  Diese 
Instrumente  werden  in  der  mit  Patent  versehenen  Planimeterfabrik 
2tt  Eisenach  durch  Mechaniker  und  Uhrmacher  gefertigt. 

Was  die  Geschichte  des  Instrumentes  betrifft,  so  ist  der  £r- 
lindcr  desselben  der  schweizerische  Ingenieur  Johannes .Opp i- 
kofer,  der  auch  in  Verbindung  mit  mehreren  Mechanikern  den 
Bau  solcher  Maschinen  zur  Ausführung  brachte.  Schon  vor  ihm 
hatte  der  baierische  Trigonometer  Johann  MartlnHerntann  das 
Modell  einer  ähnlichen  Maschine  gefertig|^  Die  Oppikofcr^sche 
ErGndung  ist  durch  den  Ingenieur  Wetü,  dann  durch  Hofrath 
Hansen  und  zuletzt  durch  Trunk  vervollkommnet  worden.  Man 
hat  den  Oppi kofer'sehen  Pianimeter  auch  Integrationsmaschine 
genannt,  weil  er  in  Folge  von  Abmessung  \om  Linien  i^'lächen 
berechnet  und  \veil  man  <la8  Instrument  mit  Hülfe  des  [)ifferen- 
ziirens  und  Integrirens  erkUirte.  Ingenieur  Trunk  hat  aher  in 
dem  obigen  Buche  das  Int^trumcnt  oluio  Hülfe  des  höheren  Cal- 
culs  in  elcnioutarcr  Weise  erklärt  unci  berechnet,  so  dnss  es  nun- 
mehr Allen  verständlich  und  n-it/bniiirpiid  ist.  Dahri  ist  o  <  t^ach 
der  'lruni<  scheu  Einrichtiin;;  liir  vers»  iir^^flriu«  ?tlaassstäbe  stell- 
bnr,  hest'itiv^t  die  l^rocentm  iassslälie  und  L'i'^M  oiinr  ;t!le  l?erhnnng 
stets  sc'lüirfe  IVettoanrialn;:!.  Das  liistrnnH^nt  licl»!  /.irte  Hände 
und  können  i^'rauenzinuncr  zur  Führung  vortheühuft  verwendet 
werden. 


Tlieil  XUV.  22 
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Ueber  die  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
acliwindigkeiten  zar  Bestimmiuig  der  Gleichgewichtsbe- 

dingungen  eines  Systems  unveränderlich  mit  einander 
verbundener  Punkte,  auf  deren  jeden  eine  Kraft  wirkt. 

Von 

Herrn  Dootor  Hmrtwig, 

LehMr  im  GroMhMsogl.  Bfecklenbiirgisclieii  Gjainaaiain  io  Sehw«rio. 

%   

Will  man  sich  bei  der  Lusung  der  genannten  Aufgabe  den 
aJIgenieinen  für  die  Anwendung  des  Princips  der  virtuelleo  Ge- 
schwindigkeiten gegebeoen  Regeln  aMcbliesaen,  ee  gebt  man  ans 
Ton  der  Gleicbnng: 

ZiÄ.Sx-^  r.öyi'Z.Sz)  =  0,  (1) 

in  welcher  X,  Y,  Z  die  den  Coordinatcnaxen  parallelen  Componen- 
ten  der  Kräfte,  öa:,  öz  die  Variationen  iler  Coordinaten  ihrer 
Angriffspunkte  bezeichnen.  Ist  die  Zahl  der  Punkte  =  7/1,  so  bat 
man  3/ii  —  ü  Gleicbunc^en  zu  berücksichtigen,  durch  welche  die 
Unveranderlichkeit  der  gegenseitigen  i^age  der  Punkte  ausgedrückt 
wird.  Die  sieb  hieraus  ergebenden  3m  —  6  Gleichungen  zwischen 
den  Variationen  öa:,  dt;,  Sz,...  werden,  nachdem  jede  mit  einer 
unbestimmten  Giüsac  A,  ^  ....  multiplicirt  worden  ist,  zu  der  Glei- 
chung (I)  addirt  und  darauf  die  k>ummeu  der  Codilcleniön  der 
einzelnea  Variationen  dx,  ötf,  dz....  für  sich  =ü  gesetzt.  Aus 
3m— 6  der  so  erhaltenen  3m  Gletchnngen  bestimmt  man  X,  (t, 
imd  setat  ihre  Wertbe  in  die  übrigen  Gleichungen  ein  oder  man 
eliminirt  auf  andere  Art  die  Grössen  1,      v....  und  muss  nun 
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« 

sechs  von  einander  unabhängige  Gleichungen  übrig  behalteu,  in 
denen  dann  die  Gleicbgewichtsbedingungen  enthalten  sind. 

Lagrange  bat  dieses  Verfahren  in  seiner  analytischen 
Mechanik  auf  drei  und  vier  Punkte  angewandt  und  inai)  sieht 
daraus  leicht,  wie  man  bei  einer  grosseren  Zahl  zu  Werke  G;ehen 
müsste,  wenn  man  sich  den  in  diesem  Falle  ziemlich  weitiäufigen 
Entuickelung^n  unterziehen  wollte.  Theils  diese  Weitläufigkeit, 
theils  der  Umstand,  dass  man,  um  Alles  exact  zu  geben,  immer 
eine  ganz  bestimmte  Zahl  von  Kraiten  als  gegeben  aniieiimeii 
muss,  ist  violleicht  Ursache  gewesen,  dass  man  in  neueren  Lehr- 
büchern (von  denen  mir  ausser  einigen  weniger  bekannten  aller- 
dings mir  die  vonPoisson  und  Duhamel  vorliegen)  diesen  Weg 
ganz  aufgegeben  und  dafür  drei  geradlinige  Verschiebungen  des 
Systems,  parallel  den  drei  Coordinatenazen,  und  drei  Drehungen. 
*am  jede  der  Azen  eine«  also  im  Ganzen  sechs  Bewegungen  sub- 
stituirt  bat«  wo  sich  dann  durch  Anwendung  des  Princips  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  die  sechs  Gleichungen  sehr  leicht 
ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl  der  Kräfte  ergeben.  Indessen  kann 
man  sich  einiger  Bedenken  hierbei  kanm  erwehren.  Denn  abge- 
sehen davon«  dass  eine  sechsfache  Bewegung  dem  Geiste  des 
Princips,  das  mit  einer  einzigen,  aber  ganz  willkfirlichen  aussa« 
kommen  verspricht,  nicht  ganz  zu  entsprechen  scheint,  so  bleibt 
auch  die  Frage  unbeantwortet,  ob  diese  sechs  Bewegungen  und 
also  auch  die  ans  ihnen  gefolgerten  sechs  Gleichungen  nothwendig 
und  ob  sie  ausreichend  sind.  Von  allen  diesen  Einwürfen  möchte 
das  Verfahren  frei  sein,  dessen  Verüffentlicbung  ich  mir  hier 
erlaube. 

Job  gehe  davon  aus,  dass  jede  unendlich  kleine  Bewegung 
eines  Systems  von  Punkten  als  Drehung  um  eine  ganz  unbe< 
stimmte,  nSthigenfalls  nach  irgend  welcher  Richtung  unendlich 
weit  entfernte  Axe  aufgefasst  werden  kann.  Ich  bestimme  nun 
den  Weg,  den  einer  der  Punkte  bei  einer  solchen  Drehung  zu« 
rficklegt,  so  wie  den  Winkel,  den  die  Richtung  dieses  Wegs  mit 
der  Richtung  der  Kraft  bildet.  Hieraus  erhalte  ich  die  Formel 
für  das  virtuelle  Moment*)  der  Kraft.  Indem  ich  dann  die  Summe 
der  virtuellen  Momente  =  0  setze,  ergeben  sich  die  Gleicbge- 
wichtsbedingungen. 

Seien  wie  gewöhnlich  P,  P',....  die  Kräfte,  «,     y;  a',  ß\ 


*}  S<i  nennt  Dubamel  dan  L'rodiict  'awh  der  Kraft  und  dem  auf  iiire 
Hiclitung  projiuirten  Weg  deo  AngrifTtpnnlctes.  Virtuell««  Arbeit."  dürfte 
angeniMWQer  ««In. 

22* 
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y';....  die  Wirtkel,  die  sie  mit  den  Axen  der  if,  2  in  einem 
rechtwinkligen  CnordinatcMis\ steme  bilde:..  xyZy  x'{/z'y  ....sind  die 
auf  dieses  Axensysteai  bezogenen  Coordinaten  der  Angriffspunkte. 
Die  unbestimmte  Umdrchungsaxe  nehmen  wir  zur  z-Axe  eines 
neuen  Coordinateosystems.  Sind  nun  a,  a',  a"  die  Oosinus  der 
Winkel,  welche  die  neue  dr-Axe  mit  den  alten  Axeu  der  o^t 
bildet,  und  haben  b,  b',  b^  und  e\  die  analoge  Bedeutung 
ffir  die  neuen  Axen  der  ^  und  %,  sind  endlich  Ii t*  171,  ti  die  auf 
das  neue  Axensystem  bezogenen  Coordinaten  des  alten  Coordi* 
natenanfanges,  so  sind  die  auf  das  neue  System  bezogenen  Coor- 
dinaten des  ersten  Angriffspunktes: 

ast  =  ax-\a'y  +  a"z  f  ^1 , 

y^^bx-^b'^-^b"z\^nt» 

m 

ti  ^cx-^e'ff^n^t-^-ti.  (kommt,  wie  leicht  zu  sehen,  im  FoK 

genden  nicht  vor). 

Das  Sj'stem  erleide  nun  eine  Drehung  um  die  Axe  der  zi, 
von  der  Seite  der  positiven  ij^  nacli  der  der  nosifiven  .Tj.  ö  sei 
der  unendlich  kleine  Drehuiigsw inkel ,  r  die  l-ntlernung  de?«  An- 
griflfspunktes  der  Kraft  P  von  der  Drehungsüxe,  dann  ist  rö  der 
von  diesem  Angriffspunkte  zurückgelegte  A^eg,  in  einer  Richtung, 
welche  mit  den  Axen  der  Xi,  y^,  r^,  drei  Winkel  bildet,  deren  Co« 

Sinus  ;=^,  und  0  sind.    Sind  also  u  und  e  die  Winkel, 

welche  P  mit  den  sci  und  bildet,  endlich  (p  der  Winkel  <wi- 
sehen  P  und  dem  Weg  rS  ihres  Angriffspunktes,  so  ist 

cos  tp  Ä  ".cos»  . cosv* 

T  T 

und  somit  das  virtuelle  Moment  der  Kraft  Px 

P.r(i,cosq>  =  ö         coBU — co&v). 

Aus  den  oben  angegebenen  Bezeichnungen  für  die  Winkel  resp. 
die  Cosinus  der  Winkel  >  welche  die  Richtung  von  P  und  die 
neuen  Axen  mit  den  gegebenen  Coordinatenaxen  bilden,  folgt 
unmittelbar: 

cos  u  =  a  cos  er + a'  cos  ß  a^eosy , 
C08Ü  =  ^Gosa-f  -|-6''cosy; 

also : 

P.rö.cosg»  =  c5P.[(6^-|-6'y-|-6^2+%)(aco8«-|-a'cos/?-fiB^cosy) 

— (««  +  a'y  ^a"2  -|-  ^|  )(6  cos  «  +  6'  cos^  -f  6^cosy)]. 
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Daf>  Princip  der  viriuellen  Geschwindigkeiten  giebt  al^;n  ,  bei 
Weglassung  des  constatiten  Factors  <5,  als  Bedingung  des  <itleich> 
gewichtes : 

2P[{bx  +  b'y  +  b"i  +  ??i  ){a  cos  a  +  a'  cos  |3  +  n"  cos  y) 

—  («a:  -I-      +  o"j  +  |,)(6co8a  +  6'cosj3  +  6"co8y)]  =  0. 

Multiplicirt  man  aas  und  verbinigt  die  Glieder,  welche  gleiche, 
nur  von  der  Lage  der  neuen  Azen  abhängige  CoeflScienten  hahen, 
so  kommt: 

+  (a'6  — a6')2/^(^  cüS/J  — ycos«)  _ 
+  (a"6'— o'Ä'0-^/%cosy— «cos/J) 
'    +(a6"— «r"6)^/\«cos«— «cosy) 

In  den  Coefficienteu  der  sechs  Summen  trelcii  nun  acht 
Grössen  auf,  zwischen  denen  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Gleichungen 

aa  +  a'«  +  a'«  =  l   und   6*+6'2  +  6"*  =  l 

bestehen;  die  Coefflcienten  sind  demnach  von  einander  unabbftu- 
gig  und  willldirlich.  Wenn  nun  jlle  obige  Summe  demnach  unter 
allen  Umständen  gleicli,  Null  sein  soll»  so  setzt  dies  voraus,  dass 
die  einzelnen  Glieder  derselben  Null  sind,  und  so  erhält  man  die 
sechs  Gleichgevrichtsbedingungen: 

2;f»coso  =  0,    2:Pcos|3  =  0,    ^/^cosy  =  Ü; 

^PC.'TGOS/}— yCOS«)  =0,  £P(jfeOBY^%C09ß)  =  0, 

£P(zcot-iu  —  u:cosy)  =  0. 
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Zur  Theorie  der  Determinanten. 

Von 

Uerro  Jf.  Dieirich^ 
l'rof«Mor  am  Bealgymnasiniii  in  Regen« bnrg. 


4  Das  Nachfolgeiiiie  wuriie  begonneo,  um  die  bekannte  Dar« 
stollilDg  des  Produktes  aller  Differenzen  gegebener  Zahlen  darch 
ebe  Ueterminaote«  gebildet  aus  den  Terschiedenen  Potenaeo  die* 
eer  Zahlen»  in  einer  andern  Ableitnng  zu  geben ,  als  diese  von 
BalCzer  und  Briosebl  in  ihren  Werken  Über  die  Theorie  der 
Determinanten  geschehen  ist;.m8geea  nun  erlaubt  aein,  diese 
Ableitung  y  sowie  auch  die  an  sie  sich  knfipfenden  weiteren  fii> 
genscfaaften  und  Anwendungen  gewisser  Determinanten  in  Kilrse 
hier  oiederznlegen. 

Hat  man 
und  hiezu 


80  gibt  die  bekannte  Formel: 


r  sss  ••••fit 

KKIf  i  "l*      r**»  •  4"  ••••  "f"  Om,rekh  » 

« 

S  SS  ••«.,11 

bleie  abgekfimte  Bneichnung  einer  Delerniinante  irlrd  erlaabt 
■ein,  wenn  naa  noch  annimmt,  daia  etwa  r  selBe  Warthe  la  jeder  hO' 
ritootalent  #  die  aetnen  in  jeder  TertikaUn  Reihe  dnreblanfl* 
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alsbald  die  GJeicbnog: 


$  SS    3f  II 


(1) 

1»  — •^1»  ■B4, T'iWi 

1»  »  •••• 


#  SS  lg  •*•*  f  II 


welche  im  Folgenden  nun  weiter  betrachtet  werden  soll. 
Setst  man  zuerst  Xw  =  tr»  so  wird 

und»  wenn  t  von  r  Tersebieden  ist: 
man  findet  daher  in  diesem  Falle 


y*      1  ^  •••• 


fikh  0,   0 

0,  f  (W»  ,  0 


0,    0.  ..«,0,/'Ö.) 
und  naeh  Einsetaen  der  Wertbe  von  /'(Ii)» 


=s(-l)  »  .{(fa-Si)(f8-li)(l3-S2)....(^^-^i)....(&.-^-i)l*, 
eder  durch  Gebrauch  einer  bekannten  ßeseiebnung 


(2) 


C  SS  \f  ••••( 


Setat  man  ferner  ,v«  =s  —|a,  so  wird 

=  (- 1)"-^       •  (S. + ^1) ....    +        •+! + ....  (I» + S.), 

und  mithin,  vvciui  iiKin  noch  die  gleichen  Faktoren  der  Glieder 
jeder  Keibe  der  betrachteten  Determinante  beraussetst 
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(—!)«(»-»). 


9i: 


+  Sr 


.{(f8  +  ll)(l3+ll)(&  +  W-. 


oder  durch  AnDahme  einer  besonderen  Bezeichnung  flQr  das  Pro- 
dukt aller  Summen  Fon  je  zweien  gegebenen  Zahlen: 


(3) 


r  =  1,  2,      11      1  r  =  1,  n 

2S« 


f*  +  lr 


.{-seil,  fi,  ....,Sn)|*. 


Endlich  kann  man  allgemein  bei  beliebigen  Werthen  von  x  we» 


gen  fr{x)  =  schreiben: 


4) 


r  =  1,  2,  ....,« 

_I 


üa  sodauu  bekanntlich 
i?*  =    ^1^»+ ....  + ....  4^6.-j|,+i+.M. 

U.    8.  f. 

ist,  so  erhält  man  bei  wiederholter  Anwendung  der  Eigcnscluilt: 


T    If    2f   4<«I4  tt 

5) 

j  1>  — -^1»       •♦••»  +^^1 


I*  ly  *•*•> 

4  s  1>  '..«1  n 


1>  — ^^Mj  ii?n>  ••••  > 
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(6) 


Eodlicb  hat  man  nocb 

r  =  1, n 


»)(H-1 


=  (-1)     »  . 
welches  für  oder  a;,==— deo  Werth: 


w(»-i) 

(7)      (-1)    »  * 


oder-f- 


r  =  1,  n 
erhält 

Verwendet  man  nun  nach  diesen  Vorhereitiingen  erstens  die 
Ausdrücke  (2),  (5)  uud  (7)  iür  die  Gleichung  (1),  so  ergibt  sich 
sogleich : 

r  =  1,  ,„.,  n  * 

s  =  1,  n 


n(«— 1) 


....,1«) • 


woraus  nach  Werth  und  Vorseicheo«  wie  die  Vergleicbung  der 
'ersten  Glieder  heiderseits  gibt,  die  bekannte  Beziehung  folgt: 


Die  Gleichungen  (3),  (5)  und  der  zweite  der  Ausdiücive  in 
(7)  formen  ferner  unter  Benutzung  von  (8)  die  Gleichung  (1)  um 
in: 


21, 


s  =  1«  2> ....  n  i 
welche  entweder: 


r=l,2,  ....71 


oder 


r  =  1,  2,  ....  M 


«I 
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DUtrieki  Zur  Theorie  der  Üeierminmuen. 

""V-SC^l  W    ~V     U.  +  Ir// 


gibt,  wo  daa  Prodaktseicben  P  alle  Faktoren  Tereioigt,  welche 
den  verschiedenen  Wertben  von  r  und  s  entsprechen.  Zuletzt  er- 
hSlt  man  aus  den  Glerebnogen  (4)  und  (jSi),  in  Verbindung  mit  (1) 
und  (8)^  die  Beaiebung: 

(11) 

welche  bekanntlich  bereits  snr  AnflOaung  der  Gleicbongen: 


benutst  worden  ist. 

Wendet  man  auf  die  Determinante  in  der  Gleichung  (11)  eine  be- 
reits angezogene  Eigenschaft,  hier  mit  — 1,  wiederholt  an,  so 
wird 

III  1  1 


1 

III  1  1 


und  wenn  man  die  hier  vorkommenden  Differenzen  \oii  Brticbeu 
zu  je  einem  Bruche  vereinigt  und  die  alsdann  in  den  einzelnen 
Vertikalreihen  auftretenden  gleichen  Zfthler  herausaetst: 


r=l,2»  •••,,11 
1 

«•— fc- 

f=l,2, n 


1 

1 

1 

1 

1 

-«l)(««-W' 

••"U,-5»-i)(af«-|«) 
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Bildet  maD  sodann ,  wie  eben  wom  svreiten,  nno  vom  dritten 
Gilede  Jeder  Horisontalreilie  angefangen»  die  Differena  jedes  Glie- 
des and  des  ilim  Yoransgebenden,  nachher  vom  vierten  Gliede 
an,  u.  8.  f.,  so  kommen  nacb  und  nach  alle  Differenzen  der  Zah- 
len ft.  Ii,     Im  beraos  und  es  wird 'annächst: 


(12) 


1 


1 


Ii )  (^a— Sa)....  (a.— Ir) 


und  dadorcb  aus  der  Gleiebnng  (U)  die  neue: 


1"=  1,  2,  n 
1 


(a?r-*i)....(;r,-lr) 
SS  1,  iS,  ttp 

aus  welcher  ieicbt  pocb  die  weiteren: 


(13) 


(U) 

(«.-W....(«»-W..-..(*r-ft).i,   W{i+x).!..(«.-w 

»(-1)    »  P(*.-lf+i)....(ar,-|«/ 


(15) 


,  _!_  ,  L_  

*  a*! —        '  (oTi  — 'Sa)  ••••  (^i*"^«) 


1. 
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uod  allgemeiner: 

^  (16) 

t  1  1 


1  1 


(ar«-|-,  l-if i)....(a?i,-fii),      («?n— ....  (a?«— &) ....  {9«—^ 
I» 

eich  ergeben. 

DicFC  GleieliiiTjgen  lassen  sich  anwenden  bei  der  AuUüsung 
der  üleichuliggiäyäteme : 

(17) 

«l +«2+ H  Mn=aii 


«I 


+  ...  + 


1 


(«n— Ii).".  (««— &i-l) 


und 


(18) 


«1  +  — + 

«'s' 


»l  + 


+  ....+ 


(ari 

in 
••<  •  («P^ 

6.-1) 

fn 

-Ii) 

....  (»Tij 

l«-i) 

1 

=6i 


=6. 


und  ähnlicher.  Besonders  einfache  Reeoltate  erfafiit  man  aus  den 
Gleichungen  (17)«  wenn  die  Zahlen  a^j  0|,....  ebenso  xusammen- 
hängen,  wie  die  Coefficienten  der  Unbekannten  «i,  tff,..»,  wenn 
also 


«1 


ist.    Es  wird  nämUch  dann: 
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ttj  =5 


1, 


I 


1 


1 


1  '» 


«1 


,_L_ 

*ari+i— Ii 


1  J 


j  1 


also  auch  mittelst  (15) 


»l  =  (-l) 


2 —  ^  («i'i » ••••i  ^'(»»  »"l^n) 


iiiui  durch  Vereinlachun«;  eiuilich: 


(sr^,—Xi  )..(.ro  -.Tj-x  )(:ri.\-\  —x^)..(Xn  -■yu).(  yo— )-(^-ft— ^n-i) 


Bei  beliebigen  Wertheu  von  ai\    gibt  die  Auflösung  der 

Gleichungen  (17): 


1, 


1, 


• 

1  _ 


«1»    -«2,      .    ,    .  . 

,  _  L 


I  '  i 

■»  -»     t  '  ••••1 


WO  der  Nenner  n'teder  den  Werth 
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(22) 


1. 


<rn-l(^l) 


a^i—k'""'  (^i  -  Ii)-"  (^1— 


<p„-i  {r„) 


5P|  (£n)  


Für  9r(^)=i^>? — a|)«...(^-^Or)  gibt  diese  Gleichung  noch,  wenn 
man  ferner  ^=0«^^^  setzt, 

(23) 
1 


(d?»— ffr) ....  (ar.  —  tfiH-r-s) 
2, 1 

Diese  beiden  Relationen  enthalten  f^leichfalls  wieder  die  Mit- 
tel zur  Darstellung  der  Werfhe  der  Unbekannten  solcher  Glei- 
chiingssystcnic,  welche  die  aiifcinaiuierrolgondon  horizontalen 
oder  vertikal(-H  l»eih€»n!»lieder  der  Deterniinanlc  in  (22)  oder  (23) 
als  Coefticietttcn  der  Unbekannten  haben.  Wendet  man  dieselben 
auf  den  besoudern  Fall: 

(24)  • 


(pn  --\  (X^)  ^    fpn-ijXn) 

(•*i —Ii ) .  • (-^1 — *    ^    *  *  ■  *    (^11— $i)  ....  (a:„— * 


(oTo— Ii)....  (ar  — Ib-i)  * 
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an,  so  iiüdet  man  für  die  Unbekannten  Wi,.,*;U>n  die  in  (19)  für 
die  Zahlen  t(|^....,tf«  bereits  erballeiieii  Wertite,  so  das«  die  Auf- 
lusungen  der  Gieiehangen  (24)  ▼ondeoFanlrtioiien  (pi  {x),.,..»q>n-i{a:) 
noatbängig  erscheineii  nod  dieselbeii  als  iDr  9^  {x)=z^.^f^\{x) 
8 1  sind. 

Die  allgemeineren  Fälle  erlaiircti  ilieseibe  Hebandlung,  als 
welclie  zu  den,  Resultaten  in  (20)  und  (21)  führte. 


Ueber  die  Schwere  an  der  Oberfläche  eines  gleich- 
füruiig  dichten  9  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  um 
ihre  kleinere  Axe  erzeugtc;n  Rotationssphäroidee. 

Von 

Herrn  Dr.  Karl  Friesaeh^ 

k.  k.  Hauptinano  in  der  Armee. 


Mancbe  sonst  vortreffliche  Lehrbdcber  der  Physik  enthalten 
die  Bemerkung,  dass,  auch  abgesehen  von  der  Rotation  der  Erde, 
schon  in  Folge  ihrer  abgeplatteten  Gestalt»  die  Schwere  an  den 
Polen  grosser  sein  müsse  als  am  Aequator,  indem  erstere  vom 
Mittelpunkte  weniger  weit  entfernt  wären  nis  die  Punkte  des 
Aequators  —  eine  Erklärung»  welche  aus  dem  Grunde  unzulässig 
ist,  ^veil  man  von  einem  sphäroidischen  Kurper  nicht  behaupten 
kann,  da.ss  er  so  nirke,  als  ob  seine  ganze  Masse  im  Mittelpunkte 
vereinig!  wäre.  In  der  Tliat  ist  ein  Roleber  Renois  kaum  stich- 
haltiger^ als  das  Raisonnement  eines  bekannteo  astronomisch eo 

TJieil  XLrV.  98 
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Literaten,  weicber  aus  der  gnSeaereo  8eh«rere  an  den  Polea  eine 
PolaranscIivrellaDg  folgert^  iDdem  er  meint,  die  ikaziehnoig  des 
Erdepbäroids  mQese  sieb  dpri  am  etSrIcsten  fiuaaern,  wo  sicii  die 
grosste  Maesenanhfinivng  beindet.  £e  wäre  daher  beeser,  obige 
Bemerlrang  in  Elenientarbücbern  entweder  gar  nicht  zn  eiwäh> 
neo  oder  wenigstens  nicht  auf  eine  so  mangelhafte  Weise  begrün- 
den an  wollen,  sondern  behufs  der  ßegrimdong  auf  die  höhere 
Analyse  au  verweisen. 

Geht  man  von  der.  Hypothese  aus,  dass  die  Erde  Ursprung* 
lieh  eine  gleicbßirmig  dichte,  tropfbar  flQssige  Masse  gewesen 
sei,  welche  in  Folge  ihrer  Axendrehung  die  Gestalt  eines  durch 
Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleinere  Aze  erzeugten  Sphä- 
roids  angenommen  bat^  so  ist  die  Oberfläche  dieses  Sphärötds  in 
Bezug  auf  dessen  Massenanziehung  und  die  in  Folge  der  Rotation 
sich  entwicicelnde  Fliehkraft  eine  Gleichgewicbtsfläche,  d^  h.  eine 
solche,  in  welcher  für  jeden  Punkt  die  Resultirende  jener  beiden 
Kräfte,  d.  i.  die  Schwere,  der  Richtung  nach  mit  der  Normalen 
zusammenftUlt.  Für  diesen  Fall  ist  bekanntlich,  wenn  g  die 
Schwere  am  Aequator,  g'  die  Schwere  in  der  geographischen 
Breite  9,  a  den  Aequatoriaihalbmesser  und  6  die  halbe  Polarase 
bezeichnet, 

 9 

woraus  für  die  Schwere  G  an»  i^ole 

C?  =  5r.|,  folglich  G>g 

folgt. 

Lässt  man  aber  die  Fliehkraft  nnbenicksiclili^t.  «^o  ergehen 
sich  für  G  und  g  Ausdruck«  ,  ans  welchen  nicht  auf  den  ersten 
Blick  zu  ergehen,  dass  G  >  4j  sein  müsse,  nie  sogleich  gezeigt 
werden  soll.  *  » 

Iis  sp/i  m  ein  Punkt  in  der  Uljeilläche  des  elliptischen  Kota- 
tlonssphaioids.  Nimmt  nian  in  dessen  Meridianebetie  den  Aequa- 
toriaihalbmesser als  Abscisscn»  und  die  Rotationsaxe  als  Ordi- 
natenaxe  an,  so  kann  die  in  der  Meridianehcne  \\  irkende  Anziehung 
des  JSphäroids  ;uif  den  Punkt  m  in  zwei  jenen  Axen  parallele 
Componenten  A  und  Y  zerlegt  werden,  und  man  hat,  wenn  man 
die  Coordinaten  des  Punktes  m  mit  //.  die  Excentricität  des 
Sphäroids  mit  s  und  einen  konstanten  taktor  mit  bezeichnet, 
nach  den  bekannten  F(ormeln  ßir  die  Anziehung  eines  elliptischen 
SphSroids: 
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o 

woraus: 


gsg      '   ^  (1     V  i  — f»«- — ^^)* 

Aana^Tl — €^  .ärcsine  — r,v 

Für  den  Fad ,  dass  das  Sph&roid  vom  einer  Kogel  wenig  ab- 
weicht» tSberzeugt  man  sich  leicht  da(M  G^g,  Iw/tum  M%n 
Aosdraclce  sach  steigeiiden  Potenzen  Ton  t  in  Reihen  entwickelt 
und  bei  den  Giiedem  "Ster  Ordnung  «t^lren  bteibt.  Denn  matt'  er- 
hält dadurch: 

j 

Um  aber  atigemein  darzuthun,  dass  G>g»  dSrfte  folgender 
We^  der  IcQraeste  sein: 

•  ( 

Man  setze  {=sinc»,  so  ist: 

t 

cos  a> 

G =4i*ffa  -T — i(sin  m — c»  c<m»  «)> 
*^  sina»'^ 

cos  CO 

6       2(SII>Q)-— CJCOS  6?) 

g  sin  o)co8oi> 

Hieraus  erhellt»  dass  das-  Stattfinden  von  G>g  an  die  Be- 
dingung: 

2(sin(o— ocosco)  >  »-^sinttoostt 

geknüpft  ist. 

Zieht  man  den  rechts  vom  Zeichen  >  stehenden  Ausdraclc 
von  dem  linicsstehenden  ab,  se  ergibt  sich  die  Differenz: 

:=  2  (sin  C9  —  <o  cos  o) 80 -fein  »  cos  t9> 

und  nach  ddarenlKrend, 
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d,Jss  (2  Wtt  — 2cos  «-f  2«  siD     >  1  -f  cos       »Id  da 

s2  fiin  » (fi» — 610  (o)  dm, 
folglich >  irell  J  fttr  Teitehwindet, 

2  sio  »  («  —sin  »)dm* 

o  • 

Da  nuu  zwischen  den  Grenzen  0  und  innerhalb  welcher 
o>  nothwendig  liegt,  obiges  Differential  stets  einen  positiven  Werth 
behält,  ist  auch  ^  positiv.  Es  ist  daher  auch  innerhalb  dieser 
Grenzen  6r>^>  An  den  Grenzen  selbst,  d.  i.  für  to^Ü  und  a  —  \7t, 

wild  G — ^=0$  aod  man  hat  in  ersterem  Falte  G^gtsi'^^^  » 

Id  Iststerem  hingegen  verschwiDdet,  wegen  eesi9B=0y  «owohi 

G  4 
Cr  als      während  der  Quotient  —  den  Grenawertb  —  annimmt 

Das  erhaltene  Resultat  berechtigt  uohl  zu  der  Frage,  ob  es 
sich  Tielieicht  allgemein  beweisen  Hesse,  dass  die  Ungleichung 
Gy  ff  für  jeden,  durch  Umdrehung  einer  nach  was  immer  für  einem 
Gesetze  gekrümmten  ellipsenähDlichen  Kurve  erzeugten  Rotations- 
körper von  gleichmäfisiger  Dichte  Geltung  hat? 


Geometrischer  Ort  der  Blittelpaakte  aller  durch  einen 

festen  Funkt  gehenden  Sehnen  eines  Kegelschnitts.. 

Von 

Herrn  Jos.  Braun^ 
IfOhier  am  RylTertcheD  lattUnt  lo  Stafa  (ZuridiMe). 


L)«r  Beweis,  den  Herr  Professor  Lonimel  in  Schwyz  im 
Archiv  Tbl.  XLIIl.  6.  2'iii.  —     2o6.  für  den  Lehrsatz: 
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* 

,,Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
dareh  einen  fenten  Pnalct  gebenden  Sebnen 
eines  Kegelecbnitts  ist  ebenfalls  ein  Kegel- 
schnitt» welcher  mit  dem  gegebenen  Shnlich 
und  in  Sbnlicher  La^e  ist'* 

mitgetheilt  liat,  führte  mich  auf  folgende  analytische  Behandlung 
dieser  Aufgabe. 

Es  sei 

©"HO".-' 

die  Gieichung  einer  gegetienen  Ellipse» 

y-g=A{x-~f)  (1) 

diejenige  einer  durch  den  festen  PnniLt  {f,g)  gebenden  Sehne 
der  Ellipse. 

Dann  heisst  die  Glelchnng  eines  mit  derselben  parallel  gezo* 
genen  EUipsendurchmessers: 

und  .die  des  dasn  gehttrigen  conjugirten  OurcbroeBsers: 

Aus  (I)  und  (S)  finden  wir  durch  Elirainatien  von  Ai 

^    aV  +  **^*— «V^— *V*=0 

als  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Orts,  die  sich»  wenn  ^ 
wir  ein  nenes  Coordinatensystem  dar  d^'y'  so  wihlen,  dass: 

leicht  auf  die  Forn)  , 


bringen  ISsst.  / 


«)  S.  Thl.  XLI.  S.  lao.  und  Tbl.  XLIl.  S.  96.  de«  Ardiif«. 

X 


• 
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■  ©■-©•- 

erhält  man  auf  gleiche  Weiset 
Wenn 

die  Gleichung  der  gegebenen  Parabel  und 


diejenige  einer  durch  (f,  g)  gezogenen  Sehne,  eo  heieat  die 
'Gletehung  des  Durchmessers,  der  parallel  sw  Axe  dvrch  ihren 
Haihirang^ponkt  geht: 


(2) 


Ans  d)  pod  (3)  eihilt  nan: 

als  Gleichung  des  gesuchten  geometrischeu  Orte,  —  oder  wenn 
man:  ,  ^  ' 

» 

setzt : 
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On  two  new  forms  of  Heliotrope« 

fV.  B.  Miller,  M.A.,  For.  See.  R.S., 

Proicä^ui*  of  iVliueralogy  in  tlic  Univerdity  o(  Caiubridgc. 


A  IJellotrope  is  a  mirror  O  provided  with  some  contrivaiice 
iot  adjusting  is  so  that  any  given  distant  poiiit  iimy  receive  the 
ligbt  of  the  sun  5  reflected  frorn  the  surface  of  the  mirror.  This 
iDstruiDeot  has  been  conslructed  on  three  different  principles.  jn 
Dntmmond's  (E^hilosopbical  Tranmtioiia  for  1826,  p.  324),  l)y  a 
«imple  mecbaDism,  a  normal  to  tbe  mirror  is  made  to  bisect  the 
angle^  beiween  the  axes  of  iwo  telescopes,  one  of  vrbicb  is  pointed 
to  T  and  the  otber  to  8;  consequently  T  will  receive  tbe  ligbt 
of  i$  reflected  from  O.'  In  Stmve's  (Br^tengradmessang^p.  49) 
the  mirror  is.  directed  by  meaas  of  fwo  sigbts  attacbed  to  its  sitp- 
port^  wbich  are  brought  into  tbe  line  07.  Tbe  heliotrope  emptoyed 
in  tbe  Ordnance  Sarvey  (Ordnaoce  Jrigooometricai  Survey  of 
Great  Britain  and  Ireland,  Accounf  of  Observatioos  and  Calcula» 
tions  of  tbe  Principal  Triangies,  p.  47)  is  similar  to  Struve's, 
except  that  a  single  mark  placed  at  a  convenient  distance  in  tbe 
line  02'  is  substituted  for  the  two  sights.  in  tbe  tno  heliotropes 
invented  by  Gauss  (Astronomische  Nachrichten^  vol.  v.  p.  3'29, 
and  V.  Zach's  Correspondance  Astronnmiquc,  vol.  v.  j».  374,  and 
vol.  vi.  p.  05),  in  Stein  ho  ITs  (S c h u h in ac h  e r' s  Jahrbuch  lÜr 
1844,  p.  12),  and  in  Galton'.s  an  optical  contrivance  is  connected 
with  the  mirror,  so  as  to  thron  a  rone  ol  suTili^h!  in  a  direction 
opposite  to  the  cone  of  sunliulil  reliected  from  the  surface  of  the 
mirror,  the  axes  of  the  two  cnnes  being  parallel,  and  either  very 
uearly  or  absolutely  coincident.  Hence  any  point  T,  from  nhich 
a  portion  of  the  former  cone  of  light  appears  to  proceed,  will  re- 
ceive the  light  of  tli«  suii  icllected  from  the  mirror. 

The  heliotrnjies  1  am  about  to  describe  produce  two  coiies 
of  sunligbt  thro«n  in  ojtposite  directions,  like  those  of  t^auss, 
Steinheti,  and  Galton,  but  differ  from  tlicni  in  havir)g  no  nio- 
veable  })arts,  and  from  all  but  Galton's,  and  the  .sextant- helio- 
trope of  Gauss,  v^itb  a  second  moveable  mirror,,  in  lequiring  no 
Support  except  the  band  of  the  Operator. 
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One  öf  these  coosisfo  of  a  plane  mirror,  to  an  edge  of  which 
are  «ttached  tvro.  veiy  small  plane  reflectors^  a,  c,  förmig  with 
one  another  a  reentrant  angle  of  9(M^  and  making  angles  of  90*^ 
with  tbe  faces  of  the  mirror.  If  a  ray  be  reflected  once  by  eaeb 
of  the  tu  o  planes  <r,  c,  it  i$  obvious  tbat  tbe  first  and  last  direo- 
tions  of  the  ray  will  be  parallel  to  a  plane  containing  tbe  intet* 
section  of  n,  c,  and  will  mnke  eqaal  an^^les  with  the  intersection 
of  tt,  c,  which  is  also  a  normal  to  the  face  of  the  mirror.  There- 
foro,  if  two  parallel  rays  fall,  one  on  tho  mirrnr,  and  nne  either 
of  the  planes  a,  c,  tlie  direction  of  the  ray  reÜected  from  the  mir- 
ror uill  he  parallel  and  oppositc  to  that  of  a  ray  reflected  once 
at  each  of  the  planes  a,  c.  VVhen  the  small  reflectors  are  made 
of  unsilvered  glass,  the  brigbtness  of  the  image  of  the  san  is 
80  far  reduced  after  the  second  reflexion,  as  not  to  interfere  with 
ibe  direct  visionof  T,  and  the  mirror  can  he  pointed  u  ithout  (iifticulty. 

The  other  consits  of  a  plate  of  glass  having  parallel  faces 
6,  r/,  ivith  tvvü  polished  plane  faces  a,  c  on  its  edges,  makini; 
right  angles  with  one  another,  and  with  the  faces  0,  the  face 
d  büiug  öilveicd,  »vith  the  exception  of  aportion  at  the  angle  ade 
not  larger  than  tbe  pupil  of  tbe  eye.  It  is  easily  seeu  that  ifa 
ray  ^ef  Kgbt  ineident  opon  6,  and  refracted  tbrongh  6  so  as  to  be 
reflected  internally  once  at  encb  of  the  planes  a,  c,  emerge  tbroogb 
d,  tbe  planes  of  incidence  and  emergeoee  will  be  parallel,  and 
tbe  ineident  and  emergent  riy^s  will  make  eqaal  angles  witb  the 
edge  Hü,  and  therefore  with  a  normal  to  the  faces  6»  d.  Heoce 
tbe  portion  of  the  Ineident  ray  which  is  reflected  from  the  mirror 
will  proceed  in  a  direction  parallel  and  opposite  to  that  'portion 
of  the  ray  wbicb»  after  internal  reflexion  at  a  and  ü,  emerges 
tbroogb  d* 

In  Order  io  ascertain  that  the  constmction  of  such  an  instfu- 
ment  presented  no  unforeseen  difficalties,  I  requested  Mr.  T.  £. 
Butt  er  s^  of4,  Crescent,  Bekedere  Read»  the  well-known  maker 
of  sextant^mirrors  and  artificial  horizons,  to  form  the  faces  a,  c 
on  the  edges  of  a  piece  of  plate  glass,  and  then  bad  the  face  d 
eoated  with  cbemically  reduced  sitver.  Upen  trial,  tbe  emergent 
ligbt  was  found  to  be  too  bright;  but,  after  smoking  the  angle 
ade  in  the  flame  of  a  candle,  in  order  to  reduce  the  intensity  of 
the  ligbt,  it  hecame  perlectiy  easy  to  make  the  centre  of  the 
image  of  tbe  suo  coincide  with  the  ohject  Tseen  by  direct  vision. 

An  image  of  the  sun  of  suitable  intensity  for  pointing  might 
be  obtained  by  attaching  to  tbe  edge  of  the  mirror  a  piece  of 
tinted  glass,  of  tbe  form  of  the  corner  tthed,  with  tbe  faces  b,  d 
parallel  to  the  plane  of  the  mirror. 
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Ueber  die  Berecbnnng  eitles  KreisabschmtU». 

Von  dem  Herantgeber. 

Der  Formei  för  den  Inhalt  eines  Kreisabschoitfti  durch  Sehne 
und  Hohe  kaoii  man  folgeode  Gestalt  geben. 

Die  halbe  Sehne  und  die  Hdhe  dee  KreieabeebBitte  seien  a 
and  bt  vnd  r  sei  der  Halbmesser  des  Kreises»  so  welchem  das 
-Segment  gehört,  wobei  ich  bemerke,  dass  die  FSIIe»  wenn  eine 
der  Gr^eo  a,  b  wirk  lieh  Terscbwindef,  Tulliger  Bestimmtheit 
wc^en»  von  den  folgenden  Betrachtungen  gans  ausgeschlossen 
werden  sollen;  nnd  wenn  dessennngeadiiet  weiter  miten,  bei  der 

Betrachtung  der  Brüche  ^  und  ^,  doch  einmal  6  =  0  und  a  =  0 

gesetzt  wird,  so  hat  man  dort  diese  Fälle  gewissermassen  nur< 
als  Granzfälie  zu  betrachten,  die  auf  das  Weitere  keinen^ Einflsss 
haben.  Mit  Besng  auf  Taf.  Ii.  Fig.  6.  ist  offenbar  i 

Sefirm.  =ir2  Are /!/)/?  =F  a{  +  (r—d)| 
=  ir^AxcÄDB  —  a(r— 6). 
Nun  ist  a*ss6(2r— 6)»  alsos 


folglich : 

Offenbar  ist  aber: 
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Ate  JDB  :=  2  Aresin  ^  =  2  Are  sin  p 


wenn  man  nur 

2ab 


Aresin 


kleiner,  eben  so  gross,  grösser  als  iss  (aber  nie  grosser  als  n) 
nimmt,  jenaehdem 

6  <  r,     6  =  r,     6  >  r; 
d.  b.  naeb  dem  Obigen,  jenaehdem 

*<-^.   6  =  -^.  *>""Mr' 

26»  <  a«+6«,   26»=  a»+d«,   26»  >  «»  +  6»; 
6»<a»,  6*=ä».  6>>o«; 

jenai^hdem  also: 

6<a,     6  =  a,  6>a 

ist.  Folglieh  ist  naeb  dem  Obigen,  mit  Rücksicht  auf  diese  Be- 
diRgungen: 

S6gm.=:(-^;  Arcsi»^qp^-a(^-|5-;. 

oder: 

Segm.  Ä«»  }(-2ir;  A'*^«»"5äTP""  "S^r  j ' 


oder: 


Segiii.=a*)V  ^  y  Arcsioj-^  2 

Weil 

/  2a6  \^    (a»  +  6y-4a»6»_/<^*'6*Y 

ist,  so  kann  man  offenbar  setzen: 

+                «*-6»  «»-62/ 
Segm.  =a»  Arccos^p  ^äTf 

oder: 


* 
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Scgm-ssa*  (V^TT^y  Arecos— ^  §-)  » 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  der  stete  zwischen  0  und  n  zu  neh- 
mende Sogen 

Are  cos  ==  Ate  C08  J^6y 

dnreh  den  Gosinns 


1  + 


0" 


hlit  gehörii?er  Rucksicht  auf  dessen  Zeichen,  vollständig,  und 
ganz  im  Allgemeinen,  bestimmt  wird. 

Olfenbar  fcani»  nao  nnd  atteh  setzen : 
oder: 

öegm.  =a^  i  V"~2"  ✓  Arctang^— ^  ^  j , 

VI 

uu  Uer  stets  zwischen  0  und  n  zu  nehmende  Bogen 

Are  tang  j^^^  =  Are  tang 

b  a 

m 

durch  die  Tangente 

%ib  2_ 

6  a 

wenn  man  nur  deren  Zeichen  gehörig  berücksichtigt,  vollständig 
bestimmt  wird. 

Für  das  Argument  ^  oder  J  kann  man  eine  Tafel  der 
Gcüssen 
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5  +  5 


oder 


oder 


(a     Ä«^*  a  6 

6  a 

berechnen,  die  dann  bei  der  Berechnung  der  FIficlieuräunie  der 
Kreisabschnitte  gute  Dienste  leislen  kann,  indem  man  die  für  die 
in  Rede  stehenden,  aus  Sehne  und  Hube  der  Kreisabschnitte, 
leicht  zu  berechnenden  Arcjuniente  aus  der  Tafel  zu  entnehmen- 
den Zahlen  bloss  mit  zu  mulfipüciren  braucb,t«  um  die  Fl&chen- 
räume  der  Kreisabschnitte  zu  erhalten. 

Wir  wollen  das  ürgument  ^  etwas  näher  betrachten.  Naeh 
dem  Obigen  ist 

ca=6(2r-6),  a-  V6(2r— 6); 

aleo: 
Ffir: 

6s=0  ist  ^ssO, 

6s:2r  „    ^  =  <»-.  , 
Weil»  wie  man  leicht  findet: 

b  2rÄ  ' 

ar— (6+d)"ar-6  -  {ar-«)iar-(6+d)r 

und  letztere  Grösse,  insofern  6  positiv  ist,  gleichfalls  positiv  iüt, 
indem  6  und  6-^-6  nie  grösser  als  2r  werden  kauu;  so  sieht  man« 
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tIaM  das  Argument  ^9  wenn  b  von  0  bis  2r  wiebst,  von  0  bis 
^  «  fortwShmd  wScbst;  wenn  aber  b  von  0  bis  r  wftebst,  so 
wächst  das  Argument  ~  von  0  bis  1*).  Hieraas  siebt  man»  dass 

es  zweckmässig  sein  wird,  eine  Talel  mit  dem  Argument  ^,  io 

welcher  dieses  Argument  nur  von  0  bis  1  su  wachsen  braucht, 
snr  Bereehnnog  von  Kreisabschnitten  zn  berechnen«   die  ^nicbt 

grosser  als  der  Halbkreis  sind»  oder  fl9r  welche  also  nadi 

dem  Obigen 


ist. 


Betrachten  wir  ferner  das  Argnment  y  Aus  der  Gleichung 


folgt:. 


also  iur  bn^vi 


folglich: 


POr: 


a  =  0  ist  ^=iO$ 
a  =  r     M    T  = 


Weil,  wie  man  leicht  findet: 


*)  Geomctriich  überzeugt  man  sich  hiervon  sof  fblgende  Arti  la 
Taf.  II.  Fig.  6^  «oU  Dämlich 

■ein,  welches  I^etstere  wirklich  der  Fall  nt,  weil  EF^AE  ist» 


i 

I 
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(r  +  V^«^^^  Ir  +  V  r«— 

und  letztere  iHrüase  für  ein  positives  d  offenbar  positiv  ist,  so  ist 

n 

kfar,  dass  das  Argament  ^,  wenn  a  Ton  0  bis  r  «riebst,  von  0 

bis  I  ^tets  wächst,   oder,   wenn  a  von  r  bis  0  abnimmt,   von  1 

bis  0  »stets  abnimmt*).    Es  vvird  daher  zweckmässig  sein,  eine 

n 

zweite  Tafel  mit  dem  Argament  ^,  in  welcher  man  dieses  Argo* 

ment  nur  ?on  1  bis  0  abnehmen  zu  lassen  braucht,  zu  berech- 
nen, zur  Berechnnn«  solcher  Kreisabschnitte,  die  nicht  trieiner 

als  (ier  Halbkreis  sind,  oder  für  welche  6^  r,  also  nach  dem 
OMgeo 

ist. 

Das  Weitere  wurde  sich  hei  der  wirklichen  Berechnung  der 
Tafel  schüii  von  selbst  herausstellen,  und  ^viinsche  ich  das  Obige 
nur  als  Andeutungen  für  eine  vielleicht  nützliche  Arbeit  aufge* 
lasst  zu  sehen,  wobei  ich  übrigens  nicht  weiss,  ob  solche  oder 
ähnliche  Tafeln  vielleicht  schon  existiren,  worüber  ich  mir,  wenn 
dies  der  Fall  sein  sollte,  Belehrung  ausbitten  mücbte  und  für 
dieselbe  In  einem  solchen  Falle  sehr  dankbar  sein  wfirde. 

Möge  man  mir  noch  die  folgende  methodische  oder  pädago- 
gische Bemerkung  gestatten.  Es  hat  mir  immer  wfinschensTverth 
geschienen,  dnss  S(;hon  bei'm  Elemf ntarnTstprrirhfc  nnf  höheren 
-Lehranstalten  die  Schüler  mit  der  Bedeutufig  der  Zri(  fn  i»  \rrsin:r, 
Are  taug  .r,  u.  s.  w.  bekannt  gemacht  und  in  deren  (^lebrauche  ge- 
übt werden.  Da/u  kann  vielleicht  das  Obige  die  —  wenigstens 
mir  ^  wünschen^weithe  Veranlassung  geben. 

*)  Was  man  hier  auch  ohne  'obige  analytUcbe  Betrachtang  «ogleich 
äbenddbl^  fienn  in  Taf.  II.  Fig.  7.  a«il 

oder  DE,k^&<,De.kE 

•ein,  was  «ich  von  selbst  Terstcbt^  ^veil 

DE  <  DE' '     A'E'  <  AE 
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Wir  wolleo  imo  noch  e'm  iPas»  Beispiele  zu  dem  Ob^en 
rechnen,  wobei  wir  diei  Formel: 

(  b'^ä  1               2        6  ö 
\~^y  Arctang-—  

6""« 

zu  Grunde  legen  und  uns  der  trelHiclieT! ,  rieht  genug  zu  empfeh- 
lenden fünfstellige«  Tafeln  von  HoüpI  bedienen,  von  denen  bei 
ihrer  neuen  Autlage  nun  auch  eine  Ausgabe  mit  deutschem  Text 
erschienen  iBt 

Set  «i=:ll,  6=:  17»  aUo  6>a;  so  findet  man  leicht: 


7  SS  0,6471 
6     »  * 


Arctang{iQ-^)|-i=  ll4^.ir.25" 

1,7453 
140  -  o;2443 
ir=t  0,0032 

25'  =  0,0001 

Arctang|ig-J)l-»  =  1,9929^ 
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0,37935 
num.  =  2,3952 


2,8444 

Dies,  mit  a«sl21  mnltipltcirt,  giebf; 

Segm.  =  344,1724. 

^  Mittelst  der  Formel  ras^^ü  erhÄlt  man  ra=  12,06;  also: 


log  r,=  1,08135 
log.r»  =  2,16270 
logne  s=  Ü,497Iä 

log.f^  =  2,65986 
r%s46e^9 
4r%»  =  228,6 


Das  Segment  ist  also  grösser  als  die  halbe  und  kleiner  als  die 
ganze  Kreisfläche,  wie  es  im  vorliegenden  Falle  sein  rauss. 
Es  sei  a  =  25,  6  =  19,  also  6<a;  so  findet  man  leicht; 


=  0*^4389-1 


g  =  1,3158 

-  =  0,7600 
a   
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740=  1,8915 

28'=  0,0081 
2"  =  0,0000 


0,14613 
Dum.  =  1,4000 


Dies,  mit  a^  =  625  multtplicirt,  ^^ieht: 

Segm.  =801,3125. 


r  =  25,95 
logr  =  1,41414 
log.r»  =::  2,82828 
log  ff -0,49715 

log.r««  =  3,32543 

r%  s=  2115,6 
|i>%  s  10573. 


Das  Segment  ist  also  kleiner  als  die  halbe  Kreisfläche,  wie  es 
in  diesem  Falle  sein  muss. 


Handschriftlicher  Fand  au8  der  Thorner  Gyninasial-Bibliothek.  x 

(Ans  der  Altpreastischen  Monatascii rift«   Zweiter  Jahrgang. 
Fnnftet  Heft  KdnigaBerg  in  Pr.  1865.  milgetlteilt.) 


des  mathematischen  Wissens  im  vierzehnten  Jahrhundert  gewe* 


Mittelst  der  Formel  r  = 


26 


erhält  man: 
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Ben,  des  Ersbiseltofa  von  Canterbary  Thomas  Bradwardinvs. 
Auf  Seite  611  der  deutschen  Uebersefzung  dieses  Werkes»  Note  278 
schreibt  er:  „In  einem  Manuscripte der Königl.  Bibliothek  (No  7368, 
Kopie  aus  dem  vierzehnten  Jahrhundert)  findet  sich  eine  Pi^ee» 
die  ini  Kataloge  betitelt  ist:  Fragmentum  elementorum  Geome- 
triae,  worin  wir  Stellen  aus  der  Geometrie  des  ßradwardin 
erkannt  haben.*'  Ich  kann  Ihnen  die  jedenfalls  interessante  Mit- 
theilung  machen ,  dass  eine  vollständige  Handschrift  nicht  nur 
dieser  Geometrie  (Goomptria  speculativn  Paris  1495  fol. 
und  öftnr)  ,  die  aber  hier  den  Titel  (»  e  o  m  (U  r  i  n  assecutiva  et 
arismetica  fuhrt,  sondern  aurh  einer  lifMldiilein!»  t)  Arizahl  an- 
derer werthvoller  Schriften  dieses  Gelehrten,  so  wie  einiger  Schrif- 
ten anderer  Atitoren  sich  im  Besitze  der  hiesigen  Kunlgl.  Gym- 
nasial-Bibliothek  befindet.  Diese  Handschrift,  gut  und  sauber 
erhalten,  hat  die  Nummer  R.  4'®  2  und  den  Hibliotliekstitel  Pro- 
blematum  Luelidis  explicatio  *),  der  naturlich  nicht  der 
richtige  ist  und  auch,  nach  der  Handschrift  zu  schliessen^  frühe- 
sten^  im  letzten  Jahrhundert  zugefugt  sein  kann.  Es  wurde  sich 
jedenfalls  empfehlen,  iho  dnreh  einen  richtigem  so  ersetsen. 

Der  Inhalt  der  Abhandinngen  ist  physikalisch,  geometrisch, 
arithmetisch,  astronontiscb.  Die  wichtigsten  Abhandlungen  sind 
die  Perspectiva  Braswardini  (so  steht  der  Name  auf  der 
Aossenseite  des  Pergamenteinbandes  und  einmal  am  Ende  einer 
andern  Abhandlung,  sonst  lautet  er  auch  in  unserer  Handschrift 
Thomas  Brad  wardi  nus),  eine  Optik,  die  ob(^n  genannte  Geo- 
metria  assecutiva,  der  tractatus  1,  U,  III,  de  proportio* 

nibns  mit  der  Bezelehnnng  |^  |j|  für  ein  Halb,  zwei  Drittel, 

der  tractatus  de  Continuo  Bradwardini  und  einige  klei- 
nere ebenfalls  Bradwardiniscbe  Schriften.  Ausserdem  beündet 
sich  aber  darin  auch  ein  Werk,  von  dem  bis  jetzt  nur  zwei  Hand- 
schriften bekannt  sind,  nach  Chasles  a.  a.  O.  8.  4Ö1.  eine  in 
Paris  in  der  Bibliotbeque  imperiale  mit  mehreren  andern  zosam* 
men  nnter  dem  Titel  Verba  filiorum  Moysi  filli  Schaker, 
Mahumeti,  Hameti,  Hasen  (Suppldment  latin  ü^o.  49  in  fol.), 
die  andere,  eine  Pergameothandschrift,  ebenfalls  ans  dem  vier- 
zehnten Jahrhundert,  in  Basel  unter  dem  Titel  Uber  trinm  fra* 
trura  de  Oeometria.  Dieses  Werk  hat  in  unserm  Manuseripte 
bemerkens werther  Weise  beide  Titel,  nftmüch  sowohl  den:  Verba 
flliornm  MoysI  nili  Scbyi,  Marmeti,  UametI,  Hasen  (Sie!), 


*)  ci,  Fctri  Jaenichü  Notitia  bibliolhecae  Thorun.  im  Gelahrten 
Prevism«  II.   S.  894.  nater  No.  WllU 
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als  auch  auf  dem  rechten  Rande  deo  Titel  3^  frat""".  Einen 
Theil  dieses  Mannscriptes  nach  dem  Basler  Codex  fibersetst  findet 
man  in  Grunert's  Archiv  ThI.  39.  S.  186  ff. 

Das  Manuscript  ist  auf  Papier  geschrieben  und  in  Pergament 
gebunden.  In  einer  der  Abhandlungen«  Theorfa  Planetarum, 
findet  sich  am  Ende  die  Bemerkung:  „Explicit  anno  domini 
MCrCLIX".  so  (lass  die  Handschrift  also  aus  der  IVlKte,  des 
vier/eljiiten  Jahrhunderts  stammt.  Die  einzelnen  Lehr.salzo  sind 
durch  grcissere  Schrift,  rothf»  Initialen  und  Unterstreichen  mit 
Roth  hervorj^ehoben.  Im  (Tanzten  zahlt  man  200  beschriebene 
Seiten  und  ist  die  Handschrift  mit  äusserst  säubern  Figuren  aus- 
gestattet. ' 

ErlauWn  Sie  mir  jetzt  noch  einige  Bemerkungen  über  die 
Lebensumstände  des  Uauptautors,  wie  ich  sie  der  Güte  des  Herrn 
Oberbibliothekars  Prof.  Dr.  Carl  Hopf  in  Königsberg  verdanice« 
hier  anzareifaen. 

Thomas  Bradwardinus  (Bredeivardin)  ist  geboren  zu 
Hartfield  bei  Chichester  in  der  Grafschaft  Suffolk.  £r  wurde 
nach  Grässe  (Handb.  einer  All£»em.  Literärijesch.  I!,  5,  1  S.  55.) 
von  Einigen  für  einen  Doniiiiicaiiei ,  von  andern  tür  einen  Fian- 
ciscaner  gehalten.  1325  wurde  er  Procurator  der  Universität 
Oxford,  las  über  Theologie,  Philosophie  und  Mathematik  mit 
solchem  Erfolge,  dass  man  ihm  den  Beinamen  Doctor  profundus 
beilegte.  Später  wurde  er  Kanzler  an  der  St  Paulskirche  in 
London  und  auf  Verwendnng  des  Erzblschols  von  Ganterbury, 
Johann  Stratford,  Beichtvater  des  Kßnigs  Eduard  III.  In  dieser 
Eigenschaft  begleitete  er  diesen  jiberali  hin  und  wurde  im  Jahre 
1348  zweimal  nach  dem  Tode  seines  Gönners  zum  Erzhischof  von 
Canterhury  gewählt  (die  Bestätigungsbuile  ist  aber  erst  vom 
19.  Juni  1349  datirt)  und  starb  im  folgenden  Jahre  am  26.  August  1349^ 
Weitere  Nachrichten  über  das  Leben  Bradwardin's  findet  man 
in:  Th.  Godwin,  de  praesulihus  Anglicis  Pars  I.,  p.  160.; 
Cave  Tom.II.  p.49.;  Quetif  Pars I.  p. 744.;  Fabricius,  Biblio- 
thcca  mediae  latinitatis  l.,728.  und  sonst.  Ueber  seine  Be- 
deutung als  Mathematiker  sehe  man  Chasles,  Ap^^Qu  bisto» 
rique  S.  611.— 614.  d.  deutseh.  Uebersetzung.  Seine  theologische 
und  philosophische  Richtung  lehrt  sein  Werk:  De  causa  Dei 
contra  Pelaj;ium  et  de  virtute  causarum,  libri  III,  ed.  H. 
Savile  London  1618.  fol.  Hierin  s[»richt  er  im  Sinne  August  ins 
den  Satz  aus,  dass  Gott  in  Allem  selbst  wirke  und  der  Mensch 
nur  sein  Schatten  sei.  Das  ganze  Buch  dieses  Scholastikers  ist 
überwiegend  philosophischen  Inhalts.   Von  seinen  mathematischen 
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Scbriftea  citirt  Grässe  a.  a.  O.  II»  2,  2,  S.  847.  als  im  Drock  er- 
schienen: Geometria  speculativa«  Paris  1495,  lö04  (od.  1505)» 

1511,  1520.  fol.  —  ATithmeticaspecalativa,  Paris  1496,  1505, 

1512.  fol.  —  De  proportionibus  velocitatum,  Venedig  1505« 
fol.  —  De  quadratura  circuli,  Paris  1516.  fol.,  doch  ist  letz- 
tere nach  Chasles  a.  a.  ü.  S.  614.  untergeschoben. 

Aueh  sonst  besitzt  die  hiesige  Bibliothek  manche  sehr  wertb- 
▼olle  alte  mathematische  Drucke«  das  Beste  davon  ist  freilich  mit 
mehreren  andern  Werken  durch  den  OberprSsidenten  von  Schon 
flir  die  Konigsberger  UniversitSts -Bibliothek  eingefordert  worden, 
nämlich  die  editio  princeps  des  Euclides,  und  der  Katalog 
enthSlt  jetzt  nur  noch  den  Titel  des  Werkes. 

M.  Curtze. 


Von  dorn  Herausgeber. 

=    (a«  +  62  ^.  c«)  («'2  -f  6'a  +  c'«)  (o"2  +  c"«) 

+  2  {aa'  H-  bb'  F  cv')  {an"  ^  bb"  +  cc")  (a'a^  +  b'b"  +  c'c") 

— («^  +  b"^  +  c"^)  (««' + bb'  +  cc'). 


Summirung  der  Reihe 

tgf     *8|     t«|  tgf 
j  »  »    ■'  ^  '  *      g  * » •  •  •  •  in  ini. 

Nacb  einer  Mittheilnng  de«  Herrn  Dr.  Paul  Eacher  in  Wien* 
Nach  einer  beicannten  Elemeotar- Formel  ist: 

*s^=t^^;-ipi;' 

also«  wenn  luaii  tUr  i^  nach  und  nach 

ap      (p      <p      ip  tp 
l'   2'   4'   8*  W" 

setzt; 
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Misceilen. 
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M. 

1  2 

SB 

1  I 

1  1 

4.tg|  2.tg| 

o 

1  1 

8 

U.  8*  W. 

«S2»- 

1  1 

*g»-        I  1 


also  dareli  Additioo: 


tgf  tgf   tgs  tg| 


2" 


=-.CO»j;.(l:— 

2» 
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Ltof  raan  Dan  n  in's  Unendliche  waebsen«  so  i«t  bekanntlich : 

•i»9,  nin^ 
Limco8^=sl«  Lim— ^=1,  Lim(l:— ^ )  =  1,  ' 

2»  2n 

alao,  immer  ftr  ein  in'a  Uneodlicbe  iracfasendeB  ni 


Lim 
oder: 


(^tg|    tg|    tgf    tg|  . 


«gf  *ef  ts|  1  2 


ADaiytisohe  BediogungsgleichDiigy  dass  vier  Punkte  in  einem 

'JCrelae  liegen. 

Von  dem  Her auageber. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier  Pankte  seien: 

Sollen  nun  diese  vier  Pnnkte  in  einem  Kreise  liegen,  dessen 
Gleichung 

sein  mag,  so  muss: 

(^o-p)*  +  (yo-«')*  =  r*. 

oder : 

sein;  und  die  gesuchte  BediDgungsgleichiing  wird  also  oßcnbai* 
erhalten ,  wenn  umu  aus  diesen  vier  GleicbuDgen  die  drei  Grössen : 


I 
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eliiuinirt. 

In  Thi.  XXlil.  S.  'J86.  und  S.  287.  habe  ich  aber  gezeigt,  dass 
aus  den  vier  Gleichungen : 

+% 

durch  Elimination  von  d;,  5p»  2  die  Gleichung: 

0  =     (bci  —  cfji )  (a^Aj  —  ff2«3) 
+  (6C3 — C63)  («1  aa — aj 
+  (61C3 — ei*,)  («sfl  -  «t«) 

erhalten  wird. 

Wenden  wir  dies  auf  den  obigen  Fall  an,  so  erhalten  wir 
folgende. Gleichung  als  die  gesnchte  Bedingongsgleichung : 

+  («ly«  -  yi«»)Ka?s*+y«*)  -  («o*  +yo*)  * 

Diese  Gleichung  kann  man  auf  verschiedene  Arten  aasdrSeken, 
wobei  wir  nicht  verweilen;  fährt  man  aber  polare  Coordinaten  ein 
und  setst  demzufolge: 

^«  =        uf«,       =  fosin«^; 
=  Qz      "3»   ^3  ~     8in«8 ; 
so  wird  dieselbe»  wie  man  sogleich  abersieht: 
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Bttueuen. 


oder; 


oder 


+  9e9t  (ft*—  ^2^)  sin  («0 — cfa) 
+  £'i^>2((>o^— (>3^)sin(a,  —a^) 
+  Q\  Qz  (92^ — Qo^)  sin  («i  — 
+  Mi  (Qo^—Qi^)  sin  («a—  a,) , 


0^ 


sinCof^j  —  Oj) 


sio(a| — o^) 


+  —  8»«»  («I  —  «s) 


(>29o 


sin(aei--as). 


+ 


Druckfehler. 

Im  Inlialtsvcr/eichnisse  zu  Tlil.  XXVI.— XL.  setze  man  ; 
S.  30.  Z.  10.  „XL.  163.'*  stntt  ..XXXIX.  163.-^ 
S.54.Z.  a.  v.a.  .,XL.  163."  statt  .^XXIX.  163.'' 
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Ueber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln  einer  vorgeleg- 
ten cabisohen  Gleichung. 

Fünfte  Abtheilung,  als  Fortsetsung  der  Abbandlang  Tbl.  XLIV.,  No.  IX. 

Von 

« 

Herrn  Ferdinand  Kerz, 
Migor  in  den  Grotiherso|pLIIeMi«e1ienG«iidamierie-Corp«  in  Onriiittadt. 


131. 

Man  bedient  sich  zuweilen  zur  annähernden  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  einer  vorgelegten  höheren  Gleichung  de**  Ver- 
fahrens der  C on^^tructiou  der  Gieichuiig. 

Wenn  wir  dieses  Verfajiren  in  der  vorliegenden  AbtheiluDg 

einer  Erörterung  unterwerfen,  so  geschieht  dies,  um  die  geome- 
trische Bedeutung  des  in  den  vorhergehenden  Abtheilungen  ab- 
^ppiAandelten  Verfahrens  kennen  zu  lernen,  eine  Bedeutung,  ^reiche 
ßo  sehr  geeignet  ist,  das  nrithmetisrhe  Verfaliren  zur  Anschauung 
zu  bringen  und  somit  ein  Verständnis»  desselben  zu  fördern. 

Das  VerfobreD  der  ConetruetieD  eioer  vorgelegten  Gleichung 
besteht  bekanotlieh  darin»  dass  man  die  Unbekannte  y  als  ver* 
änderiieb  betrachtet ,  und  für  sie  nach  und  naeb  numerische 
Werthe: 

....(m-f  1),  »»,  ....3,2,  1,  0,  —1,  -2,  — 3,       — m,  — (wi  +  l), 

,.,.(=:  ia;) 

snbstituirt,  wodurch  der  gegeben«  Ausdruck  in  verschiedene«  theils 
positive»  theils  negative  Werthe: 

Thcil  xuv.  85 
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»1+1     in      '      8      2       1       0—1-2-3  — m  -(m+l) 

*t»*Zf  Zf  ****Z»  Zf  Zf  Za  Zf  Z,  Zf  f»Zf  Z,  t) 
fibergebt. 

WSblt  man  min  ein,  am  zweckmässigsten  rechtvvinkel5i^es, 
Coordinatensysteni  und  triist  diese  so  erljalteneii  Werthe  der 
Ordnung  nach  von  dem  darin  als  Ursprung  der  Coordinaten  ge- 
wählten Anfangspunkte  auf  der  Abscissenaxe  rechts  und  iinks 
als  Ordinaten  auf,  und  verbindet  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten 
durch  eine  stetige  krumme  Linie;  so  hat  man  die  Gleichung  con- 
struirt,  und  jede  Entfernung  einea  Ourebacbnittspunktes  der  so 
erzeugten  GarTe-  mit  der  Abeciseenaze  von  dem  Anfangspunkte, 
der  Coordinaten  giebt  an,  für  welche  Abecieee  die  »zugehörige 
Ordinate  gleich  Null  sei,  beseichnet  also  jedesmal  eine  reelle 
^ursel  der  vorgelegten  Gleichung. 

l/!t  i:^'tM)  diese  l>nrchsclinittspunktc  auf  der  positiven  JSeite  der 
Ordinateuaxe,  so  sind  die  Wurzeln  positiv,  liegen  sie  auf  der 
negativen  Seite,  so  sind  sie  negativ*). 

Es  ist  leicht  ersichtlich: 

1)  dass  es  einerlei  sei,  welchen  Massstab  man  bei  diesem 
Verfahren  zu  (irunde  lege; 

2)  dass  man  auch  ffii  die  Ordinaten  einen   andern  Mass« 
stab  annehmen  könne  wie  für  die  Abscisset»; 

,  3)  dass  man  die  Wurzeln  stets  in  dem  Massstabe  der  Ab- 
scissen  dargestellt  erhalte. 

132. 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  die  Constrnetion  einer  vor- 
gelegten  enbiscben  Gleichung  an,  so  wird  sich  die  so  erzeugte 
Cnnre,  welche  wir  cublsche  Linie  nennen»  zwei  Biegungen  bil- 
dend, oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  in  zwei  Aesten 
in's  Unendliche  erstrecken.  Die  Biegungen  selbst  sind  entweder 
von  der  Art,  dass  sie  beide  von 'einer  mit  der  Abscissenaxe  pa* 
rallelen  Linie  geschnitten  werden  können,  oder  dass  jede  mit  der 
Abscissenaxe  .parallele  Linie  nur  eine  Biegung  schneidet. 

Im  ersteren  Falle  können  mithin  drei  üurchschnittspunkte 


*)  Wir  wollen  bei  unseren  -Untertnchnngen  die  La^c  der  runktu 
oherfaalb  der  Abecieeenaze  und  rechts  der  Ordinateuaxe  als  positiv,  also 
diejenigen  unterhalb  der  Abaeiacen>  und  linlce  der  Ordinaten -Axe  als 
negativ  annehmen. 
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^stattfinden,  im  letzteren  Falle  findet  stets  nur  ein  Üui.schiiiüs- 
punkt  statt,  d.  h.  im  ersteren  Falle  kann  die  vorgelegte  Gleichung 
drei  reelle  Wnrzelo  haben,  im  letsteren  aber  bat  sie  stet«  nur 
eine  reelle  Wnnel.  • 

133. 

1)  £s  kann  sich  au  der  Gestalt  einer  Curve  INicht^  andern, 

wean  man  jede  Ordinate  am  eine  gleiche  GrOsse  ^vgr^^'^"^^^^^^^* 

Bei  der  Substituirung  von  Zaljlenwerthen  für  //  kann  ntan  daher 
auch  zur  (Jonstfuirung  der  culiischcn  Linie  da*»  von  der  Unbe- 
kannten y  unabhängige  Glied  a  ausser  Acht  lassen,  indem  man 

vorlSafig  eine  um  die  Grösse  a  ^Ij^^f^r*^^  Abscissenaxe  annimmt, 

die  Linie  construirt,  und  alsdann  von  dem  Anfangspunkte  aus  die 
neue  Abscissenaxe  in  der  Entfernung  a  auf  der  Ordinatenaze 

ab-  i 

.»f.  I 

2)  Ist  z.  ß.,  Taf.  IV.  Fig.  1.,  die  mit  accentuirten  C  bezeicb- 
uete  Curve  eine  solche  cubische  Linie: 

und        der  Anfangspunkt  des  Coordinateuöy.stenis,  A^X*^  die  Ab- 

scisseu*  und  die  mit  accentuirten  A  bezeichnete  Gerade  die  Or- 

4" )  A" i 

dinatenaxe,  ist  ferner:         J=dbas  so  ist    M  der  wirk  liebe 

(A''X."\ 
AÄ  )  w'^fk' 

liebe  Abscissenaxe  fär  dieselbe  cubisehe  Linie: 
Man  kann  daher  sagen: 

iA^A" 
A^A 

^  y  Wir 

wellen  die  Abscissenaxe  Al*X^  der  Ordinate: 

0  =  6(0)  +  c(0)2  +  (0)3 

die  natürlicbe  Abscissenaxe  nennen.    Ihr  Anfangspunkt  * 
ist  stets  ein  Punkt  der  Curye  und  heisse  der  natfirli che  An- 
fangspunkt* 

25* 


Digitized  by  Google 


3Ö2  iCerz:  Üeöer  die  BeuriAeUung  der  Wvnein 

4)  Der  oatfirlicbe  und  wirkliche  Anfangspunkt  sind  also  stets 
Pnnkte  der  Ordinatenaze,  und  liegt  der  natflrlicfae  Anfangspunkt 

(^ter)         wirkliclien  Auiangspunkt  (^'^'^  so 
ist  die  Ordinate  i^oj  J 
fangspunktes  stets  (n^g|||Q* 


des  wirkliche»  An* 


134.  « 

Man  kann  sich  die  Ordiuaten  z  der  cubisciieii  Linie 

aucb^  nach  ihren  einzelnen  Theileu  aufgetragen«  vorstellen.  iSo 
ist  z.  B.,  Taf.  IV.  Fig.  L, 

1)  für  irgend  eine  positive  Abscisse  2i®€7's-|>«,  die  suge* 
hSrige  Ordinate*  nämlieb: 

oder: 

und 

2)  für  irgend  eine  nes^ative  Abscisse  A^üi  =-—07  die  zuge- 
gebörige  Ordinate,  nämlieb 

oder: 

-  t/id        ü,Gi  +  G.P^^PiC. 

Denkt  man  sich  nun  auf  diese  Weise  für  alle  Werthe  von  x 
die  zugehürigen  Wertbe  ÜG,  GP,  PC  bestimmt»  und  für  die 

(negativ  en\  y^^^j^^       ^  betreffenden  Ordlnaten  die  be- 

positiven/ 

zügllcben  Wertbe  ÜG  (^fwärls)'  bieran  die  bezfiglicben  Wertbe 

von  GP  aafwärts,  und  bieran  wieder  die  bezüglichen  Werthe  von 

(abwSrts  \ 
auffrXrtsy  S^^S^"»  erblUt  man  durcb  die  stetige  Verbin- 
dung aller  Punkte  G,  aller  Punkte  P  und  aller  Punkte  C»  beiiebunge- 
vreise  eine  gerade  Linie,  eine  Parabel  und  eine  cubische  Linie,  und 
man  kann  die  gerade  Linie  auch  als  Abacissenaxe  der  Parabel, 
und  die  Parabel  als  Abscissenlinie  der  cubiscben  Linie  betrachten. 


• 
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Denn  es  ist:  * 

1)  ßlr  jeden  Werth  von  J^V  der  sngehOrige  Werth 

mithin  iet  die  durch  die  Ptaekte  G  gehende  Linie  eine 
Gerade  und  6  der  Pftranieter  derselben.  , 

Da  diese  Gerade,  der  Constraction  gemSss,  mit  den 
beiden  l^rummen  Linien  nur  d<i»n  Punkt  A*^  gcmeinschaft* 
lieh  hat,  so  ist  sie  zugleich  io  diesem  Puni^te'  Tangente 
an  diese  Cnriren. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  ivelcben  sie  mit  der  na- 
tfiriichen  Absciseenaze  bildet,  durch  9;  so  ergiebt  sich 

6stg.y. 

Ferner  ist: 

2)  rar  jeden  Punict  von  A^ü  dvt  sugehSrige  Werth 

mithin  die  durch  die  Pnoltte  P  gehende  liinie  eine  Parabel. 

136. 

Bezeichnet;  Taf.  IV.  Fig.  J.,*  V  den  üurcbschnittspunkt  der 
Aze  der  Parabel  mit  der  natürlicben  Abscisscnaxe,  ist  P  der 
Scheiteipunkt  der  Parabel  und  G  der  Durchschnittspunkt  ihrer 
Axe  mit  der  Tangente  A^G»  so  folgt  aus  den  Eigenschaften  der 
P«arabei: 

1)  VP^PG. 
Ferner  ist: 

3)  L6'  =  6.i4«C/. 
.Hieraus  folgt; 

4/  '  b.A^Vss2ciA*^V)% 

•oder:  ^ 

5)  A»V  =  L 


• 
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6)  Oii  =  |. 

Bezeichnet  tiaher  p  den  Parametei;  der  Parabel,  »o  ist  ihre 
äcbeitei|mnk(s^leichung : 

oder 


Hieraus  fo(gt: 


9) 


137. 


1)  Ist  die  Gerade  A^X^,  Taf.lV.  Fig.  1.,  die  Abedsseoaxe  der 
cnbiechen  Linie: 

.    .  j    ,  ,  /abwärts  \    .     „     „  ,  /'A"Ä"\ 

und  denict  mau  sich  zu  dieser  laufwärtoy  ^^^^^  l  ) 

in  der  Entfernung  l^o^  1  =  o»  so  liegt  der  Durchschnittspunkt 

^  dieser  Paiallelen  mit  der  kubischen  Linie  auf  der 

jf^  )  dieses 

Durcbschnittspuiikte.s  von  der  OüJiiiutentULe  be/eichiiet  die  rct-llc 
(po8Wv7)  Gleichung: 

2)  Erhftit  aber  die  mit  der  natOrlichen  Abscissenaxe  parallele 
Linie  eine  solche  Lage  A^X^,  das«  sie  die  beiden  Biegungeo 
der  cttbiscben  Linie,  die  cubische  Linie  selbst  also  in  drei  Punk- 
ten C^,  C^^,  C^''  schneidet;  so  beseichnen  die  Entfernnngen : 

Af  C^,  AfCf.  Af'Crn  tirei  oegative  Wuizelii:  —  -~w,^w 
der  gegebenen  Gleichung: 

für  welche  A**A^'=i-a  ist. 


* 
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138. 

f.  Ist  aber  die  mit  der  natürÜchen  Abscissenaxe  parallele 
Linie  Tangente  an  eine  der  ßiegungeo  der  cubiscben  Linie,  nie 

\A'^  S*/  '*  Berfibrungsponkt  {ß.j  als  Endpunkt 

des  aufwärts  gebenden  und  zugleich  als  Anfangspunkt  des  ab-« 
wSrtsgebenden  Tbeiles  der  Biegung  betracbten»  und  es  besteht, 
alse  für  ihn  seine  Entfernung  von  der  Ordinatenaxe  doppelt. 

Die  Entfernungen  (  ^/r^*  A^^'S*  A^'  C^^y  daher 
in  diesem  Falle  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 

unter  welchen  zwei  einander  vollkommen   gleicb  sind,   und  für 

kA^A'"  ) 
welche  j=+alst. 

£s  ist  daher: 

1)  Aivs:*\  =-*cTiV^  c«-36 , 


2) 

3)  A'rc'Fl  - '        V^c«-36,       [17.  ß.  7)]. 

Im  Hinblicke  ayf  [17.  A.  2)  und  5)  und  B.  2)  und  5)J  ergiebt  sich 
alsbald : 

IL  Entsprechen  umgekehrt  einer  vorgelegten  cubiscben  Glei- 
chung zwei  gleiche  reelle  Wurzeln,  so  ist  die  Abscissenaxe  je- 
<1esmal  Tangente  an  tüe  cubisehe  Linie,  und  jede  der  [gleichen 
Wurzeln  ist  gleich  der  Eutfernang  des  Berührungspunktes  von  der 
Urdinatenaxe. 

Ist  /I'/Taf.  IV.  Fig.  1.,  der  Halbirangspunkt  der  EntCernong 
A"*A^^  der  beiden  an  die  Biegangungen  der  cubiscben  Linie  ge^ 


« 
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zogenen  und  mit  der  naf lirliehen  Abscissenaze  paralleUaufeiMleii 
Tangaoton  Af*»'  und  A'f'S',  alaa  A^A'  die  mittlere  aritiimetiache 
Proportionale  awiachen  A^A'**  und  A^A^'^i  so  ergiebt  eich,  aus 
[138,  4),  5)] 

^1)  Af^A'=—^^q. 

Wählt  man  mm  eine  durch  diesen  Hafbiningspunkt  A'  ge- 
hende Gerade  A'X'  als  Abscisseoaxe ,  A'  als  Anfangspunkt;  so 
ist  A^A'  die  Ordinate  dieses  Anfangspiinictes  und 

die  construirte  Gleicbung,  deren  Wnrceln  nach  [91*]  sind: 

3)  A'M'  =— ic  +  i  Väc«"^^, 

4)  A^M^-^ie, 

Ö)  A'M"  =— 4c— 3c»  -96. 

140. 

Vermindert  man  jede  der  GrSssen ;  AfM*,  AfJÜ,  AfM"  um  die 
Grosse  A'M  d.  k  schreibt  man  in  Gleiebnng  [139.  2)1 

— Ic-f  2f  fär  y;  so  geht  diese  Gleiebnng  über  in: 

1)  0=-i(c*-36).^-! 
deren  Wurzeln  sind: 

2)  =  0, 

Betrachten  wir  in  I)  y  als  ?er&nderiicb,  so  schreiben  wir: 

und  es  folgt:  gleichen  entgegengesetsten  Abscissen  entsprechen 
gleiche»  aber  entgegeogesetate  Ordinaten. 

Mao  kann  daher  sagen: 

5)  Jede  cnbiscbe  Linie  hat  einen  Mittelpunkt  M, 
und  jede  durch  denselben  gelegte  Gerade  MC,  welche  den  einen 
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Ast  der  eaUscben  Linie  io  C  schneidet,  schneidet,  rückwärts 
▼erlängert,  auch  dM  Midm  Ast  in  gleieher  Eolfenntiig 

MC"  sz  M&^. 

6)  Es  ist  daher  jedes  ^>tück  C"MC^^  einer  durch  den  Mit- 
telpuokt  gelegten  geraden,  die  cubiscbc  Linie  in  zwei  Punkten 
C",  C-^ sehn^idenden  Linie  ein Durchmesser-der  cubischen 
Linie.  Läuft  derselbe  mit  der  Absciesenaxe  parallel,  so  beisse 
er  borisontaler  Durcbmesser  M'M"  der  cnbiscben  Linie. 

7)  Jede  cuhische  Linie  wird  dureb  ihren  Mittelpunkt  in  xwei 
Aeste  geschieden,  welche  einander  congraent  sind. 

8)  Sind  homolof^e  Theile  zweier  cubischen  Linien  congruent, 
so  sind  es  die  cubischen  Linien  selbst. 

*  ♦ 

9)  Zieht  man  su  dem  Mittelpunkte  M  der  eabiscben  Linie 
eine  Gerade  T'M  (T^M),  welche  den  horisontaien  Durdimesser 
üfilP 'Unter  dem  Winkel  %  schneidet,  und  deren  Parameter  nach  4) 

tgx  =  -i(c*-36) 

ist,  so  ist  dieselbe  Tangente  der  cubischen  Linie  in  dem  Blittel- 
punkt 

« 

■  10)  Man  kann  die  cubiscbe  Linie  [130.  2)]  nach  (.leichung  4) 
auch  von  dem  Mittelpunkte  aus  construiren»  indem  mau  den  ho- 
rizontalen Durchmesser  ats  Abscissenaxe  annimmt. 


Ii)  Ist 


96c  ^2c3, 


so  ist  die  Ordinate  A'^A*  =  g  [139.  1)]  des  natürlichen  Anfangs- 
punktes     stets  ^Q^g^^(,y^>  natOrlicbe  Anfangspunkt  Af^ 

liegt 

Cunterhaib^        borisentalen  Durchmessers. 

12)  Eine  gegebene  cubiscbe  Gleichung  von  ihrem  quadrati- 
schen Glieds  befreien,  heisst  in  geometrischer  Beziehung  Nichts 
anders  als  den  naturlichen  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf 
den  Mittelpunkt,  also  den  wirklichen  Anfangspunkt  auf  die  Ver- 
ticalaxe  des  Mittelpunktes,  reduciren  und  wir  wollen  daher 

"^l'ti)  die  Gieiciiung  [1)  oder  4)J  die  Gleichung  dea  Milleipunk- 
tes  nennen. 


* 
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14)  Da  wir  die  cubiscbe  Linie  4)  za  construiren  im  Stande 
sind«  ivenn  uns  die  Grüsse  c^— 36  bekannt  ist,  so  beisse  sie 
Parameter  der  cubiechen  Linie. 


14L 

Die  durch  den  Mittelpunkt  Sf  der  cubiecben  Linie  gesogene 
«        «     /natflrlicfaen  AbseissenaxeX  ,    ...  /A'M\ 

uDd  mit  der  (o,aiMtei»»  )  P*""«'«  (»1»; 

1 ..  ...    /HoriaootalA    .       .       m..^  , 

koDuen  wir  die  ly^rtical-    J  ulittelpunktes 

nennen*  Diejenigen  Punkte  S*',  S'  der  cubischeii  Linie,  in  wel* 
dieu  dieselbe  von  den,  mit  der  natürlichen  Aliscissenaxe  A^X'^ 
parallellaufenden,  Tangenten  A'^'X'"»  A'^X^^'  berührt  werden, 
heissen  Scheitelpunkte,  und  zwar  heisse  der,  oberhalb  des  ho- 
risontalen  Durchmessers  liegende,  Berührungspunkt  S",  ihr  obe- 
re?, der  andere,  S',  ihr  unterer  Scheitelpunkt;  und  wir 

(ohcrcrN  * 
untererj  Scheitellinie  jedesmal  denjenigen 

MS'O"  )  enbischen  Linie  verstehen,  welcher,  vom 
Mittelpunkt  an  gcror  hnet,  zwischen  diesen  beiden  Tangenten  liegt, 
und  dnrcb  den  (y||te7en)  S<^>>ö»*«'Pöokt  geht. 

Die  den  (^Jj[f<^„^  Scheitelpunkt  (^/^  berührende  Tangente 

(^'^"')  heisse  Scheitel-Tangente,    Das  Stück 

(iltfÄ')  der  ^ß^tere»3  '^*^***^'^^'''"'®»  welches  zwischen  dem  Mit- 
telpunkte ilf  und  dem  Qnter^',,)  Scheitelpunkte  (5/^  l'egt, 

heisse  der  Innere  (ScheltelOZweig  des  jSehei- 
tels.  • 

Das  Stfick  0;^^**  )  des  (^^Jj^g^en)  ®*^''*'*®'*»  weiches  »wi- 
schen dem  QZ7en)  Scheitelpunkte  Q  )  und  der  (^oJen) 

/A^^X'f\ 

Scheitel  ««Tangente  J  Hegt,  heisse  der  Äussere  (Sehet - 

i  \         ■    A     /oberen  \  c  l  -  *  1 
tel-)Zweig  des  J  Scheitels. 
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S'*W  (S'W))*  S®^'^^  oberen 

r  ,  X  1  .  t  IX  r  /^^'o  gegenfiberliegende  Scheitel- 
(untere.0   5,cüe.telpu..kto  aul  (  h„ri,„„t5«.  Dmch- 

messer    )    ^'^'^^^  ""^^  (inneren  J  Zweiges 

\S"M  (S'JU)  )>  Projection  (itfH^-)  J  »«^ 

(die  untere  (obere)  Scheitel -TangenteX        ^  . 
den  horizontale.  DurcbmeMer         j        G'"»^»»'«  '•'«8«« 
Scheitelzweige«. 

^rj       cubischcn  Liuie  mit  der 
Canteren^  können  wir  den  ^g^jt**^*  ^punkt 

der  Scheitel  nennen.   Derjenige  Theil  (  ^/r^/'i/i  j 

bischen  Linie,  weicher  vom  (ßß^p^in^kle  C^'  ^  ^  Scheitel 

buntere  n\ 

an  gerechnet,  die  Fortsetsung  des  ( ^^^^^j^  )  Scheitele  bildet, 

beissc  in  seiner  unbegrenzten   Verlängerung  insbesondere  der 

(auiwärts\       .      m     *  x 
k      4    I  gehende  Ast. 
abwärts/  ® 

142. 

Es  folgt  leicht: 

1)  Die  Hdhen  der  äusseren  Scheitelzvpeige  sind  einander 
gleich. 

2)  Die  Höben  der  inneren  Scheitelzweige  sind  einander  gleich. 

3)  Die  Hohe  eines  inneren  Scheitelzwetges  ist  die  H&lflle 
der  Hohe  eines  Sasseren  Scheltelzfreiges. 

i£s  ist: 

4)  Die  Hobe  jedes  Susseren  Scheitelsweiges,  nämlich: 

=  iftr(c»-36)V^^=36.        [138.  4),  6)]. 

Es  ist> 

5)  Die  Hohe  jedes  inneren  Scbeitehsireiges,  nämlich: 
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£s  ist: 

6)  Die  Grundlinie  des  äusseren  Zweiges  des  ^y^^^^^^^  Schei- 
tels >  nämlich: 

Die  Grundlinien  der  äusseren  Scheitelzweige  sind  daher  einander 
gleich. 

Es  Ut: 

7)  Die  Grundlinie  des  inneren  Zweiges  des  (^0^^)  Schei- 
tels Dfimlich: 

MW"l_<A*'*S'*—A*M    l  i4>r:s— öT  rl38. 1)  u.  139.  4n 

Die  Grundlinien  der  inneren  Seheitelxvreige  sind  daher  einander 
gleich. 

8)  Die  Grandlioien  der  Kvseeren  ScheiCelzweige  aind  gleich 
den  Grundlinien  der  inneren. 

9)  Die  beiden  äusseren  Scheitelzweige  sind  einander  congruent. 

10)  Die  beiden  inneren  Scbeitelsweige  sind  einander  congruent. 
Es  ist: 

»  ^  j     /Endpunktes  M''      \   .     .  . 

11)  Dm  Entfernung  des  ^Anfangspunktes  m) 

iS'C7"^  )       äusseren  Sebei- 

telzweiges,  nämlich: 

M"  W'  ^i  A'M'  -  A'^'S"  >       ^ ^n^-oj  r i/-^  n 
MWS='\A'rs*^A'M*  ^=~iV^-36.[V3_l]. 

rl39.  5)  und  138.  l)"! 

Ll38.  2)   „  m  3)J' 

Daher  erhält  man: 

12)  Den  Cnterschied  dieser  Linie  und  einer  Grundlinie  der 
Scheitelsweige,  nSmIicb: 

(^irj^^o  ^  ^«2V'  =:-iV^^l6.{2— V3].. 
Ans  7)  und  11)  ergieht  sich : 
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13)  Es  ist  der  horisontale  Darehmesser  der  cttbisebeo  Liaietp 
nSmlieh: 

Aus  6)  folgt: 

14)  Es  ist  der  Theil  jeder,  den  Scheitelpunkt  S"»  S'  berüh- 
renden Tangente»  welcher  zwbeben  diesem  Scheitelpunkte  und 

* 

daher  tat: 

15)  Das  Verhältiiisfi  des  horizontalen  DnrcbmeMers  an  dieser 

Linie,  nämlich : 

Es  ist: 

(T^^  W'\  /oberen  \ 

<piy.  )       <>™h  Vuntereny 

teipunkt  ^g!^  auf  den  heriiontalen  Duiebmeaser  Jf'if"  geföltten 

Senkrechten,  welches  zwischen  diesem  Dnrebmesaer  und  der  an 
den  Mittelpunkt  gelegten  Tangente  TT*  liegt,  nImUcb: 

J'J^=;;'Jj::^^|=i:i(o«-36)V^3*.  [140.9)  a.m7)]. 

S'FF'y  iiHiereu  Scbeitelzweiges  ist  daher  ein  constantes» 
nämlich  gleich  ^,  [16)  und  142.  5)],  d.  h.  es  ist: 

und  daher  sind  diese  Tangenten  MT',  MT  leicht  zu  construiren. 

18)  Die  beiden  Scheitel  können  als  in  ein  Rechteck 
K'C"K"C^''K'  eingeschrieben  betrachtet  werden,  dessen  Grund- 

linie : 

und  dessen  H9he: 


392 


Herz:  (Jeber  die  Beurtheilung  der  Wurzeln 


ist. 

'19)  Das  Scheitel -Rechteck  wird  durch  die  Vertikftlaze  dea 
Mittelpunktes  und  durch  die  beiden  ITrhen  der  äusseren  Sehet- 
telzweige  in  vier,  (und  jedes  dieser  durch  die  Horizontalaxe  des 
Mittelpunktes  wieder  in  swei)»  cengraente  Reeiiftecke  getheilt. 

20)  Der  Flächeninhalt  des  Scheitel -Kechteck^  ergiebt  sieb, 
nämlich : 

-21)  Ziehen  wir,  Taf.  IV.  Fig.  2.,  die  Diagonalen  und 
KfKf*  des  Scheitel -Rechteckes,  so  erhalten  wir  die  Entfernung 
des  Anfangspunktes  O"  von  dem  Endpnnkte  C'^  der  Scheitel 
als  eine  solche  Diagonalej  und  wir  wollen  sie  daher  den  diago- 
nalen Durchmesser  der  Scheitel  nennen,  und  swar  den 
grösseren,  um  ihn  von  deni  Durchmesser  Z'X»"  der  Scheitel  zu 
unterscheiden,  der  nur  ein  Theil  der  Diagonale  K*K**  ist. 

Es  ist: 

22)  C"0"'  =5  ^V(c«-36)«-|-81 .  , 
daher: 

23)  ^"A^^  :  C'C^^  =  (c«  ~  Zb):  V^c'»— 36)«  +  81 ,   [142.  i)\ 

24)  A'f'&^i  C^Cßf"  =  9 :  V(c«-36)»+8l, 

25)  Ai^C^fiA'"A'f'  =  9:(ca— 36), 
femer: 

26)  »S''  =  ^V^4(3*— 36)*  +  öl .  V^^»^^, 
daher 

27)  S'S" :  A'"Aif  ss  V4(^»^^)»  +  81  s  («*  -  36) 

u.    s.  w. 


143. 


^if  )  als  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 

teil,  bezeichnet  also,  Taf. IV.  Fig.].,  die  cuhlscbe Linie  die  Glei- 
chung : 
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1)  .  0-  ^  

unit  schreibt  man; 

2)  -ici^V^c«'— "36-^3^  anstatt  3)] 
80  ergiebt  sieb,  aas  1)  die  Gleichung: 


3)  05=  +  (ca— 36).yJ:2Vc*— 36.f/*+^». 
Die  Wurzele  dieser  Gleichang  sind,  Taf.  IV.  Fig.  2.4 

4)  Ij^I  =  0 ,  §  =  T  V^»  ,  1  =  +  ««-36. 

Befrachten  wir  wieder  y  als  veränderlich  und  schreiben  ftfr  Glei- 
chung 3): 

5)  a  =s  +  (e« — 36) ,  ar  ±  2  V^c*— 36  .a^+a», 

so  kennen  wir  die  cubtscbe  Linie  vom  (^^^p^^^^^^y^  ^  der 

Scheitel  aus  constrolren,  da  wir  durch  die  vorgenommene  Trans- 
formatioo  den  AnfangspunlEt  nach  diesem  Punkt  der  Scheitel  ver- 
legt haben,  und  deswegen  wollen  wir  vorstehende  Gleichung,  die 


uennen. 


Gleichung  des  (g]j]|^^^  ^puiiktes  der  Scheitel 

„   „.  .  ■  /Anfangspunkte 

6)  Ztebt  mm  Taf.IV.  Flg.U  ««  dem  (f,,,,,,,,;,:,«  ^„  ) 

CiFQß*)*  welche  die  Abscissen- 

JJFC^f)  "b'o'  ^^'^  Wiiikei  ip  schneidet,  und  deren  Pa- 
rameter: 

tg^  =  e«— 36 

(As- 
End- 

SrÄ'l 

Es  ist: 

.    fQV'"  \    .      ...  /unteren\ 

7)  Dasjenige  Stück  {^..^ju)  «ler  durch  den  ) 

(S'  \  /  "J"'  V'"  \ 

auf  die  Abscissenaxe  (^j//^// )  gefiUlten 

Senkrechten,  welches  zwiscKei»  diet^er  Abscissenaxe  und  der  in 
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dem  ADfangsponkte  l^ifr)  der  Coordioateu  an  die  eubische Linie 

(C"'Q'  \ 
ftgyQuJ  i»egt,  Dämlich: 

Q"v^y  Z  anj'A'^s^  «TK«i*-36)  V^^.  [6)  u.  u±  6)] 

Qu^irJ  2u  der  Höhe 
S"V")       SiMMren  Scheitolsvreiges  iet  daher  eb  coDstantes, 
oimlieh gleich  I  [7) n.  142. 4)],  d.h. ee  ist:  q^^sA  =  ^^S'^ü^^l' 

C^^Q")  ^^'^^^     consUuiren«  und  es  folgt 

welter: 

144. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordjnaten  der  Gleichung 

[139*  3)]  nach  dem  ^  ^•^  horttontalen  Doreh- 

messersj  oder  vermindert  man  jede  der  GrQaseti  A'Ät,  A'M, 
A*M"  um.: 

A'M*  \  ______ 

d.  b.  echreibt  man  in  Gleichong  [139.  2)J: 


»2)  -\c±iV 3ca— 96       für  y, 

so  geht  diese  Gleichung  über  in: 

3)  0  =  i(3c«— 96).^dbV^3ca— ^-y^+y»- 

Die  Wnneln  sind  in  diesem  Falle,  Taf.IV.  Fig.  3.: 

J|f«J  =  Ö.  j,^.;j,j=+iV^3c«-96,  ;|^,^5.=+S^3c«-96. 

Betrachten  wir  |f  wieder  als  veränderlich,  so  schreiben  wir  lür  3): 
5)  «  =  f  (3c«  —96) .  ^  i  V^3c«— «6.a?« + «», 


« 
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Anfaugs- 
End- 


pmiktes\  ^     horizoDtalen  Durchmessers  oenneo. 
Punktes/ 

146. 

Verlegt  man  den  Aofangspunkt  der  Coordinaten  dei  Gleichung 
[140.  I)]  nach  dem  („^t^,  "n)  Scheitelpunkt  d.  h.  schreiht 


I)  — iciFiVc»^36+y  für  y, 

so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

deren  Wurzeln  sind: 

3)         *  <  =  0.  *  J  =  0.  |,c»|=±^<'*-3*- 
Betrachten  wir  y  wieder  als  veränderlich,  so  schreiben  wir  für  2) : 

und  wir  wollen  diese  Gleichung  die  Gleichung  des 

iScbeitelpuukteä  nennen. 

146. 

Schreibt  man  in  Gleichung  [145.  2)]: 
1)  +it+y  anstatt  y, 

so  geht  dieselbe  Aber  In: 

und  setzt  man  den  CoefBcienten  von  nämlich: 

3)  2  V  c>-36 . « -I-  3ii«  =:      -  36) , 

so  folgt: 

4)  u^^\>f^^^{V^^\), 

und  diesen  Werth  ffir  u  In  2)  substituirt»  giebt:, 

Th«U  XLIY.  9« 
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oder,  indem  wir  y  als  veränderlich  betrachten; 

6)  X  ==  +  Kc*- .xiF  V2.  Vd^U.a:^  +  a:». 

Es  folgt  aus, 5),  Indem  wir  die  absoluten  Grossen* der  Linien» 
Taf.  IV.  Fig.  2.»  in  Betracht  sieben: 

^         F'L"  =  F  L'  \  =  ~2r"  (''•^^Ä)  V  c» -  , 
8)  S"JP'  =  S'F*  s=  KV2— l)Vc«— 36, 

ZzE%\-  *(2-  V3)  Vltfänrs , 

folglich  ist: 

10)  j^rj^,'^:Ä''C'I^Ä:(2-V2):4,  [142.18)] 

11)  fv^"  I :  Ä'C' =  (2  -  V2) :  4 ,    [1 42.  18)] 
daher'« 

12)  K"E" :  K"Ci^'  =  E'V'.K'C'f', 

d.  h.  13)  die  darcli  die  Punkte  L'  und  I/*  gelegte  Gerade  ist  In 
iiirer  Verlängerung  Diagonale  des  Scbeitelrechteckes  und  deslialb 
LfL**  der  kleinere  diagonale  Durchmesser  der  Scheitel  [142.  21)]. 

£s  lulijt  leicht  weiter: 

14)  KL=-^\  

> .  V(c«-36)«  +81 .  Vcä-.36, 
16)      L'V'^^-^  ] 

also  ist: 

16)    '  C**C^f'',L'L  "  =  l  '.y  L     il42.  22)J 

Beseiehnet  man  den  Winkel»  welchen  die  durch  den  Punkt 
L'*  gefegte,  und  mit  der  Abscissenaze  parallel  laufende,  Linie 
L"W'^'  mit  der  in  dem  Punkte  L"  an  die  cubiscbe  Linie  gezogenen 
Tangente  V^T^v  bildet,  nSmlich  Winkel  T^^L^'W^f  mit  m,  so 
ist,  nach  6): 
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17)  tgö>=  +  i(c2-3/»), 
also  dm  ig%  entgegengesetif. 

Macht  man  daher,  Tal.  IV.  Fig.  2.: 

18)  T"W**     T„W*%  und  sieht:  MT", 

so  ist:  ' 

147. 

I.  Es  ist  nach  dein  Vorhergehenden  einleuchteiui,  dass 
denkt  man  eich  die  Grössen  c  und  h  als  veränderlich,  die  Ent- 
lernuiis;  der  Scheitel -Tangenten,  also  die  Höhen  der  inneren  und 
iiussei.Mj  vScheitelzweige,  ferner  die  Grundlinien  dieser  Scheitel- 
zweige n.  s.  alle  sich  mit  dem  Parameter  c*— -36  ändern,  and 
dass  dies  daher  auch  mit  deD  Scheitelzweigen  selbat  der  Fall 
sei.  Nimmt  derselbe  ab,  se  wird  die  Eotferoung  der  beideo  Scbel* 
tel^Taugenteo  kleiner,  d.  b.  sie  nfihern  sich  einander,  and  ebenso 
nähern  sich  die  Scheitelpunkte  und  die  Endpunkte  der  Sasseren 
Scbeitelsweige  dem  Mittelpunkte. 

II.  Wird  — 36  =  0,  so  faünn  die  ^Scheitel-Tangenten  mit 
der  Horizontalnxo  des  Mitteljiunktes,  und  die  beiden  Scheitelpunkte 
und  Endpunkte  der  äusseren  Sohcitelzweigc  mit  dem  Mittelpunkte 
selbst  zusammen,  d.  h.  die  iSeheitelzweige  verschwinden  und  die 
Horizontalaxe  wird  in  diesem  Falle  selbst  Tangente  des  Mittel' 
puüktes  der  cubischen  Linie. 

Wegen  des  Zusammenfallens  der  Scheitelpunkte  mit  dem 
Mittelpunkte  werden  auch,  Taf*  IV.  Fig.  I.,  die  Linien 

1)  ^irs'  l  =  VI.  Fig.  23., 

und  es  entsprechen  mithin  der  Gleichung  in  diesem  Falle  drei 
vollkommen  gleiche  Warxeln,  jede  gleich 

2)  il'ilf  =  -|>  [130.  3),  6)]« 
In  diesem  Falle  wird  aber: 

3)  A^A^  =  ^ , 
und  daher  aas  Gleichung  [139.  2)]: 

26« 


397 
[140.  9)] 
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4)  0  =  ^  +  j  .y  +  cyHÄf*.  [».  iJ)-7)J 

III.  Wird  — 36  <0,  so  werden  die  Hohen  und  Grundlinien 
der  iSehcitciz^veige  nntTiTfLiliclio  (Irr»ssen,  d.h.  die  Sclieitel,  also 
auch  die  Scheitel  -  Tangenten ,  sind  in  diesem  F'allc  imno;inär. 
Es  kann  daher  stets  nur  ein  üurchscluiittspurikt  der  Abscissen- 
axc  mit  der  cnbischen  Linie  stattfinden,  oder  die  construirte  Glei- 
chung hat  stets  nur  eine  reelle  Wurzel. 

14& 

Ist  Ä^X9i  Taf.IV.  Fig.  1.,  die  natfirliche  Absdssenaxe  der 
cubiscbeo  Linie: 

1)  i  =  6a?  +  car*  +  ar*, 

so  beaeicbnet  der  Pohkt:  Afi^O,  selbst  eioe  Wursel  der  Glei- 
cboD^: 

2)  ü  =  ^  +  c^M.V^ 
und  die  beiden  andern  Wnrseln  sind: 

Wfiren  diese  Wurzeln  reelle  Grössen,  also  ^^ib-,  so  mflsste 
die  natürliche  Abscissenaxe  den  oberen  Scheitel  der  cnbischen 
Linie  in  awei  Pnnicten  schneiden,  d.  b.  es  müsste  der  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  ^o  Ponict  des  äusseren  Zweiges  des  un- 
teren Scheitels  sein.  Ware  aber: 

4)  c»  =  46, 

so  entsprächen  der  Gleidiung  2)  swei  vollbemnien  gleiche  Wur- 
zeln, jede  gleich  — |c;  daher  wäre  för  diesen  Fall  die  natfirliche 
Abscissenaxe  selbst  die  obere  Scheitel- Tangente,  und  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  fiele  mit  dem  Anfangspunkt  O**  der 
Scheitel  zusammen. 

Da  offenbar,  in  Tai.  IV .  Fig.  1.,  die  naturliche  Abscissenaxe 
A^X^  weder  den  oberen  Scheitel  schneidet,  noch  berührt,  so  be- 
zeichnet die  cubische  Linie  dieser  Figur  eine  Gleichung,  für  welche 
c^<46,  und*  der  vorhandenen  Scheite!  wegen,  eine  Gleichung, 
für  welche  c*>  36  ist. 

149. 

Unzweiielbaft  hängt,  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Lage  na- 
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türiichcn  AiifaiigspHoktes  zu  den  Scheiteln  der  cubiscben  Linie, 
Taf.  iV.  Fij^.  1.,  von  der  Grosse  des  Parameters  ab.  Setst  man 

1)  =  +  ^  =  0.  [138.4)] 

und: 

2)  A*"C" = -  + 1  V^=:36  =  0 ,        [138.  3)] 
so  läset  sich  aus  1)  folgern,  and  aus  2)  ergiebt  sieb: 

3)  A^:^4b. 

Findet  daher  diese  Bedingung  8t<itt,  so  fallt  der  natürliche  An- 
fangspunkt ^^  Taf.  IV.  Fig.  2.,  mit  dem  Anfangspunkt  der 
Scheitel  zusammen,  d.  h.  die  natürliche  Abscissenaxe  wird  dann 
selbst  obere  Scheitel -Taogente,  und  die  con«truirte  Linie  ent* 
spricht  der  Gleichung: 

Die  Grandlinien  der  Scheitelzweige  ergeben  sich  in  diesem  Falle, 
nSmIlcb : 

Ö)  C"V'"  =  C'^V"  =  -ic  [142.  6)] 

und  die  flohen  der  äusseren  Scbeitelsweige  (und  des  Scheitel- 
Rechtecks),  Dämlich: 

6)  Ä'  V"  ^  =  Ä'C"  =:  ^c».        [142.  4)] 
Als  Grundlinie  des  Scheitel 'Rechteckes  ergiebt  sieb: 

7)  K'C'f'  =  'ic, 

also  Ist  der  Flächeninhalt  des  Scheitel -Rechteckes: 

8)  K'Ü"K"af  K'  =  iVc*. 

Denkt  man  sich  die  Dreiecke  C'^C7'^iQ"  und  a"ü***Q'  so  ver- 
rückt, dass  der  Endpunkt  0^  und  der  Anfangspunkt  C"  der 

Scheitel  mit  dem  Mittel|iunkt  j}J ,  und  die  Grundlinie  (  J 

des  äusseren  Zweiees  des  (     ,       )  Scheitels  mit  der  Grand- 

'»  \  unteren/ 

linie  (^j^fjyt^       inneren  Zweiges  des  ^"Jl^^g^")  Scheitels  za- 

sanimenfalit,  so  bildet  die  Tangente  C'^Q"  des  Endpunktes  de' 
Scheitel  mit  der  Tangente  C"'if  des  Anfangspunktes  der  Schei» 
tel  eine  einzige  gerade  Linie,  d.  h. 
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9)  der  absteigend«  Asi  «tebt  mit  dem  aufsteigenden  in  ste- 
tigem Zasaromenbaoge* 

In  gleicher  Weise  ISast  sich  zeigen,  das» 

10)  der  absteigende  und  aufsteigende  Ast,  wenn  man  sie  sieb 
in  paralleler  Lage  verrückt  und  mit  den  Endpunkten  C",  C^'^^^ 
irgend  eines  beliebigen  Durchmessers  C'C^^^^  zoaammenfallend 
denkt,  in  stetigem  Zusammenbange  stehen. 

150. 

Setst  man: 

uod 

2)  Jf'  =  -^ic  +  iV3c*-96  =  0.        1139.  3)] 

so  lässt  sieb  aus  1)  folgern,  und  aus  2)  ergiebt  sich: 

3)  €«=^16. 

Findet  daher  diese  Bedingung  statt,  so  fallt  der  nattirlicbe 
AiUaHi^.-üliunkt /I",  Taf.  IV.  Fi«^.  3.,  mit  dem  Anfangspunkte  des 
borizoritaleii  DurchiuesscriS,  die  natürliche  Abscissenaxe  also  selbst 
mit  iliesem  Durchmesser  zusammen.  Die  cou^^.lul^te  Linie  ent- 
spricht in  diesem  Falle  der  Gleichung: 

4)  0  =  ic».y-|-C5y«  +  y». 

161. 

Setzt  man: 

1)  A'-An  =  3^-8(^-36X0- V^5g.>  ^  p.  (,38.  3) J 
und: 

i)  A'f'S'  =— 4c + c«^^  =  0,         138.  2)J 

80  llsst  sich  aus  1)  folgern,  und  ans  2)  ergiebt  sich: 

3)  6  =  0. 

Findet  daher  diese  Bedingung  statt»  so  fiült  der  natHrUche  An* 
laBgspasIct  A9s  Taf.  IV.  Fig.  3.,  mit  dem  untefen  ScbelleipiiDicte 
S^f  d.  b.  die  natfirlielM  AbscissAiaxe  mit  der  unterao  SiÄeitel- 
Tangente  A^^X'^  susammen. 
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Die  coDstruirte  lAfu^  eiitspriclit  ia diesem  FaUe  der  Gleichung: 

4)  0=r  +  cyM3^». 

152. 

•Setzt  man: 

1)  A>A'^^;^^^0,  [13U.  1)] 
and: 

2)  ic  =  0.  [139.  4)] 
•o  l&Ml  sich  aus  1)  folgaro»  und  ans  2)  er^^ebt  sich: 

3)  cäO. 

Findet  daher  diese  Bedingang  statt,  so  föUt  der  natürliche  Au-  , 
fangspunkt       mit  dem  Mittelpunkte  der  cubischen  Linie  sosam- 
man  und  die  censtrMifte  JLiiuie  entspricht  der  Gleichung:  , 

4)  0=-6y+.V». 

Die  absolute  Grösse  der  Grundlinie  der  Scheitelzweige  ergiebt  sich: 

5)  JlflP  =  Mir'  =  iV36,  [142.6)7)] 
und  die  absoluta  Iföhe  der  inneren  Scbeitelaweige: 

also  die  Grundlinie  des  Scheitel -Rechteckes: 

7)  K'C^r^x^zb, 
daher  der  lohalt  desselben: 

183. 

•Setzt  mau  terner: 

und: 

2)  ii^Ä'rr:— 4c— iV^C»^=:0,  [138.1)] 

SO  geschieht  beiden  Gleichungen  Genüge: 

3)  lÜlr  einen  negativen  Werth  von     und  flir:  6  s  0. 
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Finden  daher  diese  Bedingungen  statt,  so  fallt  der  natürliche 
Anfangspunkt  A^,  Taf.  IV.  Fig.  2^  mit  dem  oberen  Scheitelpunkte 
S" ,  d.h.  die  naturliche  Abscissenaze  selbst  mit  der  oberen 
Scheitet-Tangente  A'"X'^  zusammen. 

Die  coostrairte  Linie  entspricht  in  diesem  Falle  der  Gleichung  : 

4)  ^  0  €3^-fl-9>. 

154. 

Seist  man:« 

1)  A^A'  =        ^  « 0 ,  [139.  1)] 

und : 

2)  Jlf'jlf*  =  -  »c  -  iV3c*— 96  =  0,        [139.  6)] 

80  geschieht  beiden  Gleichungen  Genüge  lur  einen  negativen  Werth 
von  e,  und  för: 

3)  =  S6. 

Finden  daher  diese  Bedingungen  statt,  so  fallt  ^der  natürliche 
Anfangspunkt  A^  mit  dem  Endpunkte  des  horisontalen  Durch- 
messers»  die  natürliche  Abscissenaze  also  selbst  mit  diesem 
Durchmesser  zusammen. 

Die  construirte  Linie  entspricht  in  diesem  Falle  der  Gleichung: 

4)  0=+ic«.y-cy«+y». 

155. 

'  Setzt  man: 

und: 

2)  /<^'  C"^  =-i-5V^J«^36=0,        (138.  3)J 

so 'geschieht  beiden  Gleichungen  Genüge  fär: 

3}  eiaeii  uegativen  Werth  von  c,  und  für: 

Finden  daher  diese  Bedingungen  statt,  so  fallt  der  natürliiilie 
Anfangspunkt  A^,  Taf.  IV.  Fig.  2.,  mit  dem  Endpunkte  C^^  der 
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Scheitel  soearomen«  vod  die  oatürliehe  Abecieeenwe  wird  selbst 
untere  Scheitel -Tsogente. 

Die  coostruirte  Liale  entepricht  in  diesem  Falle  der  Gleichung: 


156. 

Hierans  und  aus  [149.  4)]  folgt: 
1)    -  (j   -  cy* =  7  (-y) + «(-flf)» + (-r^)». 

d.  b.: 

Nimmt  man  für  irgend  eine  positive  Abscie^e  y  der,' aus  dem 
Endponkte  der  Scheitel  construirten,  cubisehen  Linie  die 
xugehürige  Ordinate  negativ,  so  ist  sie  gleich  der  zn  derselben 
negativen  Absdsse  gehörigen  Ordinate  -  der,  ans  dem'  Anfaogs- 
punlii  C  der  Scheitel  coostrnirten,  cnblscben  Linie.  Oder  es 
ist,  beseichnen  E'L**  und  Ef'L*,  Taf.  VI.  Fig.  16.,  swei  mit  der 
Vertilcalaze  des  Mittelpdebtes  parallellaafende  Linien,  und  Ist; 

3)  E'B''^E''B'. 

\ 

157. 

ist:  c«>36,  so  folgt  aus  [149.— 155.]: 

1)  Entspricht  die  coastruirte  Linie  der  Gleichung: 

^^'¥h±^^'\'t^*  and  Ist:  e*<46, 

so  liegt  die  natürliche  Abscissenaxe  Z''*'^'^''^^'''  '\       Z^'*'*^  '*^"  \ 

\uaU"i  hall»/  \iii>teren/ 

iJcheitel-*]  uü^cuiu,  ilu  uaiurlicher  Anfangspunkt  A*^  ist  demnach 

.    r%    I.  .     /aufvvärtsX     ,     ,      ^  " 
ein  Pnnkt  des  (  ^jj^^  ^^^g  )  gehenden  Astes. 

2)  Entspricht  die  construirte  Linie  der  Gieicbnng: 

,     0=  +  Ayd:i5y*  +  y»,.und  ist:  c«^^^^, 

I 

'     ' '    '  "  ^  o  Li  Greil  X 

so  liegt  die  natfirllche  Abscissenaxe  zwisehei^  der  (  uq^q^^q  ) 


i 
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i^cbeiteU  Tangente  und  der  Horizontalaxe  des  Mittelpunktes,  und 
ihr  natürlicher  Anfangspunkt  ist  ein  Pimkt  4es  äu^s^ren  Zwei- 
ges des  (Xrir ) 

3)  Entspriclit  die  construirte  Linie  der  Gleichung: 

(uQterenX 
oberen  / 

Scheitel- Taugente  und  der  Horizontalaxe  des  Mittelpunktes,  und 
ihr  natfirlicher  Anfangspunkt  ii^  ist  ein  Punkt  des  Süsseren  Zwei* 

****  (oblteD  S*^»"«**«*«- 

4)  Enbspfiqht  die  coQstruirte  Linie  der  Gleichung: 

so  liegt  die  nattirUc.be  Abseissenaze  zwischen  der  Uorisontalaxe 

des  Mittelpunktes  und  der  Scheitel -Tangente,  und 

ihr  natürlicher  Aofiingspupkt  ist  ein  Ptmkl  <l»s  inneren  Zwei- 
ges des  (^^Iren")  «^»»«»t^»^' 

158. 

Schreibt  man  in  Gleichung: 
1)  0  =  ±6^  +  c3f*-t3^» 

anstatt  ^,  so  gebt  dieselbe  fiber  in: 

Ergeben  sich  min  bei  Gleichung  1),  indem  man  y  als  verän- 
derlich betrachtet,  für  positive  (negative)  Absdssen  die  Ordinaten 
poisitiv  oder  negativ,  so  ergeben  sich  bei  Glejehnng  2)  IClr  die- 
selben  Abscissen  negativ  (positiv)  dieselben  Ordinaten  negatiF 

oder  positiv. 

Abscissen  und  Ordinateo  der  Gleichung  2)  sind  also  gleich  grossen 
Abscissen  und  Ordinaten  der  Gleichung  1)  entgegengesetzt,  d.  h. : 

;3)  Durch  Conatruirung  der  Gleichung  1)  ist  sogleich  auch  die 
Gleichung  '2)  conslniirt,  wenn  man  aar  der  Constroctions- Ebene 
eine  entgegengesetzte  Lage  ertheilt. 
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Wenn  maii  für  die  Gleichuog: 
schreibt: 

2)  0  =  +  m^a + m%{my)    mc{my^)  +  {mif)\ 

oder : 

diese  Gleichungen  construirt,  und  dabei  einen  und  denselben 
Maesetab  für  die  Abscissen  zu  Grunde  legt,  so  wefden:  ^ 

4)  Die  Entfernnogeii  «Her  ftemologen  Ponkte  von  4eii  b^züg- 
licbeD  Ordinatenaxen  —  also  auch  die  Eotferonngen  der  Durcb- 
scfanittspunkte  der  cubisehen  Linie  mit  ihren  Abscissenaxeo  — 

für  die  Gieicbuog  ^gj^  sieb  m  mal 

Gleichung  1).    Man  wird,  also»  imi  .aus  d^r  cooatrqirteii  Glei- 

cbuiig  (ßj^  die  Wurzeln  iüi  G|qlch^ng  1)  4^  ier^»H4t^pi^  i^icf^  t^Mt- 

fernnngeo  minal  {^^^^fj  «wac!>ei».  ^  ; 


Beh^t  m^n  bei  der  Gonstrnction  dieser  (vi^icbo^geii.  ät^qh  CKr 
die  Ordinaten  einen  und  denselben  Massstab  l^ei,  so  werdfn 

i3)  Tür  die  Gleichung  aWe  homologen  Punkte  von  den 

bezügiichen  Abscissenazen  einen  ni'mal  ^y^^^j^JJ^^'^  Abstand  ha- 
ben, als  für  Gleichung  1).      '     •><  . 

folgt:  ./    .    .     .  .    '  "... 

/2)\ 

0)  bs  if»t  einerlei,  ob  man       L Instruction  der  Gleichung  y^^J 

den  Massstab  der  ^ilfMifiong  1)   zu  Grunde  lege,  »f»  iTian 

bei  der  Construction  der  Gleichung  1)  den  Massstab  der  Abscia- 

seil  muial  und  den  iMasästab  der  Ordioaten  r/i^tual  ^y^y^^^I^^' 

7)  Es  ist  einerlei,  Qi>  man  bei  Construction  der  Gieicbuog  1) 
dsn  Massstab  der  Gieicbong         zu  Grunde  lege,  oder  ob  mfio 
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bei  CoDstrucUon  der  Gleichung  ^3^^        Mussistab  der  Abscis- 

(verkleinere  \ 
vergrossere/ 


160. 

Schreibea  wir  daher  fflr  Cileicbnng  [143.  1)]: 

and  eoostruiren  dtesetbe  nach  dem  Maficstabe  der  Gleichung 
[143.  1)],  80  werden  uns  alle,  bisher  bestimmteii  AbscUmen  eloe 
Sinai»  und  alle  bisher  bestimmten  Ordinalen  eine  27  mal  grossere 
Grosse  vorstellen. 

Schreiben  «vir  »uu  io  [143.  G)]: 
und  setzen: 

2)  0  =s  (±) T27r +9(c»- 36)(aar)±6 V c«— 36(3;r)« + (Sa?)»; 

so  wird,  heziijzlich  ihrer  Abscissen  und  Ordinaten,  dasselbö  der 
Fall  sein,  wie  bei  (.'Oiistniinins;  der  Gleichung  1).  Da  die  coii- 
struirte  cubische  Linie  der  Gieichuni^  fI43.  6)],  Taf.  IV.  Fig.  2., ' 
identisch  ist  mit  der  constrnirfen  Linie  der  Gleichun?  \\^'^-  1)], 
Taf.  IV.  Fig.  1.,  so  ist  die4<e.s  aucii  der  Fall  mit  den  construirten 
cubiscben  Linien  der  Gleichungen  i)  und  2). 

Denken  wir  uns  in  gleicher  Weise  auch  die  Gleichung: 

3)  0  =  J;27a  +  96(%)  +  ac(3y)a  + 

eonstrnirt,  so  Ist  auch  diese  mit  den  beiden  construirten  Linien 
1)  und  2)  Identisch,  und  sie  unterscheiden  sich  sämmtlich  nur 
dareh  die  versebiedene  Lage  ihrer  wirklichen  und  natürlichen 
Anfangspunkte. 

161. 

Denkt  man  sich  diesp  drei  cnnstruirten  cubtschen  Linien 
[160.  1) — 3)]  so  aufeinander  p:eles^t,  dass  sie  sich  decken,  so  fällt, 
Taf.  V.  Fif,',  4. — 15.,  der  wirkliche    und   natürliche  Aiirar)ü;sjiunkt 

der  Linie  1)  mit  dem  natürlichen  AnfaDgöpunkt      der  Linie  3) 

(jnj        Linie  2)  mit  dem 
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CEod-"^^  ^punkte  der  Scheitel  der  beiden  aodero  cubiecbeo  JLii* 

nfen  zusammen,  und  der  wirkliche  Anl^ngspunlft  A  der  Linie  3) 
liegt,  je  nach  der  Bedeutung  des  Werthes  von  o,  Ober  oder  un- 
ter dem  natOrlichen  Anfangspunkte      [133.  4)].. 

£8  toigt: 

(A^A***  \ 
A^A^^'I        natürlichen  Anfangspunktes 

der  Linie  1;  und  '6)  von  der  (y^^ren)  Scheitel -  Tangente  ist 

2)  Die  Entfernung  A^A  des  natfirlicben  Anfangspunktes  der 
Linie  3)  von  der  wirklichen  Abscissenaxe  AX  ist  gleich  -^^a. 
[m,  4)]. 

3)  Die  Entfernung  i  ßoiF^^l  /^/4iri       natärÜchen  An- 

taiigifipuuktes  (^(jif^  Linie  2)  von  der  nirklicben  Abscissen- 
axe AX  ist  gleich  i±)^^r. 

4)  Die  Entfeniun«  AC{AC',  AC")  der  Ordinate  A^'A  des  wirk 
•liehen  Anfangspunktes  A  der  construirten  cubisclien  Linie  3)  von 
Ihrem  Durchscbnittspunkte  C{C'y  C")  mit  der  wirklichen  Abscis- 
senaxe AXy  bezeichnet  stets  eine  reelle  Wurzel  dieser  cubischen 
Gleichung  3). 

Ebenso  bezeichnet 

5)  Die  Entfernung  BC{BO,  BC)  =^  p  {=^a:)  der  Ordinate 

(BC**  \  /C"  \ 

BC^^J  des  natürlichen  Anfangspunktes  (       )  <^er  construir- 

ten  Linie  2)  von  ihrem  Durcbsehnittspnnkte  CiC  C")  mit  der 
wirklichen  Abscissenaxe  AX  stets  eine  Wurzel  der  Gleichung  2), 

6)  Di^  Entfernung   \^iy(^ivj   ^^4-  Durchsefanittspunktes 

(A'"  \  /oberen  \ 

j/f  )        (uoteren/  ^«'>«it^if'T*og**"te  mit  der  Ordinatenfxe 

▼on  dem  (Enj^,^|f|e"''*^  C''^^  Scheitel  ist  stete  eine 'Wur- 
zel der  Gleichung  1),  also  eine  bekannte  GrOese;  es  ist  nSmHch: 

A^f  a^  l  =— <^±2V^ c«— [138.  3)  u.  160. 1)] 
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Aus  dieser  Darstellung  geht  liervur.  duss 

7)  A'^C'^\  für  cineD  positiven  Werth  von  c,  stets  eine  ne^ 
gative  Grösse  bedeutet,  und  dass  A**'Q**  negativ  oder  positiv 
sein  kunoej  jenacbdera 

ist.    Wir  werden  daher  stets  bei  einem  positiven  Wertbe  von  c: 

—c+SVc«— 36  ßir  iJ^'C" 

und 

anichreiben  mfiseen. 
Ut: 

0= +«  +  %+c:y«+3^9  [47.} 

die  zu  construirende  Gleichung,  und  r^<4^»,  so  HeG^t  die  »latür- 
licdc  Abscissenaxe  A^K^  stets  oberhallt»  der  oberen  iScheitel- 
Tangente,  Taf.  V.  und  VI.  Fig.  4. -8«,  [157.  1)]. 

Liegt  nun  angleicb  auch 

1)  die  wirkliche  Abscissenaxe  AX  oberhalb  der  oberen  Schei- 
tel-Tangente, aber  unterhalb  der  natürlichen  Abscissenaxe,  Tat'.  V. 
Fig.  4.«  so  ist: 

jo^«'_  jo^  =  AA***,         „        27(9+— a)  = 
-AC±:- A'**Cr*  +  ITC,        M       (3y)  =— c+2  VS^^lÄ + p. 
Sdineidet  aber 

2)  die  wirkliche  Abscissenaxe  die  beiden  Scheitel  oberhalb 
der  Horizontalaxe  des  Mittelpunktes,  Täf.  V.  Fig.  5.,  so  ist: 

AfiA>A^j/^,                  nSmlieb  STa^ST^rf, 

J^A—A'^A!"  =  AA'*\            „  17  (a  —  9+)  =  27r , 

^A€  zs-^-A'^C^SC,  \ 

-AC  =-A'"C"-~Ba,  I        „  (3y)  =  -c  +  Vc«-36-;i. 
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^cboetdet  dagegen: 

3)  die  wIrkKcbe  Atiddasenaxe  die  beiden  Scheitel  unterhalb 
der  Horisontalaxe  des  Mittelpanktes,  Taf.V.  Fig.  6.»  ist: 

A^^A^A^A^'^,  Dämlich:  27as;279, 

j^Atr^A9A  t«  AA^f"  27(y-— «)  ä  27r, 

AC  ^^A^rcif^BC,  \   

^AC  ^-A^^Of^-^BoA  (3f)=:~c-2Vc«-36+p. 

.  ^AC'=^—A^f0^^ßC%] 

Liegt: 

4)  die  wirkliche  Abscisscnaxc  unterhalb  der  unteren  Scb^tel- 
Tangente,  Taf.V.  Fig. 7.,  so  ist: 

Af^A'>A^A^^,  närolich:   27a > 27g-, 

A^A  -  A^A^y  =  AA^y,       ^.        27(a  -  qJ)  =  27r , 
-AC^-A^^a^-BC,       „  (%)=«-c-2Vc«-36-p. 
Liegt  aber: 

5)  die  Mrklicbe  Abscissenaxe  oberhalb  der  natürliehen  Abseis- 
senaxe,  Tat.  VL  Flg.  8*.,  so  ist: 

-^A^A  <  +  A^A'",  Dämiieh :    —  27«  s  27^ »- , 

A^A  +  Af^A**'  =  AA"\         »       27(a + ^+)  =  27r , 
+  i<C = -  A'"C'"  +  BC,        »       (3y)  =  -  c  +  2V  c*-36  + 

Es  erstreckt  sich  also  dieser  Fall  auf  [48.  1,)],  irobei  jedoch 
nur  die  oberen  Vorzeichen  in  Berffeksicbtiguug  kommen. 

m. 

Ist 

ü=Ta+6y  +  cj^*  +  y3  [48.] 

die  20  constrairende  Gleichung,  und  c*>46,  so  ist  der  natfirliche 
Anfangspunkt  A^  stets  ein  Punkt  des  ättssiren  Zweiges  des  un- 
teren Scheitels,  Taf.V.  Fig. 8».— 11.,  [157.  2)  3)]. 

Liegt  nun 

1)  die  wirkliche  Abscissenaxe  oberhalb  der  oberen  Seheitel- 
Tangebte,  Taf.  V.  Fig.  8».,  so  ist: 


410  Ker%:  Leöer  die  Beurtheilung  der  Wurzein 

--^A<Ut<^A9A'*',  nSmUch:  — 27a<-279+, 

A^A — A^A"*  =  AA'",        „  .     27(a — ^)  =  27r , 

Es  erstreckt  sich  also  dieser  Fall  auf  [48.  1)],  wobei  jedoch 
die  Diitereti  VoraeicheD  Id  Berficksichtigniig  kommen. 

Schneidet 

2)  die  vrirküche  Abscissenaxe  die  beiden  Scheitel  oberhalb 
der  Horisontalaze  des  Mittelpanictes,  Taf.  V.  Fig.  9,,  so  ist : 

'^A^A>-A'>A"',  *      nämlich:  -27a>-27^+, 

A^A'^'^A^AssAA'^,     .      „       27(^-a)  =  27r, 

^AC  =zi-A"'C"'-Ba  ] 

Schneidet  dagegen 

3)  die  wirkliche  Abscissenaxe  die  beiden'  Scheitel  unterhalb 
der  Horizontalaxe  des  MittelponkCes,  Taf.  V.  Fig.  10.,  so  ist: 

+  A^A  <  +  A^A^f'  ,  nämlich :    +  27a  <  +  27q^ , 

A^Aif'^A9Az=AAir^         „       27(g_-^a)  =  27r, 

—Ac  =r-^/j^c^^+Äa  1 

^AC  ^-A^^C^r^BoS        „       (3y)  =:-.c-2V  <^-36+|?. 

— iiC  ^-A'f'a^-tBc] 

Liegt 

4)  die  uirkliche  Abscissenaxe  unterhalb  der  unteren  Scheitel- 
Tangente,  Taf.  V.  Fig.  11,  so  ist: 

•^A'^A>'I-A^A^'',  Dämlich:   +27a> -l-^?^-» 

A'^A-A^A^f  =  AA'f,         „        27(a-^-)  =  27r, 

-iiC  =—  A'^  C''-  BC,       „       (%)  =  V^äS— p. 

164. 

Ist 

0  =+ o        +  c^«  +  3^»  149.1 
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die  zQ  constniirendb  CAeichiiDg«  so  ist  der  nfttdrliclie  ^iLofaogspnDkt 
stets  ein  Pnoict  des  inneren  Zweiges  des  unteren  Selieiteis, 
Taf,  V.  Fig.  12.^15.,  [167.  4)]. 

Liegt  nun 

1)  die  wirkliche  Abscissenaxe  AX  oberiiaib  der  oberen  Seh&i- 
tel-Tangente,  Taf.  V.  Fig.  1*2.,  so  ist  s 

^A^A<,-'A^A'",  Dämlicli:   —  27a<— 27^+, 

A^A—A^A*'  =  AA*^,         „       27(a— flri")  =  27r , 

Schneidet 

2)  die  vvirkliclie  Ahscisscnaxe  liie  beiden  Scheitel  oberhalb 
der  Horizontalaxe  de»  Mitteipunktes»  Taf.  V.  Fig.  13.,  so  ist; 

-i<«i<>-i4«i4«'.  nMmlicii  — 27<i>— 27^, 

A^A*''-'A'^A  =  AA"',  „       27(^+  — a)  =27r. 

e  =  f  A'^C'-BC,  >        „       (3jy)  =  ~c+2 Vc*  +1(6 
Schneidet  dagegen: 

3)  die  wirkliche  Abscissenaxe  die  beiden  iScheitel  unterhalb 
der  Uorizoutalaxe  des  Mittelpunktes,  Taf.  V.  Fig.  14.,  so  ist: 

-i-A^AKi-jPAi^,  Dimlich:  -|-27a< -f-S?^-, 

A'^Aif^'-A^A^  AA^f^'     •     •„       27(^-— a)  =  27r, 

+     =  -^^^  c^'+ÄC,  I     „     (3y)  =- 17-2 V^cHa^ '  . 

Liegt: 

» 

4)  die  wirkliche  Abscissenaxe  noterbalb  der  unteren  Scheitei- 
Tangente,  Taf.,V.  Fig.  15.,  so  ist: 

+       >  +  Ä^A^r^  n&mlicb:   -f-  27a  >  +  27y- , 

A^A—A^Aif"  =s  AA^y,  27(a— =  27r, 

^AC  =  -AifCiy^BC,        „  =-c-~2V^a<5r-^p. 
Tlieil  XLIV.  •  •  2T 


Digitized  by  Google 


412  herz:  Vebtr  4te  BeuriäHiuuff  der  Würwin 


166. 


Sind  die  zu  coostruirendeo  Gieichuugeu: 
])  Os-*ig-|.dy— cy^H-y',  und  ist:  i!*<46,  [50.] 
«)   0=i:    +     -      +    ,   „     «    ca>46,  für  — » 

I 

3)   0=+    -    -      +    ,  [52.] 

80  ergiebt  sich  hierfür  ganz  dieselbe  Betrachtun i^s weise,  nie  be- 
zlohiinf^sweise  [162..  163.  164.],  «renn  man,  nach  (158.  3)]  der  Con« 
structionsebene  eine  entgegengesetzte  Lage  ertheilt,  also  hier- 
durch die  in  [162.  — 164.]  behandelten  Grüssen  in  die  eotgegen- 
g^setsten  verwaDdelt. 

Es  wird  nieht  schwer  fallen  Jene  Pille  auf  diese  aosuvrendeo. 

166. 

Es  geht  aus  dem  abgehandelten  hervor,  dass  man  die  reeüen 
Wataelo  derGleichong  [160.  3)]V  und  nitthin  aoch  der  Gleisbungt 

für  jeden  positiven  und  negativen  Werth  der  Coefficienten  a,  6,  c 
leicht  bestimmen  könne,  wenn  man  aus  Gleichung  [160.  2)]  fär 
jeden  Werth  von  27r  die  sugehOrige  Wurzel 

zu  bestimmen  im  Stande  sei.    Nimmt  man  nun  den  Massstab  der 

Abscissen  dieser  Gleichung  [160.  2)]'V^ e*— 36iii«l,  und  den  Ihrer 

Ordinate»  (Vc«-36)»mal  kleiner  [169.  3)]$  so  geht 
fiber  in: 

2) 


0  -         (e»'_36)i  +  ^  •  C(c»— 36)  J  *  ®  •  C(c»— 36)4] 
also  in  die  Zahlengleichung:. 

wodurch  nunmehr  die  (geometrische  liedeutuug  das  Verfahren« 
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der  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  I),  c^>  36  vorausgeseUt, 
mittelst  der  Tabellen  I.  und  IL,  mit  Aosnahme  des  Verfahrens 
der  luterpoUrongt  ihre  Erürtorang  gefunden  haben  dfirfle. 

167. 

Was  diese  Tabellen  selbst  anlangt,  so  wurde  zu  jedem  ein- 
geschriebenen Warthe  von  P  der  zugehurige  Werth  von  R  be- 
rechnet, ein  Verfahren»  das  suro  Tbeil  Ifir  Tabelle  1.  fiberflüs- 
sig  tvar. 

Man  erhält  aämlich  für  Gleichung  [166.  3)j  nach  [142.  18)] 

also  ist  das  iimgeschriebeTic  Rechteck  der  Scheitel  ein  Quadrat» 
Taf.  VI.  Fig.  IQ.,  und  setzt  man : 

2)  P==0,  i,  2,  3,  4; 

so  folgt: 

3)  AssO,  4,2,  0,  4. 
Hat  man  daher:  ^ 

4)  fflr  alle  Werthe,  von  PsO  bis  za  Pss3»  die  zngehSri- 
gen  Wertbe  von  R  bereelibet  Ist  also  ffir  irgend  eine  Abscisse 
P^C^Ef  «2),  Taf.  VI.  Flg.  la,  die  sogeh5rige  Ordinate 
BzstB"H'  gefanden;  so  Itann  man  von  dem  Satze  [150.  1)  3)] 
Anwendung  machen,  nach  welchem  sich  filr  eine  andere  Ab^^sse 
C*'V\  nelche  um  ebensoviel  >  2»  wie  0**E"  <2  ist,  die  zage< 
hörige  Ordinate': 

I/*H''  =  4  -  E  H"  =  4  -  E  'ü' 

ergiebt.   Ist  s.  B. 

5)  1"=  0,007,  also  12  =  0,062706343,  [Tab.l.) 

80  ist: 

2-1,993, 

also  ist  für  ein  anderes 

P  =  2-M,993  SS  3,993 
der  zugehörige  Werth  von 

12  SS  4  -.0,062706343  =  3,937293667. 

27* 
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Durch  die  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  Tabelle  1.  an  deo  * 
betreffenden  Stellen  ohne  SchwierigkeUen  einer  groasen  Erwei' 
terung  föhig,  weil  sie  für  Wertbe  von  P>0  geoaner  berechnet 
iety  als  für  Wertbe  von  /'<4. 

168. 

Bezeichnet,  Taf.  VI.  Fig.  17.— 20.,  die  Abscisse  AG'  irgend 
einen  in  Tabelle  I.  eingeschriebenen  Werth  und  AE'  den 
folgenden  Werth  P",  sind  also  die  Ordiiiaten  G'G  uiul  L  h  die 
bezüglichen  Werthe  R'  und  R'\  bezeichnet  ferner  J*J  eine  zwi- 
schen R'  und  R"  gelegene  Ordinate  R,  zu  welcher  wir  die  zu* 
gehörige  Abseisee  AJ*  ^  AG'-^G^J*  ^  P  m  bestimmen  haben, 
und  sieben  wir  von  den  ßndpunlcten  Cr  und  J,  Taf.  VI.  Fig.  17. 
und  20.,  und  J  und  £7,  Taf.  VL  Fig.  18.  und  Id.,  der  Ordinaten 
W,  ß,  W  die  mit  der  Abscissenaze  parallelen  Linien  GF,  JLf 
Taf.  VL  Fig.  17.  und  20.,  and  JZ,  EP  Taf.  VL  Flg.  la  und  19.; 
so  ergeben  sich: 


I) 


iFEzs         G*G  SS  ^  Tal 

\FG^G'G''E'E=i^^Mt'l^'     „         „  la  19. 


I  HJ  =  J G'G  =  K—R',    Taf,  VL  Fig.  17.  und  20. 

Ferner  i^t  ' 

Taf.  VL  Fig.l7.n.fOL 

Setzen  wir  nun: 

.  •       ,  .     i      !  ~  1    Taf.  VL  Fig.  17.  ond  20. 

und 

f      BJ'.HG  =  FEiFG\ 
f     LG:LJ=  FGiFE) 

U.-i2:l^  =  />:l      r  Taf.VLFig.ianndI9. 

so  folgt: 

6)  HG^G'J*^  sz^^^jp^,  TaC VL  Flg.  17.  und 20. 

7)  LJ  =  =  »  Taf.  VI.  Fig.  18  und  19. 

[Ö7  u.  f.]  • 
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Die  Proportionen  4)  und  5)  setzen  voraus,  dass  das  Stiick 
GJE  der  cnbischen  Linie  eine  (gerade  Linie  sei.  Da  dieselbe 
in  Wirklichkeit  aber  von  einer  Geraden  abweicht,  so  sind  die 
Forniehl  (>)  und  7)  zur  Bestimmung  der  Grosse  G'J*  nur  an- 
nähernd  richtig. 

AU  richtige  Proportionen  ergeben  sich,  indem  man  den  End* 
pnnkt  G  der  Ordinate  ii^  mit  dem  Endpunkte  E  der  Ordinate  R" 
durch  eine  Gerade  GE  verbindet,  und  durch  deren  Durchschnitts- 
punkt  mit  der  Ordinate  H  eine  «geltere  Parallele  L'H*  sur 
Absciatfenaxe  sieht«  Dämlich: 

I  HH'i    HG    =  FEiFG,    Taf.  VI.  Flg.  17«.  und  20«. 
Hieraus  folgt: 


9) 


HH'.FG 
FE  ' 

L'G.FE 


FG 


Da  nnn 


LUechteek  HJ^<HJ 

10)  ffir  das  I  ^'       "       X'G<XG  \  ^^^^^  «ach; 

4.       l  IlliyilJ 

\  1.  und  3.  Rechteck  /  , 

11)  dass  der  ^^^12         4.  j  lür   G'J'  gefundene 

.      ^  .,  /Termin dern\  . 

Werth  um  eine  gewisse  Grosse  zu  lygfim||j^n  J 

160. 

■ » 

Denkt  nian  alcb  die  Grandliole  a^V^r  {Q^jj**^  Taf.VL 
Flg.  21.,  dec^  Süsseren  Scheitelaweiges  In  1«  gleiche  Theiie,  jedea^ 
gleich  s,  getheilt;  so  dasa 

1)  C^^  C;^^  =  4c  =  «s  [149.  ö)] 

ist,  und  aus  den  Theilnngspunkten  Parallelen  mit  der  BShe  9*1}^^ 
des  fiusseren  Scheltelsivelges  gezogen,  so  entstehen  —  denkt 
man  sich  weiter  diese  Parallelen  gehörig  verlängert  nnd  ans  dem 
jedesmaligen  Durschnittspankt  einer  folgenden  Parallele  mit  der 
cnbischen  Linie,  nach  der  ▼orbergebenden  eine  Parallele  zur 
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Grundlinie  C^f  IJ"  gezogen  — laufer  Paraltelograramej  deren  Gq- 
sammtinbalt  F'  sich  folgendermasseo  durstelit: 

l^j.«— e.««-f«»J.«  [155.4)] 
+  []j-(3e)--.c(a«)«+(3«)»], « 


+ 


+       .  ((« ~  l)e)  -  ciin  -  l)e)2  +  ((«  - 1)^)»]  .  e 

w —  2 

=  +2+3  +  ....  +  («-l)  +  fi)  • 

-.e(l*  +  22  I  3»  + . . . .  +  (n  -  1)«  +  n«) .  e 

+  (l«  +  29  +  3»  +  ..:.  +  (»-l)3  +  «»).e2]j 

=       [[1^  («* +«) — g  (2»»  +  3?i«  +  ji) .  €  +  i(n*  +  2n»  +  n«) .    J . 
Setet  inan  n  =:  oo,  so  wird : 

3)  jP  s=      £^      .  WC  +  i««c«]. 

Und  seilt  maii  fSr  »0  seinen  Werth  ans  1),  so  ergiebt  sich  der 
FIScheDinhalt  €ßrißrs^*ji^*(^r  des«  von  einem  Süsseren  Zireige, 
seiner  Grandlinie  und  seiner  H(Jhe  begrensten,  Thelles  eines 
Sefaeltels,  nSmlich: 

4)  *^  =  6iSi«*- 

Ans  der  Vergleich uog  mit  [149.  8)]  folgt: 

d.  h.  es  ist  der  von  seiner  H?iho  und  Grundlinie  begrenzte  Flä- 
cheninhalt eines  äusseren  JScheitolzu-eige«  =;  ü  des  Flächenin* 
halte»  des  ganzen  Scheitel -Rechteckes. 
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170. 

Denkt  man  sich  in  gleicher  Weise  die  Grundlinie  MW' 
{MW%  Taf.VI.  Fig. 21.,  des  inperen Scbeiteimige«  iö  »gleiche 
Theile«  Jeden  glelob     getbeUt«  «e  das« 

1)  MW  =        =  ne  [152.  5)] 

ist,  so  ergiebt  die  Becbnung  für  den  Flächeoinhalt  MC^S"  WM 
^F"  eines  von  seiner  Hübe  und  Grnndiioie  begrensten  inneren 
ScbeitebvFeiges,  nämlich: 

+  [6(3€)  — (3e)«].c 


-|-[6(ne)— (nc)3].e' 
'  Ä    4e«6(n«+n)-^*(7i4+2n»  +  n»). 
Seist  mnn  it ssoo,  so  wird: 

und  wieder  tiir  72e  seinen  Werth  aus  1)  gesetzt,  ergietit : 

» 

4)  l^'«A6*.  . 
Ans  der  Vergieicliung  mit  [152.  S)]  folgt: 

5)  K'C**K**&rK*\MCVSf*W*M  =  64:6, 

d.  h.  es  ist  der  F  läciieniDhalt  eines  ^neren  Scbetteizweiges  gieicli. 
des  Flächeninhaltes  des  gansen  Scheitel -RechUckes. 

171. 

Denkt  man  sich  die  GrandÜnie  des  Scheitel -Rechteekesy  und 
elienso  seine  Höhe,  in  acht  gleiche  Theile  eiagetheilt,  nnd  durch 
die  Theiiungspunkte  Parallelen  mit  der  Höhe  und  Grundlinie  ge- 
zogen, so  dass  hierdurch  das  Scheitel -Rechteck  in  64  congrueote 
Rechtecke  abgetheilt  wird  [142.  19)];  so  bezeichnet  Taf.  VI.  Fig.22. 
die  Grosse  der  Flächeninhalte  der  einzelnen  Theile  der  Sclieitel- 
zweige,  durch  diese  Rechtecke  ausgedrückt,  giebt  also  die  Ver- 
hSitnisse  an.  In  welchen  diese  Theile  selbst  zu  einander  stehen. 
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Macht  man  i»  Taf.  VI.  Fig.  21. 

CiFK"'  =  C^^ü/F  SS  im.  5)J 

and  deokt  sich  die  Ordinaten  it^C^  gezogen,  «o  beatimmt  sich 
der  Inhalt  F*"  det,  von  den  Coordinafen  dea  Punkfea  und 
dem  Tbeiie  C'^C'^C  der  cublachen  Linie  eingeachloasenen» 
Fläche»  ans  [169.  3)],  nimlieb 

I)  =  «^*Ll'  +  3  .  iw  +  inV] , 

oder 

172. 

Allgemein  ergiebt  sich  der  Inhalt  F  jeder  von  einem  Theil 
der  cabiacben  Linie  und  den  zngehUrigen  Coordinaten  einge* 
achloaaenen  Fläche,  die  Abscissen  vom  Anfangapnokte  C*",  oder 
vom  Endpunkte  C^^  der  Scheitel  gerechnet  und  gleich  »  ge* 
aetztt  [14a  5)] 

I)  F  =  or» .  [i{c^ — 36)  ±  I c«^=36 .  x  +  ia:^] , 

oder  die  Abadaaen     vom  MittelpankCe  gereehnel^  [140.  4)]: 

173. 

Wir  gründeten  die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  gegebenen 
cubischen  Gietcbung: 

1)  0  =  o  +  Äy  +  €3>*+y», 

2)  c«>36 

vorauageaetat»  auf  die  Verlegung  des  natfirliehen  Anfapgapnnktea 

.    .      /Anfansspunkte  0'^\  ,        ,    ,  , 
nach  dem  (Endp^^j^^j^  ^fr     )  der  bchcitel. 

oder: 

3)  c«^36 

ani^enonnncti;  aut  die  V  erlegung  des  natürlichen  Anfangspunktes 
nach  dem  Mittelpunkte  der  cubischen  Linie. 
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l¥ir  hätfcn  sie,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  ebensowohl 
bei  der  Bedingung  2)  auf  die  Verlegung  des  »atürUchen  Anfangs* 

panktes  (nach  dem  Sehelteipunkte  {^^^  >  Endpunkte 

des  horizontalen  Darcbmessera  grändeo  kennen. 

Auch  ist  leicht  ersichtlich,  dass  eine  Verlegung  des  natflr- 
licben  Anfangspunktes  nach  den  genannten  Punkten  nicht  an- 
wendbar sei»  wenn  die  Bedingung: 

4)  c><a6 

stattfinde»  also  der  Parameter  negativ  sei,  weil  dann,  nach 
[147.  IIL]  die  Scheitel  selbst  unmöglich  sind. 

Wir  sind  daher»  Im  Falle  diese  Bedingung  stattfindet,  ge- 
nSthlgt,  den  naturlichen  AnfaDgspnnfct  nach  dem  Mittelpunkte  M 
der  enbincheD  Linie  zu  verlegen. 

174 

^ 

Im  Nachstehenden  sei  die  Bedingung  t 
voraungeaetsf. 

Wenn  man  den  Massstab  der  Abscisson  der  zu  construiren- 
den  Gleichufig  [139.  2)]  3 mal,  und  den  ihrer  Ordinaten  27 mal, 
vergrössert,  so  ergiebt  sich: 

^1)  0     279  -f  ÖÄ(3y) + 3c(3y)a+  (3y)». 

Verfahrt  man  in  gleicher  Weise  mit  der  Mittelp unktsglcichung 
[140.  4)]»  indem  man  r  für  z  sehreibt,  so  erbSIt  man: 

2)  0 = -  27r  -I-  (d6 — 3c<X3^)    (3^)> ; 

die  constmirten  Linien  beider  Gleichungen  sind  mifder  eon8truir> 
ton  Linie  der  tiielebung: 

3)  0  =±27a+96(3^)+3c(3y)»  +  (31^)». 

Identisch  und  unterscheiden  sich  nur  durch  die  verschiedene  Lage 
ihrer  wirklichen  und  natflriichen  Anfongspnnkte. 

175. 

Denkt  man  sich  di^e  drei  construirten  cubischen  Linien 
so  aufeinander  gelegt,  dass  sie  sieh  decken,  so  tmit,  Taf.  VUl. 
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Fi|^.40.  — 42.,  der  wirkliche  und  natörltche  Anfan<»spunkt  der 
Linie  1)  mit  dem  natürlichen  Anratjg^purjkt  /!*'  der  Liiüe  o),  und 
der  natürliche  Anfangspunkt  JH  der  Linie  2)  mit  dem  Mittelpunkte 
der  beiden  andern  cubischen  Linien  zusammen«  und  der  wÜlicbe 
Anfangspunkt  A  der  *Linie  3)  liegt,  je  nach  der  po8Ui?en  oder 
negativen  Bedeatnng  des  Werthes  von  a,  unter  oder  über  dem 
natdriichen  Anfangspnnkte      [133.  4)]. 

Es  folgt: 

1)  Die  Entfernung  /tf^A'  des  uatfirllclien  Anfangspunktee  der 
Linie  1)  und  3)  von^  der  Horisontalaxe  des  Mittelpunktes  ist  gielcb 

27,  [139.  1)].  Sie  ist  g^J^ ,  wenn  der  Punkt  Ao  Q^^) 
den  Punkt  il'  liegt. 

2)  Die  Entfernung  A^A  des  natürlichen  Aiiiaiii^spunktes  der 
Linie  3)  von  der  vrirkh'chen  Abscissenaxe  AÄ  ist  gleich:  J:27a, 

(über  \ 
unter  J  »rtrklichen 

Anfangspunkt  A  liegt  [133.  4)]. 

3)  Die  Entfernung  BJU  =  A'A  des  natürlichen  Anfanspunktes 
der  Linie  2)  von  der  wirklichen  Abscissenaxe  AX  ist  gleich  27r. 

4)  Die  Entfernung  AC  der  Ordinate  A^A  des  wirklichen 
Anfangspunktes  A  der  constniirten  enbisehen  Linie  3)  von  ihrem 
Durchschnittspunkte  C  mit  der  Hrirkllchen  Abscissenaxe  AX,  be- 
xelchnet  stets  die  reelle  Wurzel  dieser  cubischen -Linie  9^* 

Ebenso  bezeichnet: 

5)  Die  Entfernung  ßC  =  p(=z  '6x)  der  Ordinate  BM  des  Mit- 
telpunktes der  construirten  Gleichung  2)  von  ihrem  Dorchscbnitts- 
punkte  C  mit  der  wirklichen  Abspissenacxe  AX  stets  eine  Wur- 
zel der  Gleichung  2). 

6)  Die  Entfernung  A'M  des  Durchscbnittspunktes  A'  der 
Herlzontalaxe  des  Mittelpunktes  mit  der  Ordinatenaxe  von  dem 
Mittelpunkte  ist  stets  eine  Wurzel  der  Gleichung  1),  also  eine 
bekannte  6r9sse,  es  ist  nämlich: 

ii'Jf  =s-.c.  [139.  4)1 

« 

176. 

Ut 

0=:J:«+%  +  <^»  +  ^3  J[g4.] 
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die  2u  construirende  Gieicliong  und', 

06e>2e*»  n&mlich:  |6>o*» 

so  liegt  die  natürliche  Abscissenaxe  stets  über  der  Uorizontalaxe 
des  Mittelpuolctes  [140.  11)].   Liegt  nuo: 

1)  die  wirldicbe  Abscissenaxe  swischeo  der  nat&rfichen  Abscis* 
«eoaxe  und  der  Borisontalaxe  des  Mittelpanktei^  Taf.  Viil.  Fig.  40. 
80  Ist:  _ 

~  ^A<,Jf>A'}  nftmlicb:  -|-27ii<H-279. 

A''A't'A''A  =  AA*,         „        27(^--a)  =  27r, 

-ACss^A'M+BCf      »       %)=— c+p. 

Liegt  aber  die  wirkliche  Abscisseoaze  oberhalb  der  natür« 
liehen,  Taf.  VII I.  Fig. 4L,  so  ist: 

--A^AK^AfiAf,  nfimlieh:  '-27a<-|-^9, 

A^'A'  —  A^A  =  AA,  »       27(q  +  a)  =  27r , 

Liegt 

3)  die  wirkliche  Abscissenaxe  unterhalb  der  Hornontalaxe  des 
Mittelpanktes  [Taf.  VIII.  Flg. 42.],  so  ist; .  . 

+  A^'A  >  +  A^A',  iiämiich :   +  27a  >  +  27g , 

j^A^A^A*ssAA\        „  27(«-^)Ä27n 

-AC^^—AM-BC,       „       %)=  — c— j». 

177. 

Ist 

0        a  +  % — cj^*  +  ^»  f95.] 

die  zu  constrnironde  GleichuDg,  so  ergiebt  sich  hierfür  ganz,  die- 
selbe Betrachtungsweise,  wie  [176],  wenn  man,  nncfi  [158.  3)], 
der  Constructionsebene  eine  enli:('iienge8etzte  Lage  ertheilt,  also 
hierdurch  die  in  [176.]  behaadeiteii  Grössen  in  die  entgegenge- 
setzten verwandelt. 

178. 

En  geht  hieraus  hervor,  dass  man  die  reelle  Warsei  der 
Gielchang  [174.  3)],  oder  der  GiolchoDg: 
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für  jeden  positiven  oder  negatiren  Werth  der  Coeflieienfen  a  and 
c  leicht  bestimmen  könne,  wenn  man  aus  Gleiehitng  [174.  2)]  flir 
jeden  Werth  Fon  27r  die  angehürige  Warsei 

zu  bestimmen  im  Stande  sei.  J^^iInmt  man  nun«  den  MagBBtah  der 

Abseissen  dieser  Gieichung  [174.  2)]  V  96^3e*mal,  and  den  ihrer  . 

Ordinaten  (V96— Sc^'mal  kleiner  [169.  3)];  so  geht  dieselbe 
fiher  in: 

2) 

 (96-3e»)l  +  L^d-3c«^J  +  L(96-3iß«)U  ' 

uUo  in  die  Zalilengleichung : 
3)  A  =  4.|>^iM,  [91.  III.] 

wodurch  die  geometrische  Bedeutung  des  VerlahiGns  der  Auf- 
lösung^ der  vorgelegten  Gleichung  mittelst  der  Tabelle  III.,  ihre 
Erörterung  gefunden  haben  dfirlte,  indem  wir  den  Nachwelt  der 
geometrischen  üedeutung  der  interpoiirung  dem  Leser  überlassen. 

179. 

Im  Nachstehenden  sei  wieder  die  Bedingung: 

also  die  cubiscbe  Linie  mit  Scheiteln  versehen,  vorausgesetzt. 
Die  Gleichung  [174.  2)]  erhält  dann  die  Form: 

0  =+27r-(3c«— 9Ä)(3a:)  +  (3*)». 

Dagegen  ändern  sich  die  Gleichungen  [174.  1)  und  3)]  nifht,  und 
die  in  [175.]  aufgestellten  Sätze  behalten  ihre  Gültigkeit.  Der 
Grtisse  p  entsprechen  jedoch,  wenn  die  wirkliche  Abscissenaxe 
AX  die  beiden  Scheitel  schneidet,  die  drei  Werthe:  BC»  BO»  BC", 

180. 

ist! 

0  =  +  a  -f  6^  -f-  cy^  -f 
die  SU  conetruirende  Gleichung,  und 


Digitized  by  Google 


elnir  torgelegten  cuöischen  Bieichung,  423 
J:279=-|-96c— 2cs,  also  £6^c>,  [114] 

80  liegt  die  oatfirliche  AbecteseDaze  stets  r^^f^'l^'lV^  der  Ho- 
"  \unterhalb/ 

rizoQtalaxe  des  Mittel|»unktes  [157.  1)— 3)J,  die  wirkliche  Ab- 
scisseoaxe  aber,  je  nach  der  ^^^gativen}  '^®^®*>^'^8  Wertiiee 
von  a( 

oberhalb  )       natürlicbeo  Abscissenaze.  Es  aoterschei« 
deo  sieh  folgende  Fället 

1)  Es  Hegt  die  natürliche  Abscissennxo  oberhalb  Her  Hori« 
zontalaxe  de«  IVlittelpunktes,  und  zwischen  lielden  die  wirkliche 
Abscisscnaxe.  In  diesem  l';illc  schneidet  letztere  entweder  beide 
Scheitel,  Taf.  \  Fig.  25.,  oder  sie  schneidet  sie  nicht,  Taf.  VII. 
Fig. 24.,  und  es  ist  hierbei  einerlei,  ob  auch  die  natürliche  Ab- 
scissenaxe  die  Scheitel  scbueide  oder  nicht  schneide.  Es  er- 
giebt  sich: 

-fii<»il<+il<»^',      nimllch:  4'27a<-|-279»  \ 

A^A'^A^A  =  AA'.  27(g  -  a)  =  27r,  j  '^'^'^  ^f  *^ 

and 

^AO  ^-A'IH-Ba  1 

^AC'^^A'M^ncy  <%)=-^P»  Taf. VII.  Fig.25. 

2)  EiS  liegt  die  tvirkÜche  Abscissenaxe  oberhalb  der  natSr- 
liehen,  nnd  diese  oberhalb  der  Uorisootalaxe  des  Mittelpnnktes. 
In  diesem  Falle  ist: 

.PA  <  +  A^A'        nämlicb :  — 27o  <+279,  \ 

§        Taf  VII 

A^A^^A^A^AA*.      „      27(j+a)  =  27r,     pi^. „nd  g?. 
und 

^AO  =:-AM-ßC'  ] 

^AÜ'=~AM^BC'y  (3y)=-«-P.  Taf.VIL  Flg.27. 

3)  Es  liegt  die  oaturlicfae  Abscissenaze  oberhalb  und  die 
«rirkllche  Abscisscnaxe  unterhalb  der  Horlsontalaxe  des  Mittel* 
pnaktes.  In  diesem  Falle  Ist : 


K 

■tue 
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-^A^A^i-A^A',       ofiiiilicli:  +27a>^7^,  \' 

I        Taf  VII 

und  ^ 
^ACf  '^-^A'M'^SC  \ 

-AC'Z-A  JU+BCy  %)=-«•»*'•  T«tVU.  fig.31. 

4)  Es  liegt  die  wirkliche  Abscissenaxe  unterhalb  der  natür- 
lich en  und  di^se  unterhalb  der  Uorizontalaxe  des  Mittelpunktes, 
und  der  DatQrlicbe  Anfangspunkt  ist  ein  Punkt  des  SiunereD  Zwei- 
ges des  onteren  Scheitels.  In  diesem  Falle  ergiebt  sieh: 


'^AU>^A9Ar,       nSmlich:  +27a>— *279, 
A^A^A^A'^^AA',      „  »7(o.i-y)=:27r, 
'-AC=vA'M-'ßC,      „      (3y)=— e— 
und 


Taf.  VII. 

Fig.  33.  und  33. 


-je  ^-A'M^BO 
'^AC*=^-A'M-^BC 


* 

näinli€h:.%):s-e4l»>  Taf.VU.  Fig.3X 


5)  Es  liegt  die  natürliche  Abscissenaxe  unterhalb  und  die 
wirkliche  Abscissenaxe  oberhalb  der  Horizontalaxe  des  Mittel- 
punktes.  Man  hat  in  ditoem  Falle:  • 


'-A^Aa.—A^A',       nämlich:  —  27a<;  — 27y, 
Af^A'-Af'A'^AA,  27(<i^flf)Äs27r, 
^AC^-ABi^CB,      „      (3^)=— c+p, 

und 


Taf.  VII. 
Fig.  28.  und  29. 


—AC  s  A* BC  1 

^AC'^-'JtM'^BQ^Y  Taf.Vil.  Fig.29. 

6)  Es  liegt  die  natSrIlebe  Aliseissenaxe  nnterlialb  der  wirk* 
liehen  und  diese  unterhalb  der  Horisootalaxe  des  Mittelpunktes, 
ttod  der  oatHrliche  Anfangspunkt  ist  ein  Pnnkt  des  Ilasseren 
Zweiges  des  unteren  Scheitels.  Man  erhält: 
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■ 

^A^A  >  -^Af^A*  nSmlich:  —27«  >  —27^, 

27(y— a)  =  27r. 
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(3y)=— c— 

r 


Taf.  VI». 
Fig.  36. 


181. 


--AC  =i-A'M--BC, 

—AC=—A'3f^ßC\ 
--AO*^-A'M^BC\i 

lat: 

die  so  constmirende  Gleiehnog,  und  • 

-Tlq  =  — 96c— -ic»,  [UÖ.] 

80  ist  der  natürliche  x^Dfangspunkt  stets  ein  Punkt  des  Inoereu 
Zweiges  cfes  unteren  Scheitels  [157.  4)],  die  natflrliche  Asscis- 
fseoaxe  schneidet  tiahcr  stets  die  beiden  Scheitel  nntorbalb  der 
Uorizentalaze  des  Mittelpunktes. 

Es  unterscheiden  sicl^  folgende  FSlIe: 

1)  Die  wirkliche  Abscissenaxe  liegt  unterhalti  der  natürlichen 
Abscissenaxe.  Manv  erhält : 

— ^M'.  \  

Taf.  VII. 


+ilM>— il^ii',       nimlich:  +27fl>— 27y, 

A'^A'-^A''A=zAA',  27(v+«;  =  27r, 

und 


Flg.  34.  and  36. 


^AC  ^-"A^M^BO  ] 

^AC^^A'M^BO'V  =  Taf.VlLFis.35. 

2)  Die  wirkliche  Abscissenaxe  liegt  zwischen  der  natfirlicben 
und  der  Horizentalaxe  des  Mittelpunktes. 

Es  ergiebt  sidi:* 


A^Af-'-^A^  AAf, 
—AC  ^—AJU-BC/ 
—AC  55  -^A'M-^BC, 

=  —A'M-k-BO'J 


nämlich:  ~-27<i>  — 27^, 
27(9—«)  =  27f » 


*» 


Taf.  VIII. 
Fig.  37. 
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» 

3)  Pie  wirkliebe  AbscLssenaxe*  li^gt  obethalb  der  Homootal- 
aze  des  filittelpnoktes.  £b  ist: 

^A'  A^-A^A*       nämlich:  -27ii  <— *27«7, ^ 

Taf  Vni 

A^A^A^A'  =  AA*.     „      27(a^g)  =  27r,    p.^  ^ 
und 

^AC ir^-'AM-Bc]'  (3y)=-c-|i.  Taf.VlII.  Flg.  3». 

* 

m 

Ist: 

0^a±öy-vi/'+i^  [116.  117.] 

die  zu  construirende  Gleichung,  so  ergiebt  sich  hierfür  *ganz  die- 
selbe Betrac!itnni]^s\vcisc,  wie  in  [180,  und  l^^l  ],  wenn  man,  nach 
[158.  3)J,  der  Coiistructions- Ebene  eine  entgegenges ritzte  Las^o 
ertheilt,  also  hierdurch  die  behandelten  Grössen  in  die  en^egeo- 
gesetzten  verwandelt.  * 

183. 

Es  folgt  hierans»  dass  man  die  reellen  Waraein  der  Gleichung 
[174.  3)],  c'>36  vorausgesetst,  oder  der  Gleicliong: 

1)  0=  a  +  6^+C3/2+2'^ 

für  jeden  positiven  oder  negativen  Werth  der  Coefficienten  a,  63 
e  leicht  bestimmen  könne,  wenn  man  aus  Gleichung  [I79.J  fSr 
Jeden  Werth  von  27r  die  sugehörige  Wurael: 

3)  3«  =  ßC,  iBC\  BQ)  =  p 

zu  bestimmen  im  Stande  sei.  Nimmt  man  nan  den  Massstab  der 

Abscisseii  dieser  Gleichung  [179.]  V^'6c^ — 96  mal,  und  den  ihrer 

Ordinaten  (V^3c«-96}»raal  kleiner  [159.  3)J;  so  geht  dieselbe 
über  in:  ' 

27r         p     3ar      ~l     p  3a: 
^  =  =fc  (3c*- 96)«  ~  L(3<!«—96)U  +  l.{^^U)U  ' 

also  in  die  Zahlengleichung: 

4)  i=ß  5=— />+/>».  [111.1V.] 
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184. 

Für  diese  ZableDgleichaog  Ist,  Tat  VlIL  Fig.  44.: 
I)  6s=— 1,   und   c  =  0. 


daher: 

2)  K'af  =K"0"  =  lv3, 

3)  Ä' 
tiad  mithin  ist: 

4)  Ä'Ci^:i5C'C"  =  3:I, 


d.h.  es  ist  die  Hohe  des  Scheitet -Rechteckes  gißicb  i  seinet 
Grundiinie. 

J>a  wir  die  Abscissen  der  Zahlengleichung  [183.  4)]  von  dem 
iMittelpunkte  au'^  zu  nehmen  haben  [152.  4)];  ßo  ist  die  Flühe 
eines  inneren  iSc)ioitelz\^  eitles  zugleich  die  nrösste  Ordinate,  uad 
es  ergiebt  sich  duherrais  ein  grusster  Werth  von  H: 

5)  S'W  ^  5"ir'«|V3,   [152.  6)  a.  112.  1)] 

und  der  zugehörige  Werth  von  P: 

6)  MW'=zMW"=^W^*  [152.  5)  u.  112.  2)] 
FCr:  ♦ 

ist  der  zugehörige  Werth  von  R  gleich  Nalt,  und  daher  ergiebt 
sich  aus  [140.  3)]; 

7)  P=zl. 
Für: 

ist: 

9)  C^J^iV"  »  CA'  ;s  J V3  - 1. 

185. 

Wir  haben  bei  den  geometrischen  (  r^t  rsuchungen  bi:ihor  stets 
jede  Wurzel  als  eine  einmimige  Grösse  betrachtet  und  wollen 
nunmehr  die  geometrische  liedentung  der  zvveitheiligen  Wurzel- 
form einer  Erörterung  unterwerfen  und  dabei  voriäuüg  wieder: 

Thcil  XLIY.  98 
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c«>36 

voraussetzen. 

Schneidet  die  Abscissenaxe  AX,  Taf.  Vlü.  Fig.  43.,  die  Schei- 
tel der  cnbiscben  Linie  in  den  Punkten  C,  C,       und  setzt  man: 

I)  — =  — IC,  \ 

3)  — ^C"=— a— ö,  ) 
so  folgt: 

AO'±AC 

4)  — Ä=  J  s=-iltf, 

Non  Ist: 

(0  — ilÄ=-.^'ilf=— i«,  (.139.4)] 

und  ab  Summe  der  drei  Waneln  ist: 

daher: 

8)  -^^AB^  —  AC-AO-^AO', 
also: 

^  3iii?-JC_    AC'^AO  _ 

^  5   ä      — — «. 

Beaeichnet  demnaeb: 

10)  — ilCG  -^C',  -  ilC")  « 

die  erste  Wnnel»  so  bexeichnets 

II)  -Ae,  — iltf")  « 

den  ersten  Theil  der  beiden  andern  Wurzeln,  und  der  Punkt 
€")   ergiebt   sich   als   Halbirungspunkt    der  Entfernung 
OO'i,  CC,  C'C)  der  betrefifenden  Scbneidungspunkte  der  cubi- 
scben  Linie  mit  der  Abscissenaxe  AX* 

Denkt  man  sich  nnn 

12)  Die  Entfernung  A"*A^^  der  Scheitel -Tangenten  in  eine 
beliebige  Anzahl  (gleicher)  Theile  eingetbeiltj  und  durch  die  Xhei- 


I 
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hiDgspunkte  Parallelen  mit  der  Abscissenaxe  gezogen,  sodann  die 
jedesmalige  Entfernung  CC"(,  CC,  C'C)  balbirt  und  die  Hal- 
birungspunkte  <^',  ^T")  durch  eine  stetige  krumme  Ijinie  ver- 
bunden; so  bezeichnet  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  dieser 
Curve  von  der  OrdinatenAX.e  stets  den  ersten  Theil  der  beiden 
andern  Wurzeln.  • 

Ebenso  beseiehnet 

« 

13)  die  Entfenrang  j  _       j  j  _        _       j  eines  jeden 

Punktes  dieser  Curve  von  den  bezüglichen  Durchschnittspunkten 
der  Abscissenaxe  mit  der  cubischen  Linie  den  zweiten  Theil  jrce 
der  beiden  andern  WuraelD. 


Ihrer  Natur  nach  ist  die,  nach  [185.  12)],  erzeugte  Curve 
selbst  eine  nihisnhe  Linie,  deren  Mittelpunkt   mit  dem  Mittel-' 
punkte,  und  deren  Endpunkte  der  Scheitel  mit  den  Scfieitelpunk- 
teo  der  ursprünglicbeu  cubischen  Linie  zusammenfallen. 

Ihrer  Eigenschaft  wegen  wollen  wir  sie  die  Halbirungs- 
Cnrve  der  Scheitel  nennen. 

Die  Höhen  der  boziii^' liehen  Scheilelzueiffc  beider  rijlHs<'fu'n 
Linien  sind  daher,  dieise  Höhen  in  entgegengenetzier  liedeutung 
genommen,  einander  gleich,  und  die  Grundlinien  der  Schcitel- 
zweige  der  ursprünglichen  cubischen  Linie  sind  doppelt  so  gross, 
wie  die  ihrer  Halbirungscurve  der  Scheitel.  Für  letztere  ergeben 
sich  daher  uiubaid : 

als  Mittelpunktsgieiebang»  [140.  4)J 

,       (c*  -  36)(2d;)^:2Vc>— 36 .  (2«)«  —  (2»)», 

als  Gleichang  des  (Eni^unktes^!^^  ^)       Scheitel,    [143.  6)] 

als  Gleiebang  des  (Endnimlrt  des  horisontalen  Durch* 

[144.  ö)] 
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4)  i=i:\^c''*-36,(2.T)2— (2.ir)», 

al«  Gleichung  de«  (^iigj-^n^ 

Scheitelpunktes  im.  4)] 

187. 

Mit  Hülfe  'jeder  dieser  Gleichtingen  lassen  sich  die  Zweige 
der  Halbirungscurve  der  Scheitel,  über  ihren  Anfangs-  und  End- 
punkt hinaus,  leicht  fortsetzen,  und  es  ergiebt  sich: 

I)  dass  för  Jede  mit  der  Abscissenaxe  parallellaufende  Linie 
C^<^  Taf.  IX.  Fig.  46.,  die  Entfernung  ihres  Durchsebnittspunk. 
tes  mit  der  cubiscben  Linie  von  der  Vertikalaxe  des  Mittel- 
punktes doppelt  so  gross  sei,  wie  die  Entfernung  ihres  Durcb- 
Schnittspunktes  mit  der  Ualbirungseurve  der  Scheitel  von  der 
Vertikalaxe  des  Mittelpunktes. 

Es  ist  nämlich  für  jeden  Punkt  (i^'  der  Halbirungscurve  der 
Scheitel: 

Hat  man  die  Halbirungscurve  fiber  die  Scheitel  hinaus  construirt, 
so  bezeichnet 

3)  die  Fnffertmng  C^iS^  eines  jeden  Punktes  tf^'  tlerseibeti 
von  der  Ordinatcnaxe  den  reellen  Theil  der  beiden  imagi- 
nären Wurzeln  [3.  IL]. 

Denkt  man  sich,  Taf.  IX,  Fig.  46.,  fiSr     >  4^, 

4)  die  Halbirungscurve  der  kScbeitel  so  weit  fortgesetzt,  bis 
sie  die  Ordinatenaxe  schneidet,  so  wird: 

daiier  Ü^Ao  =  C 

und  es  ist  in  diesem  Falle  der  reelle  Theil  — II  der  beiden  ima« 
ginSren  Wurzeln  gleich  Null,  nämlich: 

Denkt  man  sich 

tS)  Die  Halbirungscurve  der  Scheitel  über  ihren  Schneidungs« 
punkt  mit  der  Ordinatenaxe  weiter  fortgesetzt,  so  vrerden  die 
Entfernungen  A^fi^  ihrer  Punkte  <^''  von  der  Ordinatenaxe  eine 

I 
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entgegengesetzte  Lage  haben,  d.  b.  es  wird  deV  erste  Theil  der 
beiden  imaginären  Wurzeln  positiv. 

188. 

Wählt  man,  Taf.  VIII-  Fig.  45.,  den  oberen  Scheitelpunkt  S'' 
als  Anfangspuolct  der  Coordioaten,  also  die  obere  Scheitel -Tan- 
gente als  Abscissenaxe,  und  setzt  ein  beliebiges  Stück  derselben : 

1) 

lällt  durch  den  Endpunkt  U  desselben  eine  Senkrechte  (Hl,  welche 
die  Halbiningscurve  der  Scheitel  in  dem  Punkte  (?  schneidet,  und 
zieht  durch  diesen  Schneidungspunkt  eino  Parallele  A^i  zur  Ab- 
scissenaxc:  so  ist  das  Stück  ^YV  dieser  Parallelen,  welches  zwi- 
schen der  Il  ilhirungscurve  und  der  Verlängerung  S"W  der  Hübe 
des  ^/jereo  Scheitels  liegt»  nämlich: 

INun  ist: 

3)  ^Ali  =  -'i$W-A  |F=— €IF- 
oder: 

4)  +ii  =  +  tt+ic  f  iVc«-36.  [138.  1)J 

Substitut  ren  wir  diesen  Werth  von  n  in  die  GrOsse  unter  dehi 
Wuizelseichen  der  Formel  [8.  1)J,  so  erbalten  wir: 

5)  2ttc  — 3a2— 6  =  — 3m2_2mVc^~36  = 
oämlicbs 

Es  bezeichnet  also  dieser  Ausdruck  den  zweiten  oder  imaginären 
Theil  der  beiden  imaginären  Wurzeln. 

Es  folgt  für 

'•=0,  oder  »ä|c-|V5»^^, 

wird : 

7)  a2=--6. 

189. 

Bildet  man  sidi  ein,  es  beselebne,  Taf.  VUI.  Fig.  45., 
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—(g^j         imaginäre  Grösse  ±(tV^,   [188.  6)J 

f  so  ist: 

und  es  entspricht  dem  Punkte     die  Gleichling; 

3)  36)C2w)  +2V c«— 36.(2tt)«— (2w)»,  [186.2)] 

in  fveicbom  Ausdrucke  «  eioea  negatiTeu  Werth  hezeicbnet. 

Schreibl  man  ouo  in  der  Gleicbaog  des  oberen  Scbeilelpunk- 
tos  S^*,  nfiraßeb  In: 

4)  _  t  SS—  V  . [145.  4)] 

5)  ±  V      +  2tt  V  c«— 36 .         —  u  anstatt  3: , 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  fttr  den  Punltf  : 

Ö)        «  =  +  (c«— 36)(2ii)+2V^^^36.(2ii)«  +  (2ii)», 

In  welchem  Ausdrucke  u  einen  positiven«  also  entgegengesetzten, 
Werth  bezeichnet. 

Hieraus  folgt: 

7)  dass  sieb  Aber  den  Sefaeitelpnnfct  S^*  des  oberen  Scheitels 

dessen  f .  j  ^nreig  als  ( l"***'^  )        imaginär  fortsetze. 

Vinner  er  /         *       \ausserer/  " 

Analog  findet  sich: 

8)  dass  sich  auch  unter  den  Scheitelpunkt  S*  des  unteren  Schei- 
tels dessen  Q^^^^')  Zweig  als  Ast  imaginär  fort- 
setze,  sowie: 

9)  dass  diese  Aeste  einander  congruent  seien. 

190. 

Zur  Versiniiiicbung  dieser  imaginären  Aeste  kann  man  sich 
vorstellen,  es  seien  die,  dem  Punkte  <f  entsprechenden,  entge* 
gengesetzten  Werthe  <£J  and  oberhalb  und  unterhalb  der 
Constructionsebene,  in  dem  Punkte  <f  errichteten  Senkrechten, 
deren  Horizontal -Projection  der  Punkt  selbst  sei,  und  es  be* 
zeichne  die  durch  den  Punkt  (f  gelegte,  mit  der  Abseissenaxe 
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parallellaufende  Gerade  €^  die  Trace  einer  in  dieser  Geraden 
auf  die  Construetioosebene  seekrecht  errichteten  Ebene. 

Denkt  man  sich  die,  in  dieser  Ebene  liegenden  und  in  eine 
einzige  Gerade  zusammenfailenden  Senkrechten,  and  in 
die  Trace  nmgelegt,  d.  h.  den  Ansdniclr  f  188.  6)]  von  seinem 

imaginären  Faktor  —  1  befreit,  «o  ziehen  wir  zur  V  eisinnlichung 
der  imaginären  Aeste  nur  den  Werth  von 

in  Betracht. 

Theilt  man  nun  die  obere  Scheitel» Tangente  A'*'S"  von  dem 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  aas»  nach  der  negativen  Seite 
bin,  in  Abscissen :  u,  2u,  3u, ....  nu  ab»  erriehtet  in  den  TheilungS" 
punkten  die  senkrechten  Ordinalen  zur  Halbirungscurve  der  Schei* 
tel,  und  zieht  durch  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  Parallelen 
zur  Abscissenaxe,  so  erhält  man  die  beztiglichen  Wertbe  von  <r, 
wenn  man  in  1)  ti»  2tf,  3^» ....  itu  fär  u  anbstitoirt. 

Diese  so  erhaltenen  Wertbe  sind  dann  von  dem  Endpankte 
der  beaüglichen  Ordinaten  rechte  nnd  linke  abantiagen  und  die 
«o  erhaltenen  Endpunkte  durch  eine  stetige  krnmme  Linie  mit 
einander  za  verbinden»  wodurch  eich  die  oberen  imaginären  Aeste 
versinnlichen. 

In  analoger  Weise  ist  zur  VersinnUcbung  der  unteren  imagi* 
n&ren  Aeste  zu  vertahren. 

191. 

Es  ist  die  Zweckmässigkeit  einleuchtend,  den  Werth  von 
«  mOgliclist  klein  su  wählen. 

Setzt  man  u  gleich  dem  mten  Theile  der  Grundlinie  eines 
Scheitelzweiges  der  ursprdnglichen  cnbischen  Linie»  nämlich: 


und  als  zugehörige  Ordinate; 
3)  «A  =  £-.p!£^)V-3*)^3S. 


1) 

SO  ergiebt  sich : 
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192. 

Ist: 

1)  c»  =  36, 

also  der  Parameter  gleich  Mall«  so  gehen  die  Gleichungeo  [140. 
4)«  143.  6)^  m  Ö),  145.  4)]  sämmtlich  Ober  in: 

Da  sich  hierfür  die  Scheitelpankfe  S'  uod  Sf'  in  dem  Mittelpuoicte 
M  vereinigen,  so  Icann  man  sich  auch  vorstelleo,  es  sei  die  con- 
struirte  Linie  dieser  Gleichung  aus  swei  Kusseren  Aesten  in  ibreni 
gemeinschaftlichen  Scheitelpnnlcte  zasammengesetzt. 

Die  GleiciiiHigen  der  Ii albirungscurve  der  üScheitel  [186.  1) 
—  4)]  gehen  sämmtlich  uiüer  iu: 

3)  «5=:-(2a?)» 

und  es  folgt,  wie  [187.  2}]: 

4) 

es  ist  die  Halbirungscurve  der  Scheitel  daher  leicht  an  construireo. 

193. 

Ist  uuu  die  gegebene  Gleichung: 
1)  0=  +  a+~.y  +  ci/2  +  3^»,  [9.8)] 


so  iieiit  die  wrrlilicho  Abscissenaxe  AX  ihrer  construirtetj  Ciirve, 
Taf.  IX.  Fig.  47.,  unterhalb  der  natürlichen  Abscissenaxe  A^X^ 
[133.  4}],  und  wir  haben: 

3)  *  *  =  CJV=5  +  A^A^A9A*  -  «-^ »  [147.  II.  2)] 
also  ist: 

4)  BC^xz=  iV27«— c«,  [192.  2)] 

welche  Darstellung  die  geometrische  Bedeutung  der  reellen  VVur- 
ael  der  Gleichung  [9.  8)]  in  ihrer  zweitheiiigen  Form  nachweist. 

Auf  analoge  Weise,  oder  nach  [192.  4)]  erglebt  sich : 
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und  98  folgt  alsbald  als* erster  Tbeii  der  beideo  andern  Wurxeln: 

6)  —  a  =— il<e  = — ilß  +      —         ^  V  27a— c«. 

Aas  [1Ö8.  6)J  ergiebt  sich  dauu*  weua  «vir  ^  für  u  schreiben: 

7)  « SS  iar  V3 .  V"^ , 
oder: 

Zur  Versinnlichnng  der  imaginSren  Aeste  erhalten  wir  daher: 
und  sind  die  imaginären  Aeste  hiernach  leicht  au  constrniren. 

Ist. 

■ 

1)  ca<36, 

also  der  Parameter  negativ»  so  geht  die  Gleichung  [140.  4)j 
6ber  in: 

2)  »S3i(36— ca).»  +  aH». 

Da  die  eonstruirte  Corvo  dieser  Gleichung  nicht  mit  Scheiteln 
versehen  ist,  so  kann  man  sidi  vorstellen  es  sei  dieselbe  gleichsam 
aus  swei  Aesten  in  den  Endpunkten  eines  und  desselben  Durch- 
messers einer  mit  Scheiteln  versehenen  cubischen  Linie  zusam- 
mengesetzt [149.  10)]. 

Die  Gfeinhung  der  Halliirun^srnrve  der  Scheitel,  (deren  Be- 
ueauuug  wir  beibehalten  ivolieu;  ergtebt  sich>  nach  [Ibö.  1)]: 

3)  *  Ä-^K36— e«)(2«)  -  (2«)» 

und  es  folgt  wieder: 

4)  Brur^^--. 


196. 

Ist,  Tal.  IX.  Fig.  48.,  die  mit  accentuirten  C  bezeichnete  Curve 
die  cubiscbe  Linie  der  Gleichung: 
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und  die  mit  accentuirten  ii  bezeichnete,  die  zugehörige  Ualbirungs- 
curve  der  Scheitel,  .so  ist,  fSlIt  man  von  irgend  einem  Punkte 
der  Haibirun^scurve  eine  Senkrechte  ^XL  auf  die  Horizoutalaxe 
des  Mtttelpuuktea : 

Oders 

Subfltituiren  wir  diesen  Werth  von  •  in  die  Gruase  voter  dam 
WimelzeicheD  der  Formel  [8.  1)]»  so  erhalten  wir: 

DSmIicb: 

oder>  —  (iir  tt  gescbriebeo: 

7)  i:«s=±iv^^*  +  i(36-c»)j«*. 

Es  bezeichnet  aiso  6)  deo  imaginäreii  Theil  der  beiden  ina- 
ginäreo  Wurzeln. 

196. 

Wenn  wir  die  Glelebaogs 

1)  0=— (6c-o)  +  (6  +  c*).je-2c.»«+»»     IJ.  10)] 

in  Betracht  zieficn,  und  in  [140.  13)]  —2c  für  c,  und  +  (6  f  c*) 
für  b  schreiben,  erhalten  wir  aia  Parameter  dieser  Gleichung  1) 
wieder : 

3)  c»— 36. 

Mithin  ist  ihre  cubische  Linie  ideutibcb  mit  der  construirteu 
Gleichung: 

und  beide  unterscheiden  tsicli  nur  in  der  vcrächiedeuuii  Lage  ihrer 
nutüriicben  und  wirklichen  Anfangspunkte  und  Abscissenaxen. 
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Wegeo  des  (^^^J^)  Vorzeichens  des  quadratischen  Glie- 
des liegt  die  natfirliche  Absdssenaxe  der  constralrteo  Gieiehoog 
(?)  «läSb)  S«»'«tel.Ta..6ente,  won  c«<.46. 

dagegen  liegt  die  natfiriicbe  Absciäsenaxe  zwischen  der  ^„„[^j^p^ 
Scheitel  -  Tangente  und  der  Horizontaiaxe  des  Mittelpunictes  wenn 
c*^^f^|,  und  sie  liegt  zwischen  der  Scheitel- Tan- 

gente und  der  Horizontalaxe  des  Mittelpunktes,  wenn  c^>|6  ist 
[1Ö7.  l)-3)], 

197. 

Ist^  Taf.  IX.  Fig.  46., 

1)  ^<^, 

50  ist: 

3)  ^^  =  +  ,=  5*£^,  (,39.1)] 

dagegen  ergiebt  sich  wenn  man  in  derselben  Formel  -'2e  für 
•l-e»  and  Olr  -f  6  schreibt: 


als  Entfernung  der  bezüglichen  natflrlichen  Abscissenazen  von  der 
Uorizentaiaxe  des  Mittelpunktes. 

•  Beide  Absdssenazen  sind  demnach  uro  die  GrOsse: 

4)  A^A-^S^^afs:zq-y^ssibc 
von  einander  entfernt.  * 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

6)  —AM  s|c,  [139.  4)] 

daher  ist  die  äumme  beider  Entfernungen: 

»  7)  +^'ilf+il'ilf  =  i»^4's=+e, 

nnd  es  ergiebt  sich  daher  als  Entfernung  beider  Ordinatenaxen 
von  dem  Mittelpunkte: 

8)  A'M  =  2A'M. 
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Ist  nns  für  Gleichung  [19fK  3)]  die  Ordinate  des  wirklichen 
Anfangspunktes  A  gleich  ««>  M^g*  ^»e  wirkliche  Abscis- 

senaxe  um  diese  Grosse  A^A  unter  dem  natfirlichen  Anfangs- 
punkte A^* 

Nun  ist  für  Gleichung  [106.  1)]  die  Ordinate  des  Anfangs« 
punktes,  oämlicb: 

9)  il0il=-(6c-o). 

d.  h.  sie  liegt  um  diese  Grösse  fiber  dem  natürlichen  Anfangspunkt 
40.  Da  nun: 

10)  (6c-fl)  +  a  =  6c  =  ^  +  4  =        =  A^Aq 

ist«  80  folgt»  dass  die  wirklichen  Ahsclssenaxen  beider  cabiscfaeD 
Linien  eine  einzige  gerade  Linie  S^A  bilden.  &  ist  daher» 
nach  7): 

11)  =  c  =  +  AC^AG^AO',         [185.  7)] 
daher : 

*      L  ilC  =  SiA  —  AC"  ^AC-k^AO=^  w\  w,  j 

12)  ImO  ssMA—AC  ^AC^AC^^wi-wA  (2.1 
(  MC  ^MA-AC  =silC  +  ilC"  =  i+i,\ 

« 

198. 

Ist: 

1)  bc  =  a, 

d.  h.  fölit  die  wirkliche  Ahscissenaxe  mit  der  natfirlichen  susam- 
men»  so  beseichnet: 

3)  *  =— c 

die  reelle  Wursel  der  Gleichung; 

3)  0  =  6c  +  6^  +  c^2-|  3/» 
und:  • 

4)  i|o=Ü, 

die  reelle  Wurzel  der  Gleichung  [196.  1)]. 

Für  diesen  Fall  ist  der  reelle  Theil  der  heidcn  imaginären 
Wurzeln  gleich  Null  [187.  4)J  und  der  imaginäre  Tiieil,  uucli 
[188.  7)] : 
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ö)  +u^~\^^^—b.  [71] 

JU9. 

Ist  [6.] 

so  liegt  die  wirkliche  Ahscisscnaxe  unterhalb  der  nahirJlelien 
Ü^A^y  und  der  reelle  Theil  der  beiden  iraaginäreii  Wurzeln  \si 
positiv  [187.  5)]. 

200. 

Nähert  sieb  die  OrdinMenaxe  il^ilo  Scheitel -Recbtecice, 
aUo  der  natOrüchc  Aofanfrsipunkt  dem  ADfangsponkte  O**  der 
Scheitel,  so  nähert  sich  zugleich  auch  die  Ordtnatenaxe  Ü^JH« 
demselben,  also  der  Anfangspunkt  dem  Endpunkte  C^^  der 
Scheitel.  Heide  V^erriickungen  der  Axen  finden  jedoch  nach 
Massgabe  der  Bedingung  [197.  8)]  statt 

fällt  der  iiatürliciie  Anfangspunkt  A^  mit  dem  Aiilaii£;s|)utikt 
C"  der  JScheif(*!  zusammen,  so  ist  die  Kntieinung  der  Ordinaten- 
axe  A^i^^i  von  dein  Mittelpunkte,  nämlich: 

1)  il'üf'-^Vc«-3A. 

Ist  der  natürliche  Anfangspankt  yf'^  ein  Punkt  des  äusseren  Zwei-  - 
gcs  des  unteren  Scheitels,  so  ist  die  Entfernung 

Schneidet  In  diesem  Falle  die  wirkliche  Abscissenaze  die 
Scheitel  und  liegt  sie  zugleich  oberhalb  der  natfli'lichen,  d.  b.  ist 
das  von  der  Unbekannten  unabhängige  Glied  negativ  [18.^1)];  so 
ist  eine  reelle  Worsel  positiv«  und  die  beiden  andern  sind  nega^ 
tiv,  die  drei  reellen,  auf  die  Ordinatenaze  jH^Üq  besfiglichen  War* 
xeln  aber  sind  positiv. 

Schneidet  die  Ordinatcnaxe  A^A^^  die  cubische  I/mio  in  dem 
unteren  Scheitelpunkte  S'  so  schneidet  sie  die  Ordinateaaxe  Ü^Üo 
in  dem  Endpunkte  C'^'  der  Scheitel. 

Schneidet  die  Ordinatenaxe  Af^Af^  den  inneren  Zweig  diss 
unteren  Sehettels,  so  schneidet  die  Ordinutonaxe  il"iJo  die  obere 
Scheitel linie.    Schneidet  hierbei  zugleich  die  wirkliche  Ab.«^cis 
senaxe  die  Scheitel  unterhalb  der  natürlichen,  ist  also  die  Ordi* 
nate  des  wirklieben  Anfangspunktes  positiv  [21.] ;  so  sind  swei 


Digitized  by  Google 


440      Ei  lies:  Der  pytliagoräUche  Lehrsatz  in  der  Spärih. 

reell«  Wuneln  poeitiv  und  die  dritte  ist  negativ,  und  dasselbe 
i«t  flir  die  drei  aaf  die  OrdtnateoK^e  bezügücheo  reelleo 
Warsein  der  Fall  [23.]. 

Schneidet  aber  hierbei  die  wirkliche  Abscissenaxe  die  Schei- 
tel oberhalb  der  natürliclien,  i:^t  also  die  Ordinate  des  wiriclicheo 
Anfan^TSj  unktes  negativ  [25.J;  so  ist  eine  reelle  Wurzel  positiv 
und  die  beiden  aiidera  sind  negativ.  Von  den  drei  auf  die  Ordi- 
natenaxe  iJ^Ü^  bezüglichen  Wurzeln  aber  sind  entweder  zwei  po- 
sitiv und  eine  negativ,  oder  sie  sind  sämmtÜch  positiv,  u.s.  w.. 

Wir  überlassen  dem  Leeer  die  Ferlaetsung  dieser  Betraeb- 
tungen,  so  wie  die  Fortsetzung  der  geometriscben  Untersncban- 
gen  auf  die  in  dieser  AbtbeUaog  nlc^t  bebanddten  Formeln  der 
verhergebenden  Abtheilungen. 


Der  pythagoräische  Lehrsatz  ia  der  Sphärik* 

Von 

Herrn  J^e«.  Eillea 
in  Nfiaehea* 


In  Sebals's  SphSrik  Bd.  IL  p.  114  findet  sieb  folgender 
Sats  bewiesen: 

„Wenn  man  in  einem  rechtwinkligen  spiiärischen  Dreiecke 
aut  die  Hypotenuse  ein  Perpendikel  fSllt,  so  ist  die  trigonome- 
trische Tangente  jeder  Kathete  die  mittlere  geometrische  Pro- 
portionale Bwiscben  der  trigonometrischen  Tangente  der  ganzen 
Hypotenuse ^vnd  der  trigenemetrischen  Tangente  jenes  Abschnit- 
tes der  Hypotenase,  der  an  der  Katbete  anliegt/' 

Ich  legte  mir  die  Frage  vor,  ob  es  nicht  ein  Analogen  des 
pythagoräiscben  Lebrsatses  tiir  spbSriscbe  recbtwiakUge  Dreiecke 
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g&be,  ood  fand  solches  aof  ähnliche  Weise,  wie  sich  der  pytha- 
goräische  Lehraats  ans  der  äholichen  Eigenschalt  ebener  recht, 
winkliger  Dreiecke  ableiten  ISsst. 

Bezeichnet  man  die  Hypotenuse  mit  c,  die  Katbeten  mit  a 
und  b,  und  die  ihnen  anliegenden  Äbschnitfi?  der  Hypotenuse 
bezügitcb  mit  a'  und  b',  ao  ist  dem  erwähnten  äatze  zufolge: 

tg«as=tgc.tgaM 

tg«6  =  tgc.tg6'r 

I.  Sind  die  an  der  Hypotenuse  anliegenden  Winkel  gleich- 
artig» so  ist: 

fl'  +  6'  =  c. 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (1),  so  wird: 

tg  2a  +  tg  26  =  tg  c .  (tg  a'  +  tg  6').  (2) 

Maltiplialrt  man  die  Gleichungen  (I)  und  snbtrahirt  das  Produkt 
von  tg*c»  so  wird:- 

tg*c— tgao.tg«6.=  tg«c.(l  — tgo'.tgöO.  (3) 

Dividirt  man  die  Gleichung  (2)  durch  die  Gleichung  (3),  so  wird: 

woraus: 

tg«ii+tg«6 +tg««.tg^  =  tg^c 

folgt. 

II.  Sind  die  der  Hypotenuse  anliegenden  Winkel  ungleich- 
artige ist  also        stumpf,  dagegen        spits,  so  ist: 

Snbtrahirt  man  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (!)•  so  wicd 

tg*«— tg«6  =  tgc.(tga'  -tg6').  (20 
Addirt  man  das  Produkt  der  Gleichungen  (J)  zu  tg'c,  so  wird: 

tg  2c  +  tg«a.tg«6  =  tg  *c.  (l  +  tg  o' .  tg  6').  (3') 
Daher  wird  durch  Division: 

tgV-|-tg»o.tg^6  ""tgc^^^" 
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rolglich  wird 

tgaa  =  tg2c  I  Ig26+tg2a.tg«6. 

Es  spaltet  sich  also  in  der  Sphärik  der  pythagoräische  Lehr- 
satz in  die  Tolgenden  zwei  Sätze: 

1)  Sind  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  die 
Winkel  an  der  Hypotenuse  gleichartig,  SO  ist  das  Qaadrat  der 
trigonometrischen  Tangente  der  Hypotenuse  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  trigonometrischen  Tangenten  der  beiden  Kathe- 
ten vermehrt  nm  das  Produkt  der  Quadrate  der  trigonometrischen 
Tangenten  der  Katheten. 

2)  Sind  die  an  der  Hypotenuse  nTilingendcn  Winkel  ungleich- 
artig, so  ist  das^uadratder  trigonometrischen  Tangente  der 
dem  stumpfen  Winkel  gege'riutrefU^^cnclc  Katheten  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  tri^onometrisctilNi^^i"?^^  Hypo- 
tenuse und  der  anderen  Kathete  vermehrt  miK  ^'«^^  Proiluki  aus 
den  Quadraten  der  trigonometri«cheo  Tangenten  n^^J^*^^  Katheten. 

Zn  bemerken  ist^  dass  ich  unter  rechtwinkligen  ^f^^^'^^^^*^ 
Dreiecken  mit  Schulz  nur  solche  verstehe»  in  denenNiJ*' 
Winkel  ein  rechter  ist. 

Ich  glaube,  dass  dieser  Satz  wenigstens  nicht  allgemein 
kannt  ist,  indem  er  sich  sonst  ganz  gewiss  in  dem  vortrefiliclJ^" 
Werke  über  SphUrik  von  .Schulz  linden  würde.    Auch  niöchiiip 
es  vielleicht  möglich  sein,   mittels  dieses  Satzes  manche  ISätz^p 
der  Planimetrie,  die  durch  den  pythagoräischen  Lehrsatz  erwi^ 
sen  werden,  auf  die  Sphärik  überzutragen;  und  es  wäre  in  diese» 
Beziehung  wohl  wanschenswerth,  in  der  Sphärik  ähnliche  Erweil 
terungen  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  aof  andere  Dreieck^ 
zu  haben,  wie  man  sie  in  der  Planimetrie  hat.  *  \ 
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Theorie  der  Aeqaiyalenien. 
dem  Heraosgeber. 


BSlnleftnnip. 

Jeder  Mathematiker  kennt  die  Rolle,  welche  gegenwärtig  die 
sotten  an  Tito  laterale  Erweiterung  des  Zahlengebiets  in  unserer 
Wissenschaft  spielt,  nnd  weiss,  dass  eine  gewisse  Dnnkelheit, 
von  der  jedenfalls  die  von  Alters  her  übliche  Darstellringsweise 
der  Lehre  von  den  sogenannten  iniaginnren  Grössen  nicht  freizu- 
sprechen ist,  einem  der  »rfissfen  Geonieter  aller  Zeiten  zu  der 
£infQhrung  dieser  lateralen  Erweiterung  des  Zaliicni^^chiels  in  die 
Wissenschaft  die  erste  nnd  nächste  Veranlassung  gegeben  hat. 
Ob  nun  aber  die  Lehre  von  den  sogenannten  lateralen  Zahlen  — 
welche  lieicitbnungsweise  ich  für  jetzt  absichtlich  gebrauchen 
"ill  — .,  die  2ur  Ersetzung  der  imaginären  Grössen  bestimmt  sind, 
^wohl  an  «Ich,  als  auch  mit  ihren  weiteren  Consequenzen  in 
er  FanctionenMre  und  der  höheren  Mathematik  überhaupt,  be- 
reits 60  weh  ansgebildet  worden  ist,  dass  sie  ganz  diejenige  Klar- 
beit  and  Bestimmthdt  besitzt,  welche  man  namentlich  datm  nolh- 
wendig  forderii  mnss,  wenn  eine  solche  neue  Lehre  in  den  mathe- 
matischoD  Unterriebt  ohne  Weiteres  eingeführt  werden  soll,  ist 
eine  Frage,  welche  sa  beantworten  einestbeils  hier  (lir  jetzt  über- 
,  faanpt  nicht  der  Ort  ist,  nnd  deren  Beantwortung  andemthoils 
%0rteningen  notbwendig  machen  wfirde,  an  die  man,  wenn  sie 
erspriesslich  sein  sollten»  doch  auletzt  die  Forderung  einer  wei- 
teren Aufklärung  und,  fi^o  möglich,  völlig  strengen,  keinem  weiteren 
*     Zweifel  Raum  lassenden  Begrundong  nnd  Darstellung  des  ganzen 
fraglichen  Gegenstandes  stellen  mfisste.  Ich  will  hier  für  Jefot 
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nur  80  viel  aagen»  und  halte  dies  nicht  nobemerkt  zu  laseen 

für  nSthig,  dass  nach  meiner  Erfahrung  man,  vorzugsweise 
in  Deotschlatid ,  in  Schriften  oder  auch  bei  anderen  Gelegenheiten 
von  Leuten,  die  sich  Mathematiker  nennen,  deren  mathematische 
Einsichten  aber  freilich  oft  nur  noch  auf  der  Oberfläche  über 
einem  ziemlich  unsicheren  Grunde  schwimmen  oder  vielmehr  lavi- 
ren,  in  gegenwärtiger  Zeit  gerade  über  de  n  fraglichen  Gegen - 
stand  buchst  absonderliche  Dinge  äussern  und  aussprißchen  hört, 
die  selbst  oft  für  neue  Erfindun£^en  izohaltiMi  werden,  namentlich 
aber  dann,  wenn  sie  hei  dem  Untenh  fite  solcher  jungen  l^eute, 
die  als  erste  Anfänt^er  in  die  Pforten  der  höheren  Mathematik 
einzufreten  versuchen,  lienutzt  werden,  nur  zu  deren  totaler  Ver- 
wirrung tüliK'ii  können  und  müssen,  eine  Bemerkung,  welche  man 
in  einer  Zeitschrift,  die  hauptsächlich  auch  der  Förderung  des 
mathematischen  Unterriebt«  gewidmet  sein  soll,  wohl  verzeibltcli 
ünden  wird. 

Ich  selbst  habe  fiber  den  hier  besprochenen  Gegenstand,  ob- 
gleich seit  vielen  Jahren  eifrig  mit  demselhei)  beschäftigt,  bis  jetzt 
gar  nichts  verüffentlicht,  sondern  habe  mich  im  Archive  auf  die 
Hittbeilung  fremder,  mir  gutigst  eingesandter  Arbeiten  über  den- 
selben beschränkt,  denen  ich  imn)er  besonders  gern  einen  Platz 
in  dieser  Zeitschrift  eingeräumt  habe,  wovon  ich  auch  fernerhin 
nicht  abweichen  werde.  Die  vorher  erwMhnten  Erfahrntigcn  und 
andere  Grunde  veranlassen  mich  aber  jetzt,  nach  und  nach,  u  cnn  <^G' 
raüe  der  Raum  nicht  durch  andere,  insbesondere  treimle  Arbeiten 
in  Anspruch  genommen  wird,  die  Resultate  meiner  Arbeiten  über  • 
den  fraglichen  Gegenstand  im  Archive  niit/Aitheilen  und  meine 
Ansichten  über  denselben  darin  niederzulegen,  indem  ich  jetzt 
mit  der  vorliegenden  und  der  an  diese  in  gewisser  Rücksicht 
sich  anschliessenden  nächst  folgenden  Abliandlung  den  Anfang 
nuiche,  dabei  aljer  socieich  ihier  ausdnirklich  bemerke,  dass 
der  Inhalt  dieser  beiden  Abhandlungen  /.nai  uicbt  unmittelbar  die 
sogenannten  lateralen  Grüssen  angelit,  aber  doch  insofern  zu  den- 
selben in  näherer  Beziehung  steht,  weil  durch  die  in  der  vorliegenden 
Abhandlong  enfwiekelte  Theorie  eben  auch  der  Gebraueh  der  8e* 
genannten«  allerdings  immer  in  ein  gewisses  Dunkel  gebOllten 
imaginären  Grossen  in  . völlig  strenger  Weise  ersetzt,  und  dordb 
die  nächst  folgende  Abhandlung  sogleich  eine  bemerkenswerthe 
Anwendung  dieser  Theorie  geliefert  werden  soll. 

Unter  dem  Namen  .»Quantites  ge  om  r  f  ri  ques"  hat  auch 
Cauchy,  dessen  Klarheit  und  unvcrgleiehlicbe  iStrenge  hei  analyti- 
schen Ihitersucbungen  wohl  schwerlich  fenials  ühertroffen  werden 
wird,  mehrere  sehr  werthvolie  Abhandlungen  über  die  unter  dem 


Digitized  by  Google 


*  ■  ■  ^ 


Grunert:  Theorie  der  Aeguipalensten.  445 

I 

Namen  imftginlre,  umnOgiich^'oder  efngoblldet«  Gröss«« 
beJ[aii]iteD  alteo  Freonde  der  Metbematiker  geliefert  Noch  vor- 
her aber.  Jedoch  in  demaelben  Bande  der  ao  vieles  SchOne  ent* 
haltenden:  „Ezercicea  d'Analyse  et  de  Phyalqne  mathtf- 
matique.  Tome  IV.  Paria.  1847/'  bat  er  in  der  AbbandloDg: 
„Memoire  surla  Theorie  dea  ^qnivalencee  algtfhriqnea, 
Substitute  a  ia  Theorie  des  imagioaires"  die  Theorie  und 
den  Gehraach  der  imaginären  Grusseo  durch  die  »»Theorie  des 
^qoivalences'*,  ^ofur  ich  mich  im  Fönendes  des  Wortes 
„Äeqatvaienzen'*  bedienen  werde,  zu  ersetzen  versucht,  und 
zwar  nach  meiner  Meinung,  wenn  auch  nicht  in  solcher  Allgemein- 
heit wie  durch  die  „Quantitts  g^ometriques",  doch  in  einer 
so  schonen,  völlig  elementaren  und  so  strengen  Weise,  dass  ich 
schon  seit  längerer  Zeit  dieser  bei  vielen  analytischen  Unter- 
suchungen mit  dem  grr»ssten  iSntzen  in  Anwendung  zn  Ijringenden 
Theorie,  die  von  ihrem  berühmten  UrhebeT  indess  mehr  skizzirt 
als  völlig  ausgeführt  worden  ist,  meine  Aufmerksamkeit  gewidmet 
und  (lioRpIhe  weiter  auszuführen  und  auszubilden  gesucht  habe. 
Es  ist  meine  vollkommene  üeberzeugung,  dass  diese  in  ihrer 
Grundidee  und  ihren  Grundlagen  ganz  von  Cauchy  herrührende 
und  ihm  allein  gehörende  Jheorie  in  jeder  Beziehunir  verdient, 
in  die  Wissenschaft  und  namentlich  aach  im  den  maÜieiUüiLuchen 
Unterricht  eingeüiiirt  und  aufgenommen  zu  werden,  und  ich  werde 
mir  daher  zunächst  erlauben,  derselben  einige  Abhaudiungen,  deren 
Anfang  diese  und  die  nächst  folgende  Abhandlung  bilden,  im 
Archive  zu  widmen. 


i  >• 

Allgemeine  Voraassetsang. 

Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Zeichen  bedeuten  ganse 
rationale  algebraische  FüncMonen  einer  gevrieeen  GrGsse»  'die  wir 
im  Allgemeinen  durch  t  beaelcbnen  werden ,  eenetante  GKfssen 
natfirlich  nicht  ansgesdilosaen»  welche  als  ganse 'rationale  alge- 
braische Functionen  des  Oten  Grades  von  i  an  betrachten  sind; 
und  wenn  Im  Folgenden  von  Grossen  gesprochen  wird»  so  sollen 
darunter  immer  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von  i  mit 
Einschluss  constanter  GrOssen  verstanden  werden.  Die  durch  i  be- 
zeichnete Grösse  bat  man  als  eine  ganz  allgemeine,  jedoch  völlig 
bestimmte  Grosse  aufzufassen,  der  jeder  beliebige  bestimmte 
Weclh  beigelegt  werden  kann,  se  dass  also  im  Folgenden  alle 

29* 
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Sätze  anabbängig  von  bettioimteD  WertheD  Ton  t  oder  ffir  jedes 
t  gültig  sind. 


§2. 

WMUMrvm^*  Zwei  Gr&aeen  belesen  äquivalent  oder  ein- 
ander äquivalent«  wenn,  natfirlich  in  algebralecber  AufTaeeang^ 
ihre  Differeas  darcb  l-^^*  <*bne  Rest  tbeilbar  Ist»  oder  wenn 
l+t^  tn  Ibrer  Differenz  aufgebt;  awei  GrOeeen  dagegen«  welche 
nicht  In  einer  aolcben  Beslebaog  an  einander  ateheo,  deren  Diffe» 
renz  also,  natürlich  in  algebraischer  Auffassung,  durch  1  -f-  nicht 
ohne  Rest  theilbar  ist,  oder  in  deren  Differenz  1  -f-  nicht  auf- 
geht, heissen  inäqnivalent  oder  einander  inäquivalent. 

Dass  zwei  Grossen  äquivalent  sind,  soll  durch  das  zwischen 
ihre  Symbole  gesetzte  Zeichen  bezeichnet  werden;  sind  alao 
zwei  durch  P  und  Q  bezeichnete  Grössen  äquivalent,  so  wird 
dieses  Verhalten  dnr^ 

Q 

w 

beieichnet,  ein  solcher  sjrmbolischer  Ausdruck  heisst  fiberbhnpt 
eine  Aequivalena,  und  wird  gelesen:  „P  äquivalent  Q". 

Dass  zwei  Grössen  inäquivalent  sind,  soil  durch  das  zwischen 
ihre  Symbole  gesetzte  Zeichen  ^  bezeichnet  werden;  sind  also 
awei  durch  P  und  Q  bezeichnete  Grössen  inäquivalent,  so  wird 
dieses  Verhalten  durch 

heselehnet,  ein  solcher  symbolischer  Ausdruck  belsst  flherhanpt 
eine  Inäqulvalens»  und  wird  gelesen:      inäquivalent  Q". 

Anmerkung.  Man  wird  hierbei  au  den  Begriff  der  Zahlen- 
congruenz  in  der  Zablenlebre  und  an  deren  bekanntes  Zeichen  den- 
ken, hat  aber  zu  beachten,  dass  hier,  in  der  Theorie  der  Aequiva- 
lenzen  und  Inäquivalenzen,  •  die  Auffassungsweise  eine  durchaus 
algebraische  ist,  so  dass  also  keiuesweges  Beides  auf  ein  und 
Dasselbe  hinauskommt 

MnMm^  1.  Zwei  gleiche  GrSsaen  sind  immer  äqui- 
valent, oder  aua  P^Q  folgt  immer; 
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Denn  woil  P=Q  ist,  so  ist  Q=0,  also  natürlich  P—Q 
dmli  ]>f»*  ohne  Rest  theilbar,  und  daher  nach  §.  2. 

w.  s.  b.  w. 

2.  Jede  Grösse  ist  also  immer  sich  selbst  äquiva- 
lent, oder  es  ist  immer: 

3.  Wenn  P^Qisi,  so  Ut  immer  auch  — P:s:£~-Q. 

Denn  weil  P^-^Q  ist,  so  Ist  nach  (.  3.  die  Differeoz 

durch  I-ft*  ohne  Rest  theilbar;  also  ist  offenbar  auch  ~(P— 
r=(— durch  oiroe  Rost  theilbar,  nnd  daher 

nach  {.  2. 

w.  z.  b.  w. 

4.  Wenn  Pc^^Q  ist,  so  ist  immer  auch  --P^  —  Q. 

Denn  weil  P  Q  ist,  so  geht  nach  $.  2.  die  Grosse  1  -|-  i* 
in  der  Differenz  P'^Q  nicht  auf  oder  diese  Differenz  ist  durch 
1-1- i*  nicht  ebne  Rest  theilbar^  also  Irt  offenbar  aneb  -^(P-rQ) 
=s(— (--Q)  dorcb  1  + nicht  ebne  Rest  tbellbar,  und  daber 
nach  }  3, 

^P^^Q, 

w,  z.  b.  w. 

5.  Wenn  zwiscben  den  von  I  nnabb&ngigen  and  in- 
sofern also  Constanten  GrOssen  P  und  Q  die  Aeqoiva- 
lenz 

P^Q 

Statt  findet,  so  Ist 

P=e 

Wäre  nicht  P=:Q,  also  nicht  — Q=0,  so  wäre  die  con- 
stante  Differenz  P — Q  durch  nicht  ohne  Rest  theilbar,  es 

wäre  also  nach  $.  2. 

Pi=^Q, 
was  gegen  die  Voraussetzung 

P^sälQ 

streitet;  daber  ist 
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I 

P=Q, 

w.  z.  b.  w. 

6.  An«  der  InSqaivalens 

folgt  immer 

P  pngleich  Q. 

Wäre  P=<^  und  also  <^-^0,  so  wäre  P—  Q  durch  l  +  T^ 
ohoe  Rest  tbeiibar,  also  nach  §.  2. 

was  gegen  die  Voraussetzung 

PcüQ 

streitet;  daher  kann  nicht  P=Q,  und  es  muss  folglich 

P  angleich 

ei0lD,  w.  s:  b.  w. 
.   Aeluniate«  Wene  gleichseitig 

P=i2+J»(l  +  i«)  und  (^rrÄ  +  ^rO  +  •*) 

gesetst  werdeD  kann,  so  ist: 

Beweis.  Well  nsch  der  Vorausseteuog  gleichzeitig 

P=Ä+p(l  +  i^)  und  Q=ß+«f(l+i*) 
gesetst  werden  kann»  so  ist 

p_Q=(p-^)(H-i*). 
also  P— Q  durch         ohMsRest  thellbar,  und  daher  nach  §.  2. 

w.  z.  b.  w. 

§.  5. 

Aielirsatz.    Wenn  niemals  gleichzeitig 

P^H^piX-^i^)  und  <?=:i2+^(l+<?) 
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geaetst  worden  kann»  so  ist 

Beweis.  Man  setse: 

wo  r  den  bei  der  Division  von  P  durch  bleibenden  Rest 

und  also  eine  ganze  rationale  algebraische  Functioo  von  i  bezeich« 
net,  weiche  höchstens  Tom  Isten  Grade  ist  Ebenso  setze  man: 

ö  =  r'  +  ^(H-i«), 

wo  r'  den  bei  der  Division  von  Q  durch  bleibenden  Rest 

und  also  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  i  be- 
zeichnet, welche  höchstens  vom  Isten  Grade  ist.  Also  ist 

P-a«r-r'+(|i~^)(I  +  i«), 

and  weil  nun  nach  der  Voranssetznng  niemals  gleichseitig 

P^R^p{l  +  i^)  und  Q=ß  +  y(l+i«) 

gesetzt  werden  kann,  so  können  im  Vorhergebenden  die  Grössen 
r  und  r'  nicht  einander  gleich  sein,  und  es  ist  also  r— r'  eine 
nicht  verschwindende  ganze  rationale  algebraische  Function 
von  r,  welche  höchstens  vom  Iston  Crade  ist,  %veil  nach  dem 
Vorherijohrndpn  r  nnd  r'  von  keinem  höheren  Grade  siod.  Wegen 
der  obigen  Gicichung; 

P-  Q^r-f^  +  (p  _  ^)  (1  ^  <i) 

ist  also  die  ganze  raticmale  algebraische  Function  r — r',  welche 
höchstens  vom  Isten  Grade  ist,  der  bei  der  Division  von  P — Q 
durch  l  +  i*  bleibende  Rest,  nnd  da  dieser  Rest,  wie  "Ir  s<»  eben 
sahen,  nicht  verschwindi  u  so  geht  1  -f  P  in  P — Q  nicht  auf  oder 
P — Q  ist  durch  1-f  oicbt  ohne  Rest  theilbar»  folglich  ist  nach 
§.  2. 

w.  z.  b«  w.  (. 

S.  6. 

ftielirsAtB.  Wenn  P^Q  ist,  so  läset  sich  jederzeit 
gleichzeitig 

P=:R^p(l-\-i*)  und  QstR-^gil^if) 

setzen.  s 
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Bew^eis.  Liesae  sieh  nlemala  gleichxeifig 

P=ß+p(l+i*)  und  ,Q  =  72+^(1  +  1«) 
aetsen,  so  w&re  oacb  j.  6. 

was  gegeo  die  Voraussetzung 

sireitet;  also  lonss  sich  gleichzeitig 

P^/^+pa-l-i')  und  Q^B^^{\-^i?) 
setsen  lasseo«  w.  z.  b.  w. 

Anmerkung.   Man  kann  hierbei  immer  annehmen ^  dass  die 

ganze  rationale  algebraische  Function  R  von  i  huchstens  vom 
Isten  ürade  sei.  Bezeichnen  nämlich  R  und  R'  die  bei  der 
Division  von  P  und  Q  duicfi  bleibenden  Reste,  so  sind 

die  {ganzen  rationalen  al^eijraLsLfu  n  Functionen  H  und  R'  höch- 
stens vom  Isten  Grade«  und  es  ist: 

P=ft4^p(l+<s)  und  QssJ^^^d+i»), 
also:  \ 

folglich,  weil  R  —  jB'  eben  so  wie  R  und  R*  höchstens  vom 
Isten  Grade  ist,  R  —  R'  der  bei  der  Division  von  P — Q  durch 
l-ft'  bleibende  Rest.  Verschwände  nun  dieser  Rest  nicht,  oder 
wäre  nicht  U  —  =  0  oder  nicht  R  =  R',  so  ginge  I  -f  in 
P — Q  nicht  auf  oder  es  wSre  P—Q  nicht  durch  1 -|- i*  ohne 
Rest  theilbar,  es  wäre  also  nach  {.  2. : 

Pi=^Qi 

was  gegen  die  Voraussetzung  des  Lehrsatzes 

streitet.  Daher  können  R  und  R'  nicht  iin!2:feich  sein,  es  muss 
also  R:^R',  folglich  nach  dem  Obigen  gleichzeitig 

P=Ä+p(l  +  t»)  und  Q9sR^g(l^fl) 

sein,  wo  R  der  bei  der  Division  von  P  und  Q  durch  1  +  blei- 
bende Rest,  also  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von 
i  ist,  deren  Grad  den  Isten  nicht  überschreitet ;  uiui  dasa  R  immer 
als  eine  solche  Function  angenommen  werden  könne,  war  eben 
das,  was  oben  behauptet  wurde. 


« 
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§.  7. 

üelirflatE.   Wenn  P^Q  ist,  6o  lässt  sieb  niemals 
,  '  gleichzeitig 

P=sBi-pa-^P)  und   ««Ä  +  yd-l-i*) 

setzen. 

B»weU.  Li«Me  sieh  gleichseitig 

Pz=z  R-^pil-i-p)    und    Q=ß  +  9(l  +  <^ 

selseii»  so  wire  nsch  §.  4» 

«SS  gegen  die  Voransselziing 

P^Q 

,  streitet  Also  kano  niemals  gleichseitig 

jP=Ä  +  ^(l  +  i-)    uDd    Q=:i2  +  v(l  +  i«) 
gesetst  weiden»  w.  s.  h.  w. 

teltrsate«  Wenn 

ist,  so  ist: 

Beweis.    Weil  nach  der  VoranssetsuAg '     ^  Q  ist,  so 
liest  sich  nach  {.  0.  gleichseitig  setzen : 

Po^/^o+Pod  +  i«)   und    Q  =  Äo  +  9(l  +  i«); 

und  weil  nach  der  Voraussetmog  Pi  Q  ist,  so  lässt  sich  . 
naeh  §.  6.  gleichseitig  setzen :  ^ 

/>i  =  Ä^+;?i(l+i2)    und  Q=:Äi-fy'a+»*). 

Also  isti 

0  =  J^>-Äi  + (9-^0(1 + 
folglich  durch  Subtraction:  ^ 
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woraus  sieb  efgiebt,  das«  Po— A  dorch  1+»^  ohne  Rest  theil- 
b«r,  also  nacb  §.  2,  * 

i'o  isi  /Ii 

isty     B.  b.  w. 

§.  9. 

SoBSte«  1?V0D11 
ist,  so  ist  ancb: 

"o  —  Pf 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

ist,  so  ist  nacb  }.8. 

ood  wdl  DUO  nach  der  Voranssetsung  auch 

ist,  so  ist  nacb  §.8. 

^  Po  —  Pi » 

f».  s.  b.  w. 

§wlO. 

IielirMita.  Wenn 

PoisiOa.  Pii==iQi.  P«i==iet,....P«-i^Q«-i 
ist,  so  Ist! 

Po+ A  +P»+    •  •  +        —  ^0+  <?i  +  •  •  +  Ön-i 

Beweis.  Wegen  der  Vomiissetzung  llsst  sieb  nacb  j.  6. 
gleiebzeitig  setsen : 

Po  =  ^^o+P,o(l+i*)   und   öo  =  ^*o  +  9o(l  +  i^)> 

O.  8.  W. 
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«Iso  ist:  _  ^ 

=  /?o+     +        .    +  Rn-i  +  (/'o+J^i  ••••  +»^) 

und 

= jii, + Äi +....+ + («Fo+ft «'»-oa 

folglich  nach  §.  4. 

W.  Z.  h.  V7. 

§.  11. 

lie1iM«te«  Wenn 
ist,  sa  Ist: 

Beweis.  Wegen  der  Voraussetzung  lässt  sich  nach  §.  6. 
gleichzeitig  setzen: 

also  ist: 

folglich  Dach  4.: 

XielirflatB»  Wenn 

ist,  so  ist  immer: 

fisweis.  Weil  nach  der  VoravssetraDg 

P:5=iÖ± 
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und  nach  §•  3.  S. 

ist;  so  ist  nach  $.  11.  ood  §.  10. 
alao: 

w,  z.  b.  w. 

S.  13. 

ItfCluMte.  Wenn 
'ist;  so  ist: 

Beweis.  Wegen  der  Voraussetzung  lässt  sich  nach  §.6. 
gleichzeitig  setzen: 

P,  =  Ä,+l?,(l+f«)    „       =  (!+»*); 

also  ist: 

PoPi  =  RoRi  +  (Po«i  +  Pi Ro)  (1  + 1*^  +  PoPi  (1  + 

und  es  lässt  sich  daher  gleichzeitig  setzen: 

•    PoP,  =  JRoßi  +{Foßi+Pißo+/'o/>i(l+<^Kl+^'*). 

loiglicb  ist  nach  {.4.: 

w.  z.  b.  w» 

Anmeri^iing.*  Wenn 

Ist.  sc  Ist  oaffiriich  auch :  * 

älao  nach  dem  Lehisatze: 

PoQt  ^  QoPu 
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was  hier  nur  bevttkt  wiril,  weil  deh  dardi  dieie  Ae^valoos 
die  Aeqiii?alens 

von  der  ns^tfirlich  im  eigentlichen  Sinne  iieioe  Rede  eein 
kenn,  als  ersetzt  betrachten  Ifiest 

14. 

■oMKte.  Wenn  PrssiQ  ist,  so,  ist 

Well  nach  der  Voranssetanng 

und  nach  §.  3.  2. 
ist,  so  ist  nach  §.13. 

UP  ^  UQ, 

w.  z.  b.  w. 

'  §.  15. 

KelmwtB«  Wenn 

Ist»  so  ist: 

PoPtP%  ....  Pn-l  ^  Qo 

Beweis.  Well  nach  der  Voraossetanng 

Po^Qo.  Pi^Qi 

ist.  so  Ist  nach  §.13. 

PoPi^Qi^Qi- 
Hiernach  und  nach  der  Voraussetzung  ist: 

also  nach  §.  13. 

PoPtP^^  QoQiQt- 
Hlemaeh  und  nach  der  Voraussetzung  ist:] 
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also  Dach  §.  13. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  keDO,  ist  Irlar»  und  es  ist 
also  offenbar  allgemein:  ' 

^0^1^%  ••••  ^«-1  —  ^0^1  •••• 

.  w.  8.  b.  w. 

V  ♦ 

§.  16. 

anrate.   Wenn         Q  ist  und  m  eine  positive  ganse 
Zahl  beaei-ehnet,  so  ist: 

isi  Q". 

Kach  der  Voraussetzong  bat  man  die  folgende«  Aequivaleezen : 

P:^Q,  P^Q,  P^Q  P^Q, 

deren  Anaabi  m  sein  mag;  also  ist  nach  §.  15. 

PPP....P^QQQ  Q, 

folglieh,  weil  die  Anaabi  der  Fäctoren  eines  jeden  der  beiden 
Prodoete  m  ist: 

P^  ^  Q"», 

w.  z.  b.  w. 


EielirsAtz.    Wenn  ' 

ist,  so  ist: 
und 

Pi±Po^Qi±  Qq- 
Beweis.  Weil  nach  der  Voranssetcung 

Po^Qo 

ist,  so  ISsst  sieb  nach  §,iL  gleichseitig  setzen:  • 

n  =  i?«  +  ?*o(i+t**)   und  Q^^Roi'qo0^i''h 
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wobei  sich  nach  §.  6.  Anmerkung  zugleich  immer  annehmen 
lässt,  dass  die  Function  /2*o  höchstens  vom  Uten  Gnide  ist» 
was  hier  geschehen  soll.   Weil  ferner  nach  der  Voranseetzung 

ist,  so  lässt  sich  nach  §.  7.  niemals  gieichzeitig 

setzen ;  man  kann  also  nur  gleicbzeftig 

setzen,  wo  niemals  verschwinden  kann,  kann  aber  natürlich 
annehmen,  dass  die  Functionen  und  Ri  ~Y  Ri  hüchstens 
vom  Isten  Grade  sind,  woraus  sich  dann  von  selbst  ergiebt,  dass 
auch  Ri'  höchstens  vom  Isten  Grade  sein  .kann.  Ans  den 
obigen  Gletcbnngen  ergiebt  sieh: 

n±      =  i2o  ±     +(#'oi:|>i)  (1  + 

C?o  +      =  /?o  ±  Äi  db  i?/  +  (fi'oi:7i)a 
uud  könnte  man  nun  gleichaeitig 

PodbP,=Ä+;>(l  +  »*)  nnd  Qo^Qi^R^ 
setzen«  so  wäre  nach  den  vorstehenden  Gleichungen: 

Ä  +  9(1  +    =  Äo±  R^±Rx'  +  {qo±gi)  (i  + 1^) ; 
alflo,  wenn  man  mibtrabirt: 

folglich : 

oder: 

T 12,'  =1  (p-    -  (1^0- Vo)  T  (1^1  -  Vi)  1  (1 + 
Weil        nicht  verschwindet,  so  verschivindet  auch 

nicht,  und  1-f    geht  in  auf,  was  ungereimt  ist,  da  diese  nicht 

verschwindende  jjanze  rationale  algebraische  Function  von  i  höch- 
stens vom  Isten  (jirade  ist.    Also  ist  es  unmöglich,  gleichzeitig 

l»odbPi  =  ß+J>(l+»*)  iind   <?tt±Q,  =  i2+v(l+i«) 


1 
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!■  Mtieii»  oder  es  Itat  sieh  nieiiials  gleiebieitig 

setseo,  woraus  sieb  ssch  $.  S.  die  InSquivalens 

ergiebt.  Dass  ans  der  VoraassetsuDg  des  Satzes  aoeb 

folgt«  rerstebt  sieh  mit  Rffeksicbt  auf  }.  3. 4.  nun  von  selbst,  und, 
der  Sats  ist  daher  TollstilDdig  bewiesen. 

■ 

Bus  Ate.  Wenn 
istf  so  ist  ifluner 

P=tQ,£=-Q. 
Weil  nach  der  Voraussetzung 


und  nach  {.  3.  2« 

ist,  so  ist  nach  {» 17.  . 

P'tQi^Q±QiTQi, 

also : 

w.  s.  b.  w. 

§.  19. 

üelursat«»  Wenn  das  Product  PQ  durch  1  -|- ohoa 
Rest  theilbar  und  der  Factor  P  durch  1  nicht  ohne 
Rest  theilbar  ist»  so  ist  der  Factor  Q  durch  l  +  t^  ohne 
Kest  theilbar. 

Beweis.  Weil  nach  der  Voraussetzung  PQ  durch  l'fi* 
thellhar  ist,  so  kann  man 

1)  />Ö  =  ö(H-i*) 

aetze».  Nun  setze  man 

3)  P«Ä+p(l+»*) 
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und  nehme  an,  dass  die  ganze  rationale  algebraische  Function  R 
hücbstens  vom  Isten  Grade  sei,  wozu  man  natürlich  jederzeit 
berechtigt  i§t;  da  naeh  der  VorameetsuDg  der  Factor  P  durch 
1  -f  nicht  obae  Rest  tfaeilbar  ist»  so  kana  R  olemak  ▼erachwiu- 
dea,  weil  aach  2)»  vreon  dies  der  Fali  wSret  der  Factor  P  dorch 
1  -|-  ^  ohae  Rest  theilbar  sein  würde.   Aas  %  folgt : 

* 

3)  PQ=^RQ^pQi\^i^h 

oad  es  ist  also»  wenn  man  diese  Gleichung  mit  1)  vergleicht: 

also : 

4)   .         =  (5 -pQ)  (!+<•), 

folglich  RQ  durch  1  -f     ohne  Rest  theilbar.   Man  setze  nun : 

5)  Ö  =  +!•»). 

und  ijfhtne  an,  dass  die  ganze  rationale  algebraische  Function  Ri 
liöchstens  vom  Isten  Grade  sei,  wozu  man  natürlich  jederzeit 
berechtigt  ist,  so  ist: 

6)  RQ^  RRi-^ViBil-^i?^, 

also,  wenn  mau  diese  Gleichung  mit  4)  vergleicht: 

folglich : 

7)  Äßi  =  io^pQ-PiR)  (1 

woraus  sich  ergiebt,  dass  RR^  durch  l-f-**  ohae  Rest  theilbar 
ist.  Nach  dem  Obigen  sind  R  und  J2^  im  Allgemeinen  von  der 
Form: 

so  dass  also: 

ÄÄi  =  (a4  6t)(a, +6it) 

=  aoi  +  (af,^  +  bai)i  +  66, 

=  aoi  —  66,  +  {abi  +6o|)i  +  bbi  (1 

folglich : 

ist,  und  es  muss  also,  weil  nach  dem  Obigen 

!  +  <• 

Tlinl  XLIV.  30 
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eine  ganse  'taÜooale  algebraisehe  Fuoction  von  i  ist*  auch 

aai  —  d6|  -f  (o^i  -f-  6ai)»' 

eine  selche  Fanctioo  Von  i  sein';  oder  es  mass 

datch  1-1- P  ohne  Rest  tfaeilbar  sein,  was  offenbar  nur  dann  der 
Fall  sein  kann,  wenn  gleichzeitig 

QQi  —  böi  =  0,   abi  -i-  boi  =  0 

ist»  darch  Erhebung  dieser  Gleichungen  äufs  Qtfadrat  eHiSit  man': 

o»aja  —  ^aba^bi  +  bHi^  =  0, 

also,  wcDo  man  addirt : 

e*(a|«  +  öfi  -I-  6«  (aiH V)  =  ^ 

oder : 

(aH6*)(ai'*  +  6i*)='0. 

Folglich  ist  entweder  a«  +  6«  =  0  oder  «1*+ 6,2  =  0.  Wäre 
a^4-6«sO,  so  wäre  abgesondert  a=0,  6sO;  also  nach  dem 
Obigen 

i2  =  a  +  6t  =  0/ 

was  nicht  der  l  all  sein  kann,  weil  bekanntlich  ß  nicht  verschwin- 
det. Daher  muss  ai«+6i2=0,  also  abgesondert  «i=0,  bi=0; 
folglich  nach  dem  Obigen 

12|  =:  ffi  -I-  bii  ss  0 

sein^  woraus  nach  5)  folgt,  dass  Q  durch  l-fi*  ohne  Rest  theil- 
bar  ist,  w.  z.  h.  w. 

§.  20.  * 

§ 

%wMime*  h  Wenn  das  Product  PQ  durch  iH-i*  ohne 
Rest  theilbar  und  der  Factor  P  eine  nicht  verschwin* 
deride  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
ersten  Grades  Ton  i  oder  eine  nicht  verschwindende 
Constante  ist;  so  ist  Jederzeit  Q.  durch  1+t^  ohne  Rest 
theilbar. 

Weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Factor  P 
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offenbar  durch  1  -f  t*  nicht  ohne  Rest  tbeilbar  ist;  so  fol{(t  die 
RIcbtigkeit  des  Satscf  unmittelbar  aus  §.  19. 

2.  Wenn  durch  l  ^  ohne  Rest  thcilbar  ist,  bo 
ist  P  durch  1  f  i"®  ohne  Rest  theilbar,  oder,  mit  anderen 
Worten,  wenn  P^^O  ist,  so  ist  auch  P:=^0. 

Wenn  P,  als  der  eine  Factor  des  durch  1  rf  ^  ohne  Rest 
tbeilbareo  Products 

P^=:PP,  y 

durch  l-fz'  nicht  ohne  Rest  theilbar  vsSire;  so  raiisste  nach  dem 
Lehrsatze  P,  als  der  andere  Factor  dieses  durch  ohne  Rest 

theilbaren  Products,  durch  ohne  Rest  theilbar  sein.  Bei- 

des widerspricht  sich  einander,  und  es  mnss  also  P  durch 
^hne  Rest  theilbar  sein,  w.  z.  b.  w. 

Wenn  -auch  das  Vorstebeöde  zum  Befreise  des  obigen  Satses 
geniigen  dürfte «  so  wollen  wir  doch,  um  keinen  Zweifel  zu  las* 
'  '  sen,  seinen  Beweis  im  Folgenden  nocb  besonders  dnrcbfiibren, 
weil  dieser  Satz  too  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  P^  dur^h  1  +  ohne  Rest 
theilbar  ist,  so  kann  man 

1)  ,  .  /  ^P*a:5{l+i«) 

setzen.  Nun  setze  man  ferner 

2)  P=Ä+|i(l+i«), 

und  nehme  an,  dass  die  i^anze  rationale  algebraische  Function 
R  höchstens  vom  Isteu  Grade  sei ,  wozu  man  bekanntlich  jeder- 
zeit berechtigt  ist.  Wäre  nu(i  P  (Intdi  1  4  nicht  ohne  Rest 
theilbar«  wie  wir  einmal  annehmen  \^  ollen,  so  könnte  R  niemals 
verschwinden,  weil,  tvenn  dies  der  Fall  wäre,  P  nach  2)  durch 
1  -f  ohne  Rest  theilbar  sein  wurde,  was  gegen  die  Annahme 
Streitet  Aus  2)  folgt: 

s 

3)  P«  =  Ä/>  +  pPil + 1»), 

also  nach  1): 

und  daher 

also,  weil  nach  2) 

RP^sJS^-^pRil^i*) 

80* 
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Ist: 

iZ»  +        -I-  i^)  =  (5  -  pP)  (1 

folglich: 

6>  s=  (ö-.|if»-.pii)(l4.,'a), 

also  durch  l-ft^  ohne^Reat  theilbar.  Nach  dem  Obigen  ist 
nun  im  Allgemeinen 

Ä  =  a  +  bi, 

folglich 
und  daher 

« 

also,  weil  oacb  dem  Vorhergehenden 

eine  ganze  rationale  algebraisdie  Function  ist»  auch 

eine  solche  Function«  oder 

c^  — 62+2a6l 

durch  1*1- i*  ohne  Rest  theilbar,  was  ofilmbar  iinr  dann  der  Fall 
sein  kann,  wenn  gleichzeitig 

Ist  Durch  Erhebung  dieser  Gleichungen  auf's  Quadrat  erhält  man: 

4aH'^        =  0; 

also  durch  Addition: 

a« -I- 2a<^ -1- ft«  s:  (a* -f  ^*)*  0, 

daher  a^  +  62  =  0,  folglich  abgesondert  a  — 0,  h  =  0,  also  nach 
dem  Vorhert^ch enden  /?  =  0,   was  nach  tiein  Obigen  nicht  der 
Fall  seil)  kann.    Dalier  ist  die  Annahme,   dass  P  durch  1  + 1« 
nicht  ohne  Kest  theilbar  sei,  falsch,  und  P  ist  also  durch 
ohne  Rest  theilbar,  w.  2.  b.  w. 
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21. 

Itehr^iatic.    Wen»  P  c::^  Q  uod  JI  durch  !  +  nicht 
obiie  Rest  tbeWbar  ist,  so  ist 

Bewei«.  WSn» 

'    so  wäre  die  Differenz 

durch  1-f  theilbar»  und  es  musste  also«  da  naeh  der  Vmna- 
setzuDg  J7  durch  ]  -f  i>  nicht  theilbar  ist,  nach  §.  19.  die  Diffe* 
rem  dorch  1-f     theilbar»  alse  naefa  (.  S. 

sein,  was  gegen  die  Veraussetsnng 
streitet.  Also  kann  nicht 

sein,  and  es  mass  folglich 

JiPiZi  nQ 


sein«  ir.  z.  b.  w. 


§.  22. 


EiebreatB.  Wen«  UP^UQ  und  J7  dureh  l*f  ^  nieht 

theilbar  ist,  so  ist 

Beweis.  Wäre 

so  wftre,  da  naeh  der  Voransselsang  J7  durch  1  nicht  thejii- 
her  ist;  nadi  }.  21. 

was  gegen  die  Voraussetzung 
streitet.  Daher  luinn  nicht 
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9Wt,  und  es  mnss  also 
sein»  w.    J>.  w,  * 

§.23. 

Xu<?atz.  Die  beiden  vorhergehenden  Sätze  ijcltefi 
o  f  f  0  n  b  a  r  immer,  wenn  II  eine  nicht  verschwindende 
ganze  rationale  algehraische  Function  flfs  ersten  Gra- 
des von  i  oder  ein«  nicht  verschwindende  Copstante  ist. 

FSr  JT= — 1  folgt  also  aus  §.21'.,  dassy  iv>eDD 

ist»  immer  auch  \ 
ist 

§.24. 

Ijelirsatz.    Wenn  ' 
P-^Q-^R-^S^ ....  iss:  17+  F+  FF  +  AT  + 

und 

P^süP',   Q^Q*,  R^Rfl 

V^V,    W^W'r  X^X',   . 

ist;  so  ist  aucb: 

i*'4^'  +  /^'  +  Ä'+....:^C7'+P  +  W'  +  A'+   ' 

Beweis.   Weil  nach  der  Voraussetsnng 

ist,  so  ist  nach  §.  10. 

1)  .  .  .  P+e+i2+S  +  ....::=ii^  +  Q'  +  /2'  +  5'+..,. 
Weil  naeh  der  VoraussetzaDg 

Ü^V,    V^V\  W^W,  X^X\....  ' 
Ist,  so  ist  Dach  §.  10. 

2)  ...  FF+-aC+....isiü'-f  F'+FF'-|.2:'+„. 
NoD  ist  aber  naeh  der  ToraussetBung 
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wegen  der  Gieichangen  1)  und  2)  nach  §.  9. 
w.  z.  b.  w. 

25. 

BiuAtae   1.  Wenn 

# 

tat,  ^  so  ist  natflriich  (§.3.1.)  avch 

folglich  nnter  deD«elbeo  VorattfS^tzungen  wie  im  to* 
rigen  Leiirsaise:  * 

2.  Wfsni^ 
odet  ancli  wenn 

und  wenn  ausserdem 

v^v*,  v^r,  w^w,  iL^x,.... 

ist;  «p  ist: 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Lelursatie  tfnd  dem  70flier<; 
gebenden  Zusätze,  wenn  man  die  Grössen  R,  S,,m»,  vet' 
scliwipden  lässt,  ^nd  bedenkt,  dass  nacb  $.  3.  2. 

ist 

3.  Wenn 

PPt'¥QQi + ÄÄi +Ä-Si + ....    vVt  +  ri^i + wWi-^ÄÄi 

und 

P^P*,  <S:ss::iSS.»; 
Pi-riPi',  Ri^Ri',  S^^S^*,....; 
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•o  wie  anefa 

ü^v,  Fwp,  w^w\  jr^A:,...; 
Oi^Vi*,  FjisiFi',  ifi:5=-fFj'.  ;r,wifi%„.. 

ist;  80  ist: 

Denn  weil  antar  den  Voraussetzungen  des  Satzes  nach  15. 

PPl-:::iP'P^\    Wx^Q^Qi',    RRi>^R'B,%  SSi^S'S,%....; 

isl;  öo  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  §.  24. 

Bemerkung.  Dass  man  hier  nad  in  {. 24.  an  die  Stelle  der 
Zeichen  -|-  aach  die  Zeichen  —  aetien  kann,  ▼ersteht  eich  schon 
naeh  (.  3. 3.  von  eeihst. 

§.  26.  * 

Iiebraate.  Wenn 

^  ^+  K.Ö  +  F,Q«  +  V^Q^  +     +  F.^ 
and  I 

ist;  so  ist  auch: 

tr+  üiP,  +  C^,P,«  +  C7,Pi«  +  ....  +  17«P,« 

Beweis.   Weil  nach  der  Voraossetzung 

ist,  so  lai  nach  §.  16.: 

/^:^P,, 
P*:ä£P,», 

n.  a  w. 

P»:-iPi« 

alao  aaeh  §.  14.: 
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l^HFiiiÄ:  €/,/>!•; 

folglich  nach  f.  IQ,  i 

1)  .  .  ,  .         U,P^  V^P^^  V^P^i^,..,^  ünP^ 

17+  üiP,+  l7,Pi»+         +  ....  +  I7.P,-. 

Weil  ferner  nach  der  Voraussetzung  ^ 
ist,  so  ist  Dach  §.  16.: 

U.  8.  W. 

also  »ach  j.  14.: 

Fisi  F. 
F,Q3  V^Q,\ 

« 

II.  8.  W. 

F»4d"*  w  F«Qi«; 

folglich  nach  $.  10.: 

2)  .  .  .  .  F+FxQ+FaQ«+ F3<?»+.„.+  F«Q« 

Fi<?,  +  F,Q|«+  F,ft»+ ....  +  F^ft". 

Weil  nun  nach  der  VoraussetzuDg 

£/+ 1;,  p+  r7,p«+  i7s   + ....+  VnP^ 

^  F+  F,0  +  FaQ«+  F,<?»+....  +  F«Q« 

ist,  80  ist  wegen  der  GleichuDgen  1)  aod  2)  nach  g.  0. 

^F+FiQi+ F»Q,*+F,Ö,» +  ....+  F«Qi", 
w.  z.  b.  w. 
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* 


§.  27.  • 

S^ttilttB««  1.  Wehn 

17+  t7iP+  t,,f«  f  t/g C7„P» 

4 

i,st^   so  ist  natürlich   ($.3.  1.)  auch 

folglich  unter  denselben  Voraussetzungen  wie  im  vo.« 
vigen  Lehrsatze: 

174-  t^i  /^i  +  ^2^1*+ 17, /»,»+.  ..  +  €7« P,« 
^V^V,Qi+  +  Fa         ....  +  F«A"^ 

2.  Wenn  ' 

* 

oider  auch  wenn 

£7  =  F+  F,  e+  F,^+  F,  Q»+ ....  +  F««*, 
ttnfl  wenn.auBserdem 

ist:  so  ist:  i 

17  w  F+  F,ft+  F.<?,*+  F, +  F.,^1«. 

Dies  foI«>t  unmittelbar  aus  dem  Lehrsatze  und  dem  vorlu  r- 
gehenden  Zusätze,  weno  man  die  Grosse  P  verschwinden  lasst. 

3.  Wenn  liberhaapt  F(/')  eine  ganze  rationale  alge- 
bralBefae  .Fonciion  von  ao  wie  aach  <I>(Q)  eine  ganse 
rationale  algebraische  Function  von  Q>  und 

FiJP)  ^ 

oder  auch  wenn 

und  wenn  dann  ausserdem 

ist;  so  ist  jederseit: 
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Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  Lehrsatze  und  dem  ersten 
Zusätze,  ueun  man  sieb  die  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen 

FiP)  und  ^Q) 

respective  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  von  P  und  Q  ent«^ 
wicÄiett  denkt. 

ibeliMAta«  Wenn  fOr  jedes  i,  aUe  unabbftiigig  von. 
besonderen  Wertben  von  i, 

ist,  und  A,  B;  A%  f  constante  Grössen  sind;.  .so>  ist 

• 

oder  f0r  Jedes  i,  also  unabbängig  von  beeonderen  Wer«/ 
tben  von  f; 

A^Bi=iA^-^»l 

Beweis.  .  Weil  wegen  der  Voraussetzung  nacb  §,  2.  die  Dit- 
ferenz 

(A'tBi)'-(A'-i^B'i) 

oder .  . 

ii  — ^'  +  (B— B0< 

durch  1  +     ohne  Rest  theilbar  ist,  die  Grössen  A,  JJ  und  A\  iSf, 
also  auch  A — A'  und  B — B\  aber  Constanten  sind,  folglich 

A  —  A'-\-{B^B^% 

eine  i»anze  rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades 
von  i  i^t;  so  muss  für  jedes  oder  unabhängig  von  besonderen 
Werthen  von  i, 

sein.  Wftre  nun  nicbt 

ß  =0, 

so  tvilide  aus  der  verstebenden  Gleichling 
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folgen,  wo  der  Broch 

eine  endliche  völlig  bestimmte  Grüsse  ist,  und  es  würde  daher 
nur  für  diesen  einen  vüliig  bestimmten  Werth  der  Grösse  i  die 
Gieichung 

erftillt  sein,  da  wir  doch  aus  dem  Obigeo  imeeD,  dass  diese 
Gleichung  für  jedes  i  oder  unabhingig  von  beetimmten  Werthen 
von  t  erlüiltt  sein  muss.   Daher  ist  es  falsch,  dass  nicht 

B—B 

sei,  und  es  muss  also 

* 

sein,  was  dann  femer  wegen  der  Gleichung 
unmittelbar  so 

-4  -  J  '  =  0 
filhrt.  Es  ist  also  gleichseitig 

oder  gleichseitig 

also  ffir  jedes  i  oder  imabhängig  .von  besonderen  Werthen  von  ii 

A-i-Bi^A'-^B*i, 

w,  z.  b.  vr. 

}.  29. 

Iielirsais.   Für  jede  positive  ganze  Zahl  n  ist: 

ffc^iasS+l,    <^+li=;l+i,    iWisS:--!,  ito-Hw-i 

Beweis*  Wenn  it  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die 
Grösse 

(-  D«  —  i*» 

stets  dnieh  1+1*  obne  Rest  thettbar»  was  auf  feinde  Art  leicht 
bewiesen  weiden  Inon. 

r 

Wenn  »  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ist: 
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(.I)ii-.i>»r=l— j*«, 

lind  wenn  man  nun  die  Grüttse 

I_<i+i»-t-«+  ....  ^.,-»(»-»)_f«{«-i), 

irobei  man  zu  beachte»  hat,  dass  n  —  1  eine  nnsjerade  Zahl  ist, 
mit  1-1- muitiplicirt;  so  erhält  man  aU  Product  die  tirOsse: 

1  _i» + +     +         — fX«-i)  ) 
woraua  aich  also  ergiebt,  dass 

oder  nach  dem  Obigen 

alao  die  Gröaae 

darcb  1  -1-     ohne  Rest  tbeilhar  ist. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist 

und  wenn  man  nun  die  Grosse 

1  ^i»  +  i4_i«  + ....  -~  (»(«-2)  + 

wobei  man  za  beachten  hat,  dasa  1  eine  gerade  Zahl  ist, 
mit  l-fl*  mnitiplictrt ;  so  erhSit  man  als  Predact  die  GrSase: 


j  =  1  + 1*», 


I  _  <2  +  <4_i«  +  ...,^i2(«-2)  -f  ,-«(1.-1)  J 

fporava  sieb  alao  ergiebt»  dass 

ii^Ä  l_i»4.  -  <«4 ....  _  i2(«-»j + 1) 

oder 

folglich  nach  dem  Obigen: 
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daher  die  Gruse» 

durch  l  +  i^  ohne  Ke»t  theiibar  ist. 
Hiernach  isC  iaiso 

( —  1)«  —  i*"»   und  natürlich  -auch        —  (—  1)* 
immer  äorcb  l+i'  ohne  Reet  theiibar,  wie  behauptet  wurde, 

Alsu  ist  nach  §.  2. : 

1)  1)«. 

Nach  §.3.  2.  ist: 

2)  i^i, 

folglich  Ducb  ^.  15.  aus  1)  und  2)  durch  Maltiplicatiott-; 

3)  .  i*^  l)«t. 

Setzt  mau  iii  der  Aequivalenz  J )  die  gerade  Zahl  In  für  n» 
so  erhält  man : 

l*»iS£:(— 1)2«, 

aieo: 

4)  i^i=:H- 1; 

and  setat  man  eben  so  in  der  AequivalettB  3)  die  gerade  Zahl  2i» 
flir  n,  80  erhSit  man: 

also : 

5)   i«»fiw  +  ;. 

Setzt  man  in  der  Aeqiiivaienz  1)  die  ungerade  Zahl  272 -f  1 
für       so  erhält  man: 

jIttfS  w  (- 1)*»+», 

also: 

6)  ,  .  

und  setzt  man  eben  so  in  der  Aeqviralens  3)  die  ungerade  Zahl 
^-f  1  Air  «I,  so  ergiebt  sieh: 


I 
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also: 

7)   w.^  ,-. 

Nacb  4)— 7)  ist  also : 

§30. 

Zusatx.  Setzt  man  in  den  Formeln  des  vorher- 
i;(  hcndcii  Lehrsatzes  für  n  nach  und  nach  die  Zahlen 
0,  1,  2j  3,  4,  5,  6,..,.;  so  erhält  man  dfe  folgenden 
Aequivalenzen : 

t*  >w  —  1 

I  —  *, 

—  2, 

»»  i=i  +  i. 
§.  31. 

dtnlge  AnwesdniMreii  der  allgremeineB  Vheorie  der 

AequivalenKen, 

Wenn  auch  die  nächst  folgende,  an  die  vorliegende  eich  uä« 
mittelbar  anschliessende  Abhandlung  eine  nach  meiner  Meioang 
besonders  nichtige  und  merl^wurdige  Anwendung  der  allgemeinen 
Theorie  der  Aeqoivalenzen,  so  wie  dieselbe  im  Vorhergebenden 
entwickelt  worden  ist,  enthalten  wird:  so  will  ich  doch  schon 
hierauf  einige  einfache  Anwendungen  derselben  aufmerksam  machen. 

1.   Es  sei: 
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Weil  nun  nach  dem  vorhergelienden  Paragrapbeo 
i^isi+l,  t«i=i-l,  i*^i^h 

ist,  ao  folgt  nach  §.  35. 3.  aoa  der  TorateheiideR  Gleicbaog  jeder* 
seit  leieht  die  Aequii^alens : 

ir:^  «0  +  «1 1 — tt»  —  u^i + +  M5/ — Il0 — tif  i + .... , 
alao  die  Aeqnivalenz: 

f(i)  ^«o--«»+tt4— +  ....  +  («i  —  Ka  +  Mft  —  tly  +  ....)  I. 

-  Man  tiraocbt  nSmIich,  um  §.  25.  3,  ancuivenden,  nur 

und,  indem  man  für  «0,  »1,  «a        dieee  aich  seibat  Iqniyalen- 

ten  Gruaaen  aetzt,  (St  i9,  i^,  t*,  i^,  ^,„.,  Ilnka  diese  ateb 
selbst  äquivalenten  GrSasen,  rechte  die  dieaen  Potenzen  äqui- 
valenten Gruasen  -f-I,  -|-*»  '^l*  — +1»  -f  i»  '-If  -*t,....  au 
aetsen. 

2.  Durch  MultipHcation  ergiebt  sich  sogleich: 
folglich  nach  1.: 

(a+/5t)  (y+do  ^  «y-  ß^^ 

3.  Setzt  man  hierin  f=sa,  d=s  —  ^;  ae.  iat: 

=s««+/3«,   a(J  +  lJy  =  0; 

folglich : 

4.  Setzt  man  in  %  (nr  ß,  6  respective  —ß,  —ä;  so  erhält 
man: 

(a— jSi)(y— dt)  i=l  ay— j3d  — (a(5  +  py>i. 

5.  Ava  den  beiden  in  2.  und  4.  erhaltenen  Aequivalenaen: 

(«f— PO  (r— ^0  i=s:  «y  -  /Jd— («d+ftr)l 
folgt  nach  j.  15.  durch  MultipHcation : 

(•^-jW«)(y«-d»^  ^  (fljr— pd)a_(«tf+^)a^. 

Nun  ist  aber  nach  §,  30. 


■ 
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■» 

t*      -  1, 

altiü  nach  §.  27.  3. : 

Weil  nun  aber  die  Grössen  auf  beiden  iSeitcu  des  Zeichens  der 
Aequivalenz  von  >  unabhängig,  insofern  also  constant  sind;  so 
ist  nach  §.  3.  5. : 

6.   Setst  man  in  2. 

asscosa?,  1$  SS  sind?;  yscoay,  dsssiny;  . 
80  erhält  man: 

(cosdr-t-islno?)  (cosy  -|-  »siny) 
^  eon^cony     «in^fsinyf  i(cb8j;8iny-|*vio^6onjf), 

also  nach  der  I  beorie  der  Kreisfunctionen : 

(«00  dr  -f  isla  d;)(cosy    islnsr)  >^  cos    -|-  y) + t«in(;r -f  y)« 

Weil  nun  nach  §.  3.  2. 

4  Inins  ^  cos«  -f  toint 

ist«  >o  ist  nach  §.  15.^ 

(CO«  x-^-  f sin    (cosy    f siny)  (cos  s  H-  ^'tii 
^  ( eos (d! -t-y) -f  tsin {x H-.y) I (eosx-f  fsinz) ; 

nach  dem  vorher  Bewiesenen  ist  aber: 

)  cos  (a;      -1-  isln  (dr +y}  |  (cos  t  -f  Isin  2) 
=  cos  (o:  >K  y -I- 2)  4  ^Bi  n    +  ^ -f  0 » 

also  nach  §.  & 

(cos  dp  H-  isin^)  (cosjf  4  t^siny)  (cosc-f*  «'«ins) 

isii  cos  (jp  +  y  +  z)  + 1  sin  (a;  +  y  +  zX 

Ferner  ist  nach     3b  2. 

cos  Ii  -{-  isin  t(      cos  u  4  t  fiio  u, 

also  nach  }.  16.: 

(cos^  +  isinj;)  (cosy  +  isiny)  (cos2-f  isinz)  (cosM  +  isiu«) 
"is^  {cos(a;-|-3f*f  2)-ht8in(;2:+y-|-2)}(cosu-f  tsinti); 

nach  dem  oben  Bswissensn  ist  aber: 

Tli«U  XLIY,  31 
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{eo«{«H-  ^  +  2)  +  *  sin     +  ^  +     '  (cus  II  \  I  sin  fi) 
i=i  co«(ä +y +        + »«in    +y +«  + Ii), 

alco  oaeb  (.  8. : 

(cos«  -f  iwfkx) (cosy  -l-  tsin^)  (cos2  \  t>in z) (cos  tt  -f  is'>9  «) 

cos  (o? -fy +2 + tt) -f  «sin  (« + y  4 1 -l- 1^* 

Wie  mau  aul  diese  Art  weiter  geben  kann,  ii$t  klar«  und  es 
ist  «Iso  überl^aupt : 

(cosd?  -f  tsino?)  (cos^4  «sin  y)  (cosz  -f-  Isin  2)    (cos  w  -f  isin  ts) 

'      cos  (j:  +  y  +  z  + ....  4- tr)  -f  t  sin (a?  +y  +  z  +  ....  -|-  to). 

7»  Setst  man  in  dieser  lotsteron  Gleichung 

S  y  SS  2  SS  ...  .  SS  w 

und  bezeichoot  die  Anzahl  dieser  Grössen  rlurch  wo  also  n 
eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet»  so  erhält  man  atts  6.  die 
folgende  merkwürdige  Ae^ivalena: 

(cosdf    isiod?)"  ^  cosiu;  -f  Istomtr. 

8.  Wir  woltes«  indem  A  eine  positive  ganze  Zahl  beseichnet: 


und 


^  *  -  o + r:::4  -  r:::6+ ' 

**-i~1.2.3  +  J ....  5  l ....  7  ^  +  ''^  •  1 ....  (2A+ 1) 
setsen;  so  ist  nacli  1.:  .  ■ 

^     X^       X*         x^  .  ,  x^^- 

,ix       x^     '  x^        x^         a.  /    1  1  )  .  ^ 

+  iT"~ro+r::;^""rr7+ •"■'"^""^^  •  i.... (ai+i)!*' 

also  in  der  eingeführten  Bezeichnung: 

Läset  man  nun  X  ln*s  Onendliehe  wachsen,  so  ist  nach  den  Leh- 
ren der  feinen  Aoaiysis  in  fSIl^er  Al^emeleheit: 

LimiSx  =i  «^9  Lim  Cx  =t  eos«»  LiaiSi  sc  sin«; 
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folglich  ist  li&r  ein  in'n  Uoeudlicbe  wachsendes  i  von  der  A«qui< 
Valenz 

die  GrSnsäqaivaienE: 

äetzt  man  bierin  -—x  für  or,  so  erhält  man  die  (^ränzäqui- 
valens : 

**       cos  a:  —  isin  x, 

Atis  den  beiden  vorstehenden  GrSnzSqnivaleDsen  erhäit  man 
nach     10.  und  §.  11.  die  beiden  GrSnsfiquivaleDsen : 

9.  Nach  dem  Binomischen  Lehreatse  fiir  positive  gans^  fc^x- 
ponenten  ist  für  ein  pesitives  ganzes  n  mit  Anwendung  der  ge- 
wöhnlichen Beseicbnong  der  6inoroiai*Coefficienten : 

alao  nach  I. : 

-I-  (n,  a"-!  6 — ^3  ^    a"-*6* —....)  i- 

10.  Setxt  iMUi  in  dieser  Aeqnivalens 

ascoB^r,  6  =  sind»; 

so  wird  diesellje : 

(cos  « + iein  *)•      cos    — coea«-*  sind?* + cos  «•-*sio  «*— .... 
-f  (iti  coes^^  sinsr  ^    coe  jc^-'sln  d»* -1- »5  co8;b»-^  sin  7* . . . 

Nach  7.  ist  aber: 

(cos^r-f-  f  sinx)"  ^  oosii«-|-isiDii:r, 

und  daher,  wenn  man  diese  Aequivalenz  mit  der  vorhergehenden 
vergleicht,  nach  §.8.: 

cosfUE-f  Isinn«      cos«" — cos       sin  a?* +«*  cos  sin 
+     cos««-*siejc— njcosa!*— ■slnaf^+figcosa^-'slna?*.,..)!, 

woraus  sich  nach  §.  2S.  die  beiden  anderweitig  beiiauoten  Gleichungen 

cosjMT  B  cos^'*i%cos«"~*8in^^-|-9^coa  «**-*sin  a:*  — .... , 
sin nae  ssni  co«4!»-*»hi«— «, cosÄ^-'sin«' + cos Ä"*-*sln 

ergeben. 


478  grunert:  ßfeuer  Itewei» 


Neuer  Beweis  eines  wichtigen  und  merkwürdigen 

arithmetischeii  Satses*  , 

Von 

dem  Herausgeber. 


L 

In  der  Möcaniqnc  analytique.  Tome  I!.  Nouvelle 
Edition.  Paris  1815.  p.  216.  konimt  der  folgende  Satz  vor, 
ohne  dass  Lagrairge  einen  eigentlichen  analytischen  Bewein  fUr 
denselben  giebt: 

Wenn 

«•+6»  +c*  =1, 
«1*+ =  1, 

und 

aoi  +6^1  ^cci  =0, 
flta         -l-ctc  =0 

ist;  so  iat  inmer: 

a*+ Ol* + 

+  1, 

und: 
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Auch  in  der  Abhandlung:  Nouvelle  Solution  du  pro- 
bldine  du  niouvement  de  rotation  d'uo  corps  de  figure 
quelconque  qui  n'est  antme  par  aucune  force  accele- 
ratrice,  die  man  in  den  Nouveaux  Memoires  de  I'Acadrf- 
mie  Koyale  des  seien  ces  ei.  belles-lettres.  Annäe 
MDCCLXXlll.  Berlin  MDCCLXXV.  p.  85.  findet,  nacbt  La- 
grange vielfach  von  diesem  wichtigen  uod  merkwürdigen  Satee 
Gebrancfa.  Einen  rein  analytischen  Befreie  deseelben  bat  suerst 
PoieeoD  gegeben  in  der  Gorreapondance  aar  T^cole  im- 
päriale  polytechniqne.  Tome  p rem ier.  Paria  1813.  p.237., 
nachdem  kurz  zuvor  in  demselben  Journal  p.  211.  Monge  einen 
Beweis  gegeben  hatte,  der  an  geometrieebe  Betrachtungen  sich 
anacbiiesat,  an  die  man  bei  diesem  Gegenstande  natfirlicb  sehr 
baid  durch  die  Theorie  der  Verwandlung  der  Coordinaten  erin> 
nert  wird.  Endlich  bat  auch  Gergonne  einen  an  diese  Theorie 
sich  anacbiiessenden  Beweis  In  den  Annales  de  Matbdma-  * 
tiques  pures  et  appliqu^es.  Tome  %IX*  Nismes  1828 
et  1820.  p.  326.— p.  327.  gegeben. 

Ohne  auf  weitere  Erörterungen  hier  mich  einlassen  zu  kön- 
nen, \TilI  ich  doch  nicht  iinferlasseii  zu  bemerken,  dass  die 
eämmtlicben  vorher  erwähnten  Entwickelungen,  selbst  der  rein 
analytische  Beweis  von  Poisson,  wenn  derselbe  auch  von  Ger- 
gonne „une  demonstration  fort  i^legante**  genannt  wird,  nicht 
ausgeschlossen,  mir  Manches  zu  wünsrhen  fibrig  zu  lassen  schei- 
nen. Besonders  aber  scheint  mir  die  iNothwendiglieit  einer  an- 
deren und  neuen  Darstellung  dieses  ganzen  Gegenstandes  in 
Bezug  auf  gewisse  aus  dem  obigen  Satze  zu  ziehende  Conse- 
quenzen,  von  dcueii  späterhin  weiter  die  Bede  sein  wird,  hervor- 
zutreten und  sich  geltend  zu  machen.  Eine  solche  neue  Darstel- 
lung im  Folgenden  zu  geben,  ist  der  Zweck  der  vorliegenden 
Abhandlung»  wobei  ich  gleich  hier  im  Allgemeinen  bemerken  will, 
dass  alte  im  Folgendes  angeRibrten  Paragraphen  sich  ohne  Aus» 
nähme  auf  die  unmittelbar  vorhergehende  Abhandlung  beziehen» 
was  daher  spfiterhin  nicht  weiter  bemerkt  werden  wird. 

IL 

Unter  allen  im  Folgeoden  vorkommenden  Grössen  hat  man 
sich  im  Allgemeinen  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der 
beliebigen  Grosse  t  zu  denken»  wobei  übrigens  natfirlicb  con* 
staute  Grossen  nicht  ausgeschlossen  werden,  und  kann  unter 
dieser  Voraussetzung  dann  aufstellen  folgenden 


» 


Digitized  by  Google 


480  Gruner  Ii   Heuer  Beweis 


Wenn 


ub4 


A«!  4661  -|-C<^1 

Oga  +6^6  +CaC  ::=:iO  ' 
ist;  so  ist  Immer  auch: 

Ulllt  ^ 

CO+  C| Ol  +  CaOa  ^  0. 

Beweis.  Mittelst  gewubnlicher  elementarer  Rechnungen 
überzeugt  man  sich  sehr  leicht  von  der  ganz  allgemeinen  Gültig- 
keit der  folgenden  Gleichungen: 

(«A -ß^if  =    («^+|52  +  y'^)(aiHi?iHyi*) 

-  (««1  +  Wi  +  m)  (««1  +  i^Ä — yyi)» 

— (««1  -I-  ßßi  +  yyi)  C—  ««I  +  ßßi  +  yyi)» 

(y«i  -  «yi)*  =        i^^+y*)  («1*+ 

-  («2 + /S« + y^)  ß,  ^  -  C«,  * + A  •  +  yi 

-  (aai  +  ßßi  +  yyi )  (««i  —  ßßi  +  yyi  )• 

Addirt  man  diese  Gleiebnngen  sn  einander,  so  erb&tt  man  die 
Gleichung: 

=  (i^+iJ^+y»)       A»+yi»)  -  (««1+ ^A+yyi)»- 


e/Jies  wicMgen  tmd  merkwürdigm  orUkmelitekeH  Saises,  4dl 

Ferner  aberzeugt  man  sich  mittelst  geuühnlicher  clementaier 
Rechnungen  auch  sogleich  von  der  ganz  allgemeiuen  Gültigkeit 
der  folgendeo  Gleichungen : 

(l5yi-yiJi)(y«i— «n) 
=  (yA+ft'iX««!  +  m  +yyi)-^r(«i*W+yk*)-An  («U^+y*)- 

We^eii  dieser  Gleichungen  haben  wir  nach  §.  3.  1.  die  fol- 
genden Aequivaienzen : 

A. 

-  («^  +      y*)  yi  *  -  («1*  +      y ,  ^)  f 

-  (««1 + +yyi)(««i — m)» 

(j5yi  -  yjSi)^  ^   («^ + 13* + y*)  («i^  +  ^i''  +  n*) 

-  (««1  +  ßßi  +  yyi)  (~  ««1  +  l^ßi  h  m)> 

-  (««1  +  ßßi  +     (««1  -ßßi  +  yn)- 

B. 

(«ft  -|Ja,)»  +  (^yi  -yA)«  +  (y«i  -  o^yi)* 

i=i    + ^ +1^)  («1* + A* + yi*)  -<««i  ßßi + m)* 

c. 

(«^i-jj«,)(^n-yi3i) 

(l?yi  -  yA)  (y«i  -  «yi)  * 

w       -I-  aß^)  (««i  +  ^i3i+  yy»)  - (aiHi3t*+yi*)-  «1 A  W^Hy*), 

(ytt|  — ttyi)(aA^/'«'i) 

(y^i ^  ^^yi>  C««i+^A+yyi)-i3y («iHAHyi^) - ^,yi  («HPHy*)- 
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Nach  A.  ist: 

— '  (aa,  +  66,  +  cc, )  (~  aoi  |  bb^  f  cci), 

—  (««1 + 66,  +  cc, )  (flöi  —  66i  +  ec, ) ; 
und  weil  nun  aacb  den  Voraussetzungen  des  Satzes: 

ist,  so  bat  man  nach     25.3.  die  folgenden  Aequi?alenzcn ; 

(    (CHI — isi  l — 6»  - 

und  natürlich  unter  den  gemachten  V  oraussetzungen  ganz  eben  so : 

2).    ....    I  (Äi6.2-C,Ä2)«:^l-II,«-ff4» 

und : 

(6ac  —  ca6j'^  i=i:  1  —  «r^« — a^, 
also  ist  nach  §.  10,: 

UDd  folglich  nach  der  allgemeinen  Relation  wenn  man  in  der- 
selbeii  fiBr 
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«>    ß»  Y 

oacb  und  nach^  mpactlTe     '     '  - 
setzt: 

B) 

(a»+aiHat»)(6«+6iH6«*)-(a6+Oi6i+«2Ä«)'  ^  3- -iCcHc, 
(6H6iH6,a)  (cHeiH<%»)  -(*H-ÄtCi+ V»)*  ^  3-2(aHaiHaa»), 
(cHciHea«)(aa+a,Haa*)-(ca+c,ai+Ca«2)2  iai  3-2(6H6iH6.«). 
Setzt  man  der  Kürze  wegen:  ^ 

6) 

=  6*-f'V-l-6a'>        «  =  6c+6|Ci  +  4a«^, 

so  werden  die  vorstehenden  Aequivalenzen : 

[  a^^tt*  ^3-2z, 

7)  \yz  :=-3-2:r, 

Naeh  C.  ist,  wenn  man  f<fir 

«,  Y* 

nach  und  nach  reapective 

üf    b,    e      4ti,  Äi,  C|      «tj  6a« 
Ol,  bt,  Cg      a^,  6ft,  a,  c 

seilt: 

(abi  —  6ai)  (6ci — cbt) 

(coi  —  aci)  {aöi  —  ödi)  " 
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(6|  Ca  —  «1  **)  (ci  öa  —  «1  Ca) 

(ci  «2  —  «1  Ca)  (01*2  —  *i  o^i 

nndl : 

also,  wegen  der  Voraussetzungen  des  Satzes  nach  §.25.3.: 

(abi  ~ boi)  (bci — cbi)  ^  —  co  — c,ai, 
(6ci  — cÄj)  (cfli  ~«Ci)  —  a6  — 016, , 
(cai  — aci)(<i6i — boi)  i=i  —  6c — A^cj ; 

(«1*«— *i«ft)(Äi«s,— C169)      — c,fli  — «aOt* 

(61 C2  —  €1  Äg)  (ci  %  ~  «1  «^2)  ^  ~  6|  —  02^2  > 
(C|  ff 2  —  Ol  C2)  (öl  62  —  bi  «2)  — — ^i^i  ~  62C2 ; 

(ag6  —  6^fl)  (62C— Ca6)      —  Ck*'*^ 

(e^a — a^c)  {a^b  —  b^a)'is^'^  6aC2 — be ; 

folglich  durch  Addition  nach  §.  10. 

(flÄj  —  6«, )  {bci  —  cbi ) 

^«iX^i^Ji— Ci*2)  l        2(cii+eifli  -f  eta^)» 

+  (aj6 — 62«)  (62t! — c^b) 
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-|'(6ic^-ct6^(«iirs'-ai<^)|  2(a6+a,6i+a,64), 

+  (690— Ca6)(c,o— oac)  ' 

(cai— aci)(a6i  —  Aoi)  j 

Mittelst  leichter  Rechnung  fibeneogt  naii  sieb  aber  voa  der 
Ricbtigkeit  der  folgendeo  Relationen: 

(061—601  )(6ci —c6i) 

+  («,  62  —  Ä^oa)  (6,  Ca  — 
+  (026  —  6^0)  (b^c — C26) 
= (ab  -I-  a,  61 + ^«1 + "  (^H^iH- V)  (ca+CiOi+Caa«), 

(dC|  —     )  (ca,  —  oci) 

+  (61 C2  —  c,  Ä-i)  (ci  «2  — 
+  (6aC  —  c^b)  (C90  —  02C) 

*  (cf/i  — ori)(fl6,— 601) 

+  (ci  «a  —    ^'2)  («i  62  —  6i  fla) 
+  (cao  —  oac)  («»6  —  62«) 
Ä(ifo+c,ai+C2iia)(o6+Oi6,H-Oa6a)— (a«+iiiHöa^)(6c+6|Cj+6^,); 

also  nacl»  dem  Vorhergehenden: 

:s=i  —  2(ca+<?iai +c^at), 
(6c + 6iCj  +  6,c,)  (cö  +  C|  a,  +  Czfia)  —  (c«  +  61^+  Cj*)  (06  +  «164  +  0^6^ 

)  (06  +  0461  +  o«6a) — (0«+«,»+«,*)  (6c+6|Ci+ Vi) 

w  —  2  (6c  +  64C4  +  6aCa) ; 

folglicb  nach  §.  12.: 

(a6+fliÄi+%6.)(6c+6iC4+A«Ca)i==iKÄH6iH6,«)-2|(ctt+c,«4+€^ 

(6c+64C4+6,C2)(co+Ci04 +c,aa)     {(c«+C4»+Ca«)  -2j(a6+«i  64 +fla6a). 
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also  naeb  6): 

Iuv  ^  (y— 2)io» 
pw  ::=:Liz -2)u, 

Aus  diesen  Aequivalenzen  8)  folgt  nach  §.  14.: 

«fW  ^  (z  -2)m2^ 

also  nach  §.8.: 
9)  (»—2)«»  w  (y^2)ipi  w  (r—S)««. 

Aus  den  Aequivaleuzen  7)  folgt  nach  §.  12.: 

+2jp  — 3:5=1 

also  nach  §.  14. : 

(* -2)(ay+2x -3)  2=1  (* -2)ii«, 
2)(yj +2*— 3)  :s-l  (af— 2)1»*, 
(y  — +2^  --3)  i-l  (y  -  2)u;*; 

also  wegeo  9)  oacb  §,  9. : 

10) 

(X  -  2)  (yz  +  2a?  -  3)  Jin     -  2)  (ja:  +  2^  -  3)  -1  (i- 2j  (or^  +  2«— 3>, 

80  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Aequivalensen  haben: 

(a;-2)  iyz  +  2a:~3)  ^  (y - 2) (zjr  +  2i^-3), 
(y-2)  («r  +2y-3)  (i-.2)  (jy +2z-3), 
(z  -2)  (arsf +2t  -3)  -1     -  2)     +  2«  -  3) ; 

oder,  wenn  man  die  Producte  entwickelt,  die  folgenden  Aequi- 
raleozen : 

2^z  +  2a:* — 7ar  +  6  i=l  aryz  -  2z«  +  2y«— 7jy  +  6, 
a^z  -  2za;  +  2^*  —  7^^  +  6  ar^z  —  2a;y  +  — 7i  +6, 
a:yz  -2«y  +  2z«-7z  +  ö      a:3f*— 2yz  +2a:*— 7ar  +6; 

au8  •iefi^ii  sich  nach  §.  12.  ferner  uacli  uiui  itach  die  roigeiideii 
Aequivaleiueu  ergeben : 
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— 2^z-f  2a;«— 7a:  ^  ~  2zar  +  2y2— 7y, 
— 2«:+2y  —  7y  -  2a;y  +  2z*  —Iz, 
— 2«y-^-2»*— 7«         ^  +2««— 7«; 

2(5^»-2a)  +2(^ -x)x  -7(y/  -z)  -  0, 
2(z»— ««)  +  2(«  —«)y-7(«-Ä)  w  0; 

also: 

1 2(af  +  y  +  j:)  - 7 1  w  0, 
(y-*){2(ar  +  y  +  i)-7}:-i0, 
(«  -ar)|2(«-fyf  z)— 7)  w  0. 

Nach  dem  au.s  §.  2.  bekannteo  aligemeinen  Begriffe  der  Aequi- 
valeozen  sind  also  die  drei  Prodacte: 

(x-y)|2(a?+y  +  2)-7i, 

(y~«)|2(a:  +  jf  +  i)-7|, 
(f-a:){2(ar  +  y  +  2)-7| 

darcb  l-f-t*  ohoe  Reat  tbailbar.  Wäre  non 

2(a:  +  y  +  z)-7 

durch  1  ohne  Rest  theilbar,  so  wSre  nach  dem  ailgemaiDeo 
B«griffiB  der  Aeqtti?alensen : 

2(ar  +  y  +  z):=l7, 

alao,  wann  man  auf  beiden  Seiten  mit  4  mnltiplieirt,  nacb  §.  14.: 

12)   af  +  y  +  »  w 

Nacb  den  Voransaetinngen  des  Sataea  ist  aber; 

o«  +6«  +c«  1, 

alao>  wenn  man  addirt,  nacb  {.  10.: 

(aHfliH«a*)+(6»  +  6iH V)+  w  3, 

folglich  nacb  6): 

13)  .  .  »  x^^  ^z:sL'd. 

Vergleicbt  man  die  Aeqnivalenaen  12)  nnd  13)  mU  einander»  so 
erbäK  man  nach        die  Aeqvivaleot: 
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was  ferner  za  der  offenbar  ungereimteD  AeqaiTalens 

J-3>-i0  oder  i^O  ^ 
ffibrt  Daher  ist  es  falsch  >  das« 

2(a:  +  y  +  2)— 7 

durch  1-f     ohne  Rest  theilbar  sein  könne,  und  dieee  Grösse  ist 
daher  durch  l^  'i^  nicht  ohne  Rest  theilbar.   Da  Duo  aber  nach  ' 
dem  Obigen  die  Producte: 

(aj-3,){2(;r+t/+2)-7}, 

sämtiitlieh  dttreli  1  -|-     ebne  Rest  theilbar  sind ;  90  sind  Räch 
§.  19.  die  DilFerenien 

sfiiDiDtlich  durch  1  -f  i*  ohne  Rest  theitlmr,  und  nach  dem  allge* 
meinen  Begriffe  der  AeqniTalenzen  ist  also: 

0:2=1^,  y^», 

«der  kürzer: 

14)  ,  •  ^  •  x:=sLy^t. 

Hiernach  ist  also: 

y:sLx, 

folglich,  wenn  man  addirt,  nach  §.  10.: 

Jp  +  y  +  *^3»af» 

also»  weil  wegen  der  Voraussetzungen  des  Satzes  nach  13): 
isty  naeh  {.  8. : 

folglich,  wenn  man  mit  i  auf  beiden  Seiten  moltiplicirt,  nach  (|.  14.: 
folglich  wegen  14)  nach  $.  8. : 
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15)  «isll,    S  —  z^h 

Nacb  §.  14.  and  (.  15.  ist  also  auch : 

l    2a;:==i2,    2^  ^2,  2z:==i2; 
•     •  j  «y>=il,    yj:ail,  sarjsul; 

und  ila  nun  aus  den  A^^oivalenzen  7)  nach  §.  12.  leicht  di»  Aequi« 
valenzep : 

II*  ^  xy  \  22—3, 
„«  w       4-  2a:  —3, 

■ 

folgen ;  so  ist  wegen  16)  nach  §.  25.  2. : 

„2  w  1+2-3, 
1  +  2-3, 
»•iÄl.l +2— 3;  • 

also: 

««^0,    o«i=£0,  ie»:isiO; 

folglich  nach  $.  20.  2.: 

17)  M      0,     r  2=1  0,    I*  ja-i  0. 

Mach  15),  17),  6)  bt  also: 

a*  +  fli*  +  1, 
6«  +  +  1, 
C»  +  Ci*  +  ct*  isl  1 


und 


ab  +  di^i  +  J:^  0» 
Äc  +6ic,  +  AaC^^O, 
ca  +  CiÄi  +  02«»  ^  0; 


ÜL 


Kusats.  Wenn  sämmtliche  Grössen  Constanten 
sind,  d.  b.  als  von  i  unabhängig  betrachtet  werden,  aod 

a*  +6«  +c«  =  1, 

und 
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aai  -{-bbi  •\-cci  j=  0, 

a,öa  +  Äi62  +  CiC,  =  0,  , 

ist»  so  ist: 

-1-026,  =  0, 
6c-|-6,ci  H  6aCa  =  0, 
ca  +  c^oj  -f  c^oi  =  0. 

Wegen  der  Vorauseetsnng  Ist  nSmIich  nach    ^.  L: 

and 

ofli  +^  -fcei 

folglich  nach  dem  Lehrsätze  in  U.: 

6«+6ia+62«  w  1, 

und 

6c  +  61C1  +  6aC2  2^:^  0, 

» 

also«  weil  nach  der  Voranasetsiing  alle  GrOaaen  Constanten  sind, 
naeh  f.  3.  5.: 

6«-f6i«  +  622  =  l, 


und 
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Wen« 


und 


ff,  «2  f  ^1  ''>2  —  ^'i  t*2  0, 
ist;  80  ist  immer  aueh: 

und  . 

^  «6  +  f/i^i  —  «a^a  ^  0, 

6c  f  6iC|  —  62^2  2=1  0, 
ca + cjOi  — c^Of  0. 

Beweis.  Weil  nach  §. 30. 

—  1  ^ 

ist,  so  ist  nacli  §.  14*; 

■ 

lerner:  '  .  . 

—  CC|  :ssl  CCi  <• 
i-r  (d)(c,<). 

Weil  man  nun  die  durch  Hie  Voraussetzung;  des  Satzes  ijegebe- 
nen  Aequivaleozen  offenbar  aul  iolgonde  Art  schreiben  kann: 
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(-«.*) +  (-V)  + «Ja*  ^\ 

und 

(-  «)  (-  ffl)  +  (-  *l)  +  (-  <?c,)  i:^:  0, 
(-fli)  («2»)  +  (M  +  (ci«)ca  i=i  0, 

80  ergeben  sich  wegen  des  Forher  Bewiesenen  nach  §.  25.  2.  die 
folgenden  Aegeivatenzen : 

und  • 

(- a)  (-fli)  +  (-6)  (-M 4  (cO(cit)  w  0, 

Aus  diesen  Aequivalenzen  folgen  aber  nach  dem  in  II.  bewiese- 
nen Lehrsätze  unmittelbar  die  folgenden  Aequivalenzen : 

(-6)2+(-<5',)2  +  (M^i=::l, 
(ci)2    +  ic^if  +  Ca« 


und 


(cO(-a)   4(ciO(-«,)   +ca(öai)  isiO 


oder: 


und 


Weil  nun  aber 
und  folglich: 


—  eüi — Ci  ai  i  +  Cafl»i  i=:C  0. 
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ist;  so  ist,  Indem  mao  'zugleich  in  der  ßfofsten  und  sechsten 
der  sechs  obigen  AequiFalenzen  den  allen  Giioderii  gemeinschaft- 
lichen Factor  —  t  wegtöast,  iras  nach  §.  20.  1.  offenbar  ztilftssig  ist: 


und 


ab  +  «161  —  02^2  0, 
6c + 64  C|  —  b^fi^  >=i  0, 
-  ea-l-Ciai^Csffs  ^0; 


Vf.  a.  b.  w. 


T. 


Biuata*  Wenn  aSmnitliche  OrSssen  Constanten 
sind  und 

o«  +6«  -c«  =1, 


und 


ist;  80 


und 


0«!  ^cCi  ssO, 

>fi|ir2 + Ä|    — i^a  ~ 
Oau  -|-  bji  —  c%e  ss  0 

■ 

6a+6i»— 6a*==l» 
— c»-ei«  +  C4*=  1 

a6  +  «161  —  «2^>2  = 
bc  +  ^1     —  Äa^-i  —  0, 
ca  -f  C]  «Ii  —  Catta  =  0. 


32* 
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Dieser  Zusatz  wird  durch  g:anz  ahnliclm  Schlüsse  aus  dem 
Lehrsatze  in  IV.  abgeleitet,  wie  der  Zusatz  in  111.  aus  dem  Lehr- 
satze in  IL  abgeleitet  wurde.  , 

n 

* 


und 


ist;  so  ist  immer  auch: 

Beweis.  WeUnaeh$.30. 

ist«  so  ist  nach  §.  14.: 


und 
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■> 

Weil  man  nun  die  durch  die  Voraussetzung  de»  S^atzes  gegebenen 
Aequivalensen  offenbar  auf  folgende  Art  schreiben  kann: 

+(-6^)  +  (-c^)^  1, 

und 

(-«)  («lO  +      *i  +  (cO  «1  0. 

(—0,0«)    +  6162  +  CiCa  i=i  0,  ♦ 
(«ai)  (-  a)  +  64(60  +  c^  (et)  _^  0 ; 

80  ergeben  sich  mittelst  des  vorher  Bewiesenen  nach  §.  25.  2. 
die  folgenden  Aequivalensen : 

(-  fl)«  -I-  (60*  +  (cO^  ^  i , 

Ko*  +  6.*  +       1 ; 

(«aO*  +  V  +  c^*  ^  * 

und 

a)  (flit)  +  (60*1  +  (c<)  c,  issi  0, 
(fl|0(«»0  +  ^^i'^a  +^1^2 
(flaO  (— a)  +^2(^0  +  Ca(cO  ^  ü. 

Aus  diesen  Aequivalenzen  folgen  nher  nach  dem  10  II.  bewiese* 
nen  Lehrsätze  unmittelbar  die  folgenden  Aequivalenxeo : 

(-a)M-(^iO*  +  («20^^  1. 
(60*    4  +  6,*  i^ril. 

und 

(-.fl)  (60  +  («lO^i  +  (MÄ*  iii  0. 
(6t)  (d)   +  61C,   +  Ätc^  issrO. 

(cO  (—  a)  +  ci  (ojO  +  C2(oaO  0, 

oder: 

6«i«+  6,2  -f.  6.^2  w  ], 

and 

—•06t  +  </,  6,  /  4  r/.262i  ^  0, 

Weil  nun  aber 
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m 

ist,  80  ist: . 


«1«!*    —  «1«, 

folglich,  «renn man  zagleicb  in  der  vierten  undseehsteu  der  sechs 
obigen  Aequivalensen  den  alten  Gliedern  geraeinschalUichen  Fac- 
tor — i  vreglässt,  was  nach  §.20.  I.  offenbar  verstattet  ist: 

—  c»  +  ci«-|-cj«i==::l 


und 


ab  —  üibi  —  «362  —  0 , 
bc  —  biCi  — 62<^2  —  ^' 
CO— CiOi  —  CaOjj  ^  0; 


w.  z.  b.  w. 


Zusatx«  Wenn  sämmtliche  GrOssen  Constanten 
sind  und 

a»  — — c»  =1, 


und 


ist;  so  ist: 


und 


aüi  — f)bi  — CC|  =0, 
ai<i2  —  6j6a--  CiCa  =  0, 
6^6 e^c  ^  0 

-*»  +  6i2+''v22=l, 
—  c«  +      +      =  1 

«6 — Ol  61  — «262  =■  0, 
ftc  — biCi  — b^c^  =  0, 
ca — Ciüi  —  Cacia  =  0. 
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Dieser  Zusatz  wird  durch  ganz  äiinHclte  Schlflsqe  aus  dem 
Lehrsatze  in  VI.  abgeleitet«  frle  der  Zusatz  in  III.  aus  dem  Lehr- 
sätze In  II.  abgeleitet  wurde. 


vnt 

llemerlciiiiy«  Ich  will  das  Vorhergehende  jetzt  nicht  wei- 
ter aufifOhren,  indem  ich  mich  begnfige,  nur  noch  das  Folgende 
zu  bemerken'.  • 

Den  in  Iii.  aus  «lern  allgenieitH  reu  iSut/^e  in  11.  abgeleiteten 
Satz,  dass  nämlich  aus  den  Gieitliungcn  : 

a«  +6«  +c*  =1, 
fla*+V 

'  und 

immer  die  Gleichungen 
und 

aO  ^  «i^i  4-  «2*2  =  0, 
bc  biCi  -i-  b%c%  =  0, 
ea  -|-  CtUi  4-  (^Oa  ~  ^ 

folgen,  kann  man  für  sich  mit  den  gewöhnlichen  Ufilfsmitteln 
der  allgemeinen  Arithmetik,  also  ganz  unabhängig  von  der  in  der 
vorhergehenden  Abhandlung  entwickelten  Theorie  der  Aequiva- 
lenzen ,  ganz  eben  so  beweisen  wie  den  aligemeineren  Satz  in  II., 
wozu  es  eigentlich  vullig  hinreicht»  in  IL  das  Zeichen  ^  durch 
das  Zeichen  =  zu  ersetzen,  was  daher  hier  nicht  weifer  aus- 
geführt  zu  werden  braucht.  Setzen  wir  nun  aber  voraus,  dass 
dies  geschehen  sei,  und  nehmen  an,  dass  diese  Entwickelungen, 
also  auch  der  obige  Satz,  in  vOUlger  Allgemeinheit  lur  reelle  und 
imaginSre  Grüssen  —  Alles  hier  in  dem  gewöhnlichen  von 
Alters  her  gebrfiachlichen  Sinne  genommen  —  gültig  seien ;  so  wfirde 
man  mittelst  der  gewöhnlichen  Lehre  von  den  imaginftren  Griis- 
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660  die  S^tze  V.  und  VII.  aus  dem  obigen  Satze,  nämlich  aus 
dem  Satse  III.,  auf  folgende  Art  ableiten;  und  dass  solche  Ab- 
Uitongeo  aiieh  iu  anderen  Fällen  schon  oft  gemacht  worden  sind, 
weiss  man,  wenn  man  sich  nur  etwa  an  die  Ableitung  der  Lehre 
von  der  Hyperbel  aus  d^r  Lehre  von  der  Ellipse  erinnert. 

Selsen  wir  erstens  voraus,  dass 

ö«  +6«  — c«  =1, 

und 

aai  — cci  =0, 

sei;  so  können  wir  diese  als  richtig  vorausgeseUten  Gleichun- 
gen mittelst  der  srewöhnlichen  Bezeichnen«»  der  imaginäret»  Grös- 
sen, deren  ich  niich  Iiier  absichtlich  bediene  und  bedienen  niuss^ 
offenbar  auf  folgende  Art  schreiben  *)i 

(-«)»  +(~6)*  +(V=^«  =  I, 

und 

(-  «)  (-  ai)  +  (-  6)        +  V^'^K  ^- ^  =  0, 

und  scbliessen  mm  unter  den  gemachten  Voraussetzungen ,  nament- 
lich also  mit  Bezu^;  uul  den  als  bewiesen  vorausgesetzten  Satz 
III.,  hieraus,  dass  nun  auch  die  folgenden  (Gleichungen  erfüllt 
seien : 

(-6)»+  (-6,)«  -I-  (V=:v)«  =  I , 

iSf^iyt  +  ( V^^^*)«  +  Ca*  =  l 


*)  Wobei  man  sich  aus  den  Elementen  uu  die  bekuunten  Gleivhiiiigen  : 
zu  erionern  hat. 
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■w 

(-a)  (-6)  +  (-  ai)  (-00  i-  ^r,^a^^.\r^  =  0, 

V:^?.(-a)  +  V*^.(-ai)+«iiV^^  =0; 
also  die  GleicbuDgen: 

UDd 

—6c  V^:^-Mi  ==  0, 

—  CO 

'  oder  die  Gleichungen : 


Qod 


1, 

1, 

—  ci— ci'^-f  Ca« 

I 

ab  +  fli^i  —  0.262 

0, 

6c  +  61  Ci  — 

0, 

CA  -l-  ^^l«!  — 

0; 

weiches  der  Satz  V.  ist. 

Setseo  wir  zweitens  voraus,  dass 

o«  -.Ä»  — c*  ==  It 

und 

<iOi  — 66i  — cci  =  0, 

i%a  — Äjft  — c^c  =0 

sei;  so  kennen  diese  Gleichungen  mittelst  der  gewühnlichco  Be- 
zeichnung der  imaginäreD  Grüssen  offenbar  auf  folgende  Arl  ge- 
sehrieben werden: 
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( V^-V)»  +  V  +     =  1 

0 

und 

(-a)       ai^  +  V  -6^. 6j  +  V -  c*.  Ci  =  0, 

V^— Ol'*.  ST—a^  +  /*i62  i  61C2  =  0, 

und  aus  diesen  Gleichungen  foliicii  wecken  des  als  bewiesen  vor- 
ausgesetzten Satxes  III.  unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen : 

und 

(-«)  V-P  +  V^-Vii^^i  +  v"-^.*«  =  0, 

also  die  Gleichungeii : 
und 

~-  «6.^^-1  +  o,  b,  S^^l  4  aib-i  V  - 1  ===  ü, 
—  bc  H  AiCi  -f-  Äaca  =  0, 

— ca  V^~l  +  C|«i         +caa»         =  0; 

oder  die  Gleichuiigei» :  * 

und 

Ith  -  a^b^  —  (tob 2,  ~  0, 
bc  —  —  ^Cft  =  0, 
ea —      —  =0; 
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weiches  der  Satz  VII.  igt.  ■ 

Ich  wiederhole  hier  ausdrückllcli ,  dass  die  zunächst  vorher 
gehenden  Ableitungen  für  jetzt  ganz  im  Sinne  der  uewühnlichen, 
von  Alters  her  i»ebräuchlichen  Lehre  von  deti  iiiiai^iniiren  Grös- 
sen gemacht  sind  und  gemacht  sein^  sollen ;  wie  ich  aber  («elbst 
über  solche  Ableitungen  und  diese  ganze  Lehre  denke:  daiiiher 
weiter  mich  ansznsprechen,  ist  für  jetzt  gar  nicht  mein  Zweck 
und  meine  Absicht,  und  begnüge  ich  mich  deshalb  vorläufig,  auf 
die  Einleitung  zu  der  unmittelbar  vorhergehenden  Abhandlung  und 
meine  in  derselben  in  Aussicht  gestellten  weiteren,  späterhin  zu 
veröffentlichenden  Untersuc^hungen  über  alle  diese  Gegenstände 
.  XU  verweisen.  In  der  vorhergehenden  Abhandlung  und  vorher  in 
IL — VII.  habe  ich  mich  aber>  wie  man  natürlich  nicht  unbei^erkt 
gelassen  haben  wird,  meinem  jetzigen  Zwecke  gemSss,  ganz  in 
dem  Bereiche  der  sogenannten  reellen  Griissen  gehalten. 

9 


M   i   B  c  e  l  i  e  n. 


Weiteres  über  den  handschriftlichen  Fund  aus  der 
Thorner  Gymnasial-Bibliotbek. 

(S.  in  diesem  Tii«iie  8.  »71.) 

Thorn  den  lOL  October  1866.  Da  Sie  mir  erlaubt  baben« 
meine  kune  Netis  über  die  Handschrift  des  Bradwardin  der  hiesigen 
KODigiichenGymnaslalbibliothek  durch  einige  weitere  Bemerkungen 
theils  2U  beriehtlgen«  theils  2u  ergSnzen,  so  erlaube  Ich  mir»  dies 
biermit  zu  thun.  Weitere  Untersuchungen  der  Handschrift«  sowie 
Briefwechsel  mit  genauen  Kennern  der  mittelalterlichen  matfae- 
matisehen  Literatur,  haben  die  Wichtigkeit  unserer  Handschrift 
immermehr  hervortreten  lassen,  so  dass  einer  jener  Kenner,,  der 
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dorch  seine  vielfachen  PablicationeD  .und  die  Unterstützung,  die 
er  der  Wissenschaft  stets  von  Neoem  abgedeihen  lässt,  weit  be» 
rühmte  ü.oa  Baldassarre  Boncompagni  dei  Principi  di  Piombino 
in  Rom,  eine  genaae  Aoalyse  derselben  auf  seine  Kosten  im  Drucke 
erscheinen  lassen  wird.  Die  werthvoUste  unter  den  Abhandlungen 
^  scheint  darnacli  zunächst  die  erste  zu  sein,  die  ich  trotz  grosser 
Zweifel,  die  namentlich  Prof.  Dr.  Cantor  zn  Heidelberg  in  Betreflf 
der  Aatorschaft  gehegt  hat,  doch  unbedingt  dem  ßradwardm  zu- 
schreibe, TK'imlicb  die  auf  dem  Einbände   frenannle  Persjjectiva 
liras-vvciniini.    Zu  der  Bestimmtheit  meiner   l^ehauptuiig  bringen 
mich  zwei  Handschriften  der  V^atikanischen  Uibliothek,  die  jeden- 
falls ebenso  ßradwardinisch  ^ein  sollen.  Dämlich:  1.  Tractatus  de 
Geometria  Perspectiva,  auctore  Guilielmo  Braduardino,  2.  Guilielmi 
Vradwardini  Geometria  et  Perspectiva  (m.  s.  Bibliotheca  Biblio- 
theearum  Manuscriptorum  Bernhardi  de  Montfaucon  Tb.  F.,  Paris 
1730  Fol.  p.  38  und  p.  b8  oder  Heilbronner,  Historia  Matheseos 
universae,  Lipsiae  1742.  4**  p.  543  und  544.).  Beide  Handschriften 
dürften  mit  der  unsern  sich  wohl  als  ideiUisch  ausweisen.  Die 
zweite  Abhandlung  über  Optik,  von  geringerer  Wichtigkeit,  da 
sie  Tielfältig  gedruckt  ist,  ist  nicht,  wie  ich  anfangs  meinte,  Brad- 
wardin  zugehörig,  sondern  ist  eine  volUtandige  Handschrift  des 
im  Mittelalter  für  (  I.isisi^t  h  geUendeu  Buches  Joatiitlis  Arthicplscopi 
Cantuariensis  Perspectivae  Coniniunls  libri  tres.  Venetüs  1504,  dann 
zu  Cüln,  Leipzig,  Nüruberg  und  sonst.    Der  Tollständige  Name 
des  Autors  ist  Jobannes  Peccham»  Ersbiscbof  ^von  Canterbiiry. 
Dieser  Jfame  sowohl  als  der  des  Erzbischofssitzes  ist  in  den 
Hanisehriftea  und  Ausgaben  so  verdrebf  —  statt  Peecbamns  steht 
PeebamoSy  Peebebam,  Petbanus,  Pisanus«  statt  Cantuariensis 
Cameracensis  —  dass  dadurch  die  gritsste  Verwirrung  entstanden 
ist»  und  Heilbronner  a.  a.  O.  S.  497  {.  557  s*  B.  eine  Ausgabe 
dieser  Optilr,  Norimbergae  1542  dem  durch  D«  B.  Boocompagni*« 
aufopfernde  Bemühungen  erst  richtig  gewürdigten  Leonardo  Pisano 
iQSchreib^  nnd  ^ebenso  Vossins  de  scieotiis  matbematicis»  Amste- 
Inedami  1660  p.  UO  $.  9  und  11  zwischen  Johannes  Cantuariensis 
und  Johannes  Cameracensis  unterscheidet  und  beide  nochmals  von 
Johannes  Peccamus  trennt.  Ja  sogar  S.  III  {.  13  dasselbe  Werk 
nochmals  unter  dem  Namen  Jobannes  Petsao  auffuhrt.  Peccham  ist 
nach  Cave,  Scriptor.  Ecciesiast.  Historia  literaria,  Genevae  17Ü5  p. 
647  SU  Chichester  in  der  Grafschaft  Sus^ex  von  niedrigen  Eitern  ge- 
boren.  Da  er,  wie  Heilbroner  a.  a.  O.  p.  465  und  Cave  a.  a.  O. 
nach  Leland  anfahren,  ein.«iah,  da88  er  in  seinem  Vaterlande  nicht 
so  leicht  sich  hervorzuthun  im  Stande  sein  würde,  ging  er  nach 
Paris»  beendigte  dort  seine  Studien  und  kehrte  dann  nach  Eng- 
land Bttrücl(»  4ro  er  in  Oxford  mit  solciiom  Beifall  Vorlesungen 
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hiolf,  dass  er  von  «einen  Ordensbrüdern,  den  FFanziskanern,  zum 
Provinzial  liir  England  erwählt  wurde.  Er  blieb  aber  nifcht  lange' 
in  England,  sondern  kehrte  nach  Paris  zurück,  dnrauf  nach  Leiden, 
wo  er  die  Caronikatswörde  erhielt.  Von  hier  bej;ab  er  sich  nach 
Rom,  wo  er  bei  dem  Papste  sehr  persona  grata  war,  so  dass  er 
Lector  Palatinua»  wurde.  Als  bald  darauf  der  Erzbischof  von 
Canterbury  Robert  Kilw:irby  die  Kardinalswürde  erhielt,  wardc 
Peccham  siegen  den  Willen  des  Capitcls,  wie  es  scheint  durch 
Simonie,  vom  Papste  zum  Erzbischof  gemacht;  denn  gleich  nach 
seiner  Inthronisation  musste  er  4000  Mark  nach  Rom  senden  bei 
Strafe  des  Bannes,  wie  Cave  a.  a.  O.  inittheill.  Geweibt  tnvde 
er  in  Rom  am  6.  März  1279  und  starb  am  8.  December  1292« 
Wichtiger  als  dieses  ^Werk  sind  die  beiden  folgenden,  nSmlieb 
das  Liber  Carastonis  *toii  'Jtbabil  beo  Corra«  d.  h.  wie  luerat 
Steinschneider  nachgewiesen  (Intorno  ad  alconi  Matematid  del 
medio  evo  etc.  Roma»  1802-^)  „Ueber  die  Waage",  ebenso  das 
schon  in  meiner  ersten  Notis  eriräbote  Über  triam  fratram  de 
Geometrie.  Nach  Boncompagnl  sind  diese  beiden  Bfanascripte 
vielieicbt  die  wichtigsten  des  ganzen  Codex.  Dec^  Analyse  der 
Handschriften  lasse  ich  dieselben  vielleicht  als  Anhang  folgen« 

Der  tractatus  oder  richtiger  Ali^orismus  Proportionum  ist  nicht, 
wie  ich  ursprünglich  annahm,  von  Bradwardin,  sondern  von  Nico- 
laus d'Oröm,  Bischof  von  Li^ieux,  obwohl  es  auch  eine  Tbeoria 
Proportionum  von  Bradwardin  giebt  (m.  s.  Heilbronner  a.  a.  O. 
p.  605,  §.  26f)  ex  codice  Bodlejano.)-  d'Orem  war  nach  der  Bio- 
jjraphie  Universelle  T.  32  Paris  1822.  b.  im  Dorfe  Alleniagne  bei 
Caen  in  der  INorinundie  geboren.  Er  machte  seine  Studien  in 
Paris  (in  unserer  ilanilschrift  heisst  tT  Parisius)  und  wurde  1356 
Rector  des  Gyninasiums  zu  rSavarrc.  Als  solcher  schrieb  er  die 
obige  Schrift,  wie  aus  dem  Datum  der  Handschrift  1359  wohl  zur 
Genüge  hervorgebt.  1361  wurde  er  Decan  za  Kouen,  darauf  Er- 
zieher Carl'fl^  V.  le  8age  und  auf  dessen  Ansuchen  1377  zum 
Bischöfe  von  Llsieux  gewShIt.  <  Er  starb  am  11.  Juli  1382.  Auch 
als  theologischer  Schrl^stelier  ist  er  berttbmt»  besonders  datcb 
eine  Predigt  Ober  den  Text  aus  Jesaja,  Juxta  est  saltis  mea«  die 
er  in  Avignon' dem  Papste  und  den  CardinSlen  hielt  nnd  in  der 
er  ihre  Laster  nnd  SefawSchen  schonungslos  gelsselte,  Ein  anderes 
Werk  Ton  Ihm:  Traitd  de  la  sph^e,  ist  auch  gedruckt  Paris  15416b 
Der  Algorisrous  Proportionum  ist  bis  jetzt  Mannscript  geblieben. 

Von  den  übrigen  Al^bamliuii^en  hebe  ich  die  Geometria  Brad* 
wnrdini  nochmals  hervor,  da  dieselbe  nicht  den  Titel  Geometria 
assecutiva  et  Arismetica  führf,  sondefn  die  AnHrngsworte  derselbeu 
lauten:  Geometria  assecutiva  est  Arismetice,  dann  aber  vorzüglich 
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den  tractatas  de  Continuo  Bratward iui,  der  völli»  unbekannt  ztt 
sein  scheint,  jedoch  so  interessante  Thatsacheu  und  üntersn-  - 
chungea  enthalt,  dass  sehr  zu  wünschen  wäre,  es  würde  ein  voli- 
ständiüjer  Abdruck  davon  veranstaltet.  Vielleicht  benutze  ich  ein- 
mal den  Raum  eines  Schulprogrammes  zur  Herausgabo  desselben. 
Auch  aur  Deutschen  Sprlchwürtef-Literatur  liefert  die  Handschrift 
noch  ein  Paar  Liei^piele;  auf  dem  Umschlage  nämlich  und  dem  Titel- 
blatte  stehen  mit  gothisch«!  Lettern  folgende  beide  Sprichworte»  - 

•  '     Eyn  man  zyn  ghewant  kerit 
als  eo  das  weter  lerit 

upd  das  andere; 

Wo  dy  wese  Ist  gbemeyen  ^ 
do  18  das  gras  gheren  cleyen. 

Ob  dieselben  anderweitig  bekannt  sind»  wage  ich  nicht  zu 
entscheiden. 

M.  Curtze. 


Zwei  Briefe  von  Schumacher  und  Gauss  über  eine 

Autgabe  der  unbestimmten  Anaiysis, 

(Briefwech«el  swi««hen  C*  F.  CrSUf«  und  H.  G«  Sc  hu  mach  er.  Her- 
'  aiMgegebea  von  C  A.  F.  P«teri.  Fünfter  Band.  Altona.  1868.  8.  375.) 

Scburoaeber  an  Gauss. 

Altona,  1847.   üclober  17. 

Ich  las  zufnltig  gestern  Abend  iu  Kästncr's  Nachrichten  von 
mathematischen  Büchern,  die  er  MGeschicbte  der  Mathematik" 
nennt,  und  fand  Tb.  3.  p.  '294  ein  Problem  von  3  Schützen  ange- 
führt« die  respectiveSO)  66  und  104  Fuss  von  einander,  und  alle  gleich« 
weit  von  der  Vogelstange,  nemlich  05  Fuss  abstehen.  Aus  Nea* 
gierde  rechnete  ich  nach  und  der  Halbmesser  des  einem  grad* 
iinichten  Dreiecke,  dessen  Seiten  50,  66  und  104  Fuss  sind,  um- 
schriebenen Kreises  ist  wirklich  65  Fuss.  Kästner  meint,  ^es 
sei  eine  nicht  ganz  leichte  Aufgabe,  die  Seiten  eines  gradlinicbten 
Üreiecks  in  ganzen  Zahlen  so  zu  bestimmen,  dass  der  Halbmesser 
flüs  nmKfhriebenen  Dreiecks  auch  in  ganzen  Zahlen  ausgedrückt 
werde.  Mir  kommt  sie  so  schwierig  vor,  dass  ich  mir  dio  Vor- 
Trage  erlaube:  war  zwischen  1000  und  1650  die  unbestimmte  Ana- 
lysis  schon  so  weit  ausgebildet,  dass*  man  annehmen  darl,  er,  der 
Verfasser  Cu.  'ius,  sei  von  dem  Dreiecke  ausgegangen,  und  habe 
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den  Halbmesser  gesucht'^  oder  ist  er  nicht  vielleicht  von  dem 
Halbmesser  ausgegangen,  und  bat  für  verschiedene  Werthe  des 
Halbmessers  Dreierke  durch  Probiren  (etwa  durch  Zeichnungen 
concentrischer  Kreise)  gesucht,  und  zur;llliger%veiae  eine  genaue 
Auflösung  getroffen?  WHin  ich  recht  sehe,  so  kommt  die  directe 
Auflösung  darauf  zurück,  in  der  Gleichung 

^  iaace  —  (aa + cc  —  ÄÄ)* 
(&t  a,  b,  e  solche  gan2e  positive  Zahlen  zn  finden,  daas 

\)  aabbcc   sich    ohne  Rest  durch  iuacc  —  (aa  +  cc  —  bb)* 
dividiren  lasse,  und  duss 

2)  der  Quotient  ein  Quadrat  sei, 

uro  dann  noch  alle  AuflSaungen,  bei  denen  2  %'on  den  3  GrOssen 
a,  6»  c  kielner  als  die  dritte  sind,  verworfen  werden  mtlssen. 

"Vielleicht  hat  Herr  Curtins  auch  nur  die  Bedingung  1)  erfüllt,  und 
sich  unter  den  Quotie^en  einen,  der  ein  Quadrat  war,  ausgesucht. 


Gauss  an  Schumacher. 

Die  arithnetisciie  Aufi;abe  würde  gewiss  Diophant  recht  gat 
hah«i  auflösen  (cunnen,  da  dazu  irar  keine  tiefere  Einsichten,  e:on» 
dem  nur  eine  gewisse  Dextcritiit  gehört.  Mein  CJrtheil  über 
Uiophant's  Verdienste  können  Sie  in  der  Vorrede  der  Disquisi- 
tiones  Arithmeticao  (etwas  zwischen  den  Zeilen)  lesen.  Ich  würde 
mich  nicht  wundern,  wenh  die  Aufijabe  in  Diophant's  Werke  schon 
vorkäme,  habe  aber  we<ler  Zeit  —  noch  l^ust  —  es  deshalb  durch» 
zusehet);  Lieber  schicke  ich  Ihnen  eine  allgemeine  Auflosunq:. 
Diese  lässt  sich  in  ?erscblede?>ofi  Formen  <>chciu  au<  h  in  solchef), 
die,  genauer  besehen,  der  nacbiolat  n(icn  an  I  loganz  noch  vorzu- 
ziehen sind,  ich  setze  aber  dorb  !i(  Itcr  diese  iier,  thells  weil  der 
Unterschied  überhau[)t  ganz  uncrlieblich  ist,  (beils  weii  der  Vor- 
znj»  einer  elwas  andern  Form  nur  durc  h  cinisre  erläuternde  Ent- 
Wickelungen  in's  Licht  gesetzt  werden  könnte. 

Es  seien  a,  by  f^jg  vier  beliebige  ganse  positive  Zahlen; 
nacht  man  dann  ein  Dreieck  >  dessen  Seiten 

1)  Aabfg{(ia-\-bb) 

2)  iabif-^gKaaf—bbg)  oder  4ab  (f-^  g)ibbg'-aaf),  je  oach- 
dem  aaf  ^  tbff 
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Z)  Ub{aaff^bbgg) 

sind.»  so  ist  der  HalbmeMer  des  um  das  Dieieek  besehriebeoeii 
Kreises 

Die  Zahlen  l,  %  3»  4  sind  offenbar  Ganze;  haben  sie  einen 
gemeinschaftlichen  Divisor,  so  ist  erlaubt»  damit  alle  vier  zu  dlvidlren. 

Es  giebt  kf  ine  Auflösung,  die  nicht  in  dieser  Vorschrift  enthalten 
wäre.  Ciirtius  Zahlen  erhalten  Sie,  wen«  Sie  a::=l,  6=2,  /*=10, 
^=1  setzen,  und  mit  dem  gemeinschaftlichen  Divisor  8  dividireo. 
Eine  andi  iti  Auflösuni?  für  denselben  Halbmesser  65  geht  hervor, 
indem  Sie  a  =  2,  ö^l,  g=:3  setzen,  Huraus  die  Dreiecks- 

seiten VIO,  112,  104.  Es  ist  wohl  übcrflüssi|Qf  zn  bemerken,  dass 
man  immer  n,  b,  /*,  g  so  wählt,  dass  a  keinen  Divisor  mit  6  ge- 
mein hat,  und  f  keinen  mit  g,  weil  sonst  das  Quadrat  eines  sol- 
chen gemeiuschartrichen  Divisors  schon  von  selbst  als  gemeia- 
schaftlicher  Divisor  aller  4  Zahlen  anflreten  würde.  Uebrigens  ist 
die  Aufgabe  etwas  gans  elementarischf s«' 

Auch  Icann  man  noch  hinzusetzen,  dass  a,  byf,  ^. nicht  so 
gewählt  werden  dürfen,  dass  aaf==.bbg  wird.  Die  Formeln  geben 
dann  zwei  einander  gleiche  Seiten  und  die  dritte  =0.   Mit  an* 

dern  W(irten  ein  Dreieck,  von  dessen  drei  Ecken  zwei  zusammeo- 
f;i]len.  Um  ein  solches  lassen  sich  unendlich  viele  Kreise  be- 
schreiben, oder  mit  andern  Worten,  der  Halbmesser  ist  unbestimmt. 
Aus  allen  diesen  Tinendlich  vielen  giebt  die  Formel  einen  bestimm- 
ten. Es  ist  derjenige,  zu  welchem  eine  uneodliche  Annährung 
Statt  findet,  wenn  man  eine  der  vier  Grössen  «,  6,  g  als 
veränderlich  und  (wenn  z.  B.  g  als  solche  gewählt  ist)  dem 

Wertbe  ^  sieb  noendlich  nähernd  annimmt 

Stets  der  Ihrige 

C.  F.  Ganss« 

Göttin  gen,  den  21.  October  1847. 

Ich  bitte  /n  enfs(  liuldiu'en,  da^s  durch  ein  Versehen  die  Seiten 
des  Briefbogens  nicht  gehörig  auf  einander  folgen. 


Eine  austiihrliche  Entwickelung  der  voi  hergehenden  Auflösung 
von  Gauss  würde  ich  gern  ins  Archiv  aufnehmen,  und  bitte  mir 
eine  solche  zu  senden.  G. 
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CLXXIII. 

Am  4teD  Juoi  1865  starb  In  St.  Peteritburg  der  wirkliche 
Staatgrath  und  Akademiker 

Adolf  Tbeodor  von  Knpfferi 

Director  des  physikalischeo  Central- Obaervatorinms. 


Löhensskiife  m  Max  WeiSM ''). 

(Von  ihm  selbst  vcrfasst.) 

Mein  Geburtsort  ist  Ladeiidorl  in  OcsU  rreich,  vio  meirt  Vater 
überamtnrann  war;  der  Tag  meiner  Gel)iut  der  JG.  October  170S. 
Den  ersten  Unterricht  erhielt  ich  im  elterlichen  Hause;  der  Prii- 
fang  aus  den  drei  INnrmalclassen  uiitcrzoi^  ich  mich  an  der  Haupt- 
schule zu  Korneuburg  im  Jahre  1808.  In  demselben  Jaltre  wurde 
ich  nach  giücklicb  abgelegter  Concurspn'ifung  als  Hofcapellensän- 
ger  in  das  k.  k.  Stadt- Convict  aufgenommen.  In  diesem  Institute 
verblieb  ich  bis  nach  Vollendung  der  GymnasiaK  philosophischen 
und  juridischen  Studien  im  Jahre  1822.  Schon  während  der  Gym- 
nasialstadlen  war  die  Mathematik  mein  Lieblingsfacb,  den  Ich 
mich  mit  vieler  Lost  hingab.  Um  mich  in  derselben  mehr  aaszu* 
bilden»  besuchte  ich  im  zweiten  Jahrgange  des  philosophischen 
Carses  die  Vorlesungen  derMathesis  forensis  bei  Professor  Bauer, 
dann  den  Ours  der  höheren  Mathematik  bei  den  Professoren  Hant- 
sc hei  und  Appeltauer  und  den  zweijährigen  Curs  fiber  Astro- 
nomie bei  Director  J.  J.  Littrow.   Im  Convicte  selbst  wurden 


*)  Abgednukl  aiiH  dtim  AlniHnadi  der  kitiscri.  Akademie  der  Wis» 
«ehschnftcn.    14.  Jnhrg.  1864. 
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mir  die  Correpetitionen  über  Mathematik   und  Physik  mit  den 
Hörern   der  Philosophie  anvertraut.    Schon  zeitig  erwachte  In 
mir  dor  Wunsch,  mich  dem  Lehrf'ache  zu  uidmeiij  ich  unterzog 
mich  dosshalb  im  Jahre  1821  der  strengen  Prüfung  aus  der  Ma- 
thematik ujul  Physik  zur  Erlangung  der  philosophischen  üoctors- 
uürdc,  und  machte  einige  Goiitiursprürungen  mit.  Nach  Vollendung 
meiner  Studien  wurde  icb  im  Jahre         an  der  k.  k.  Sternwarte 
in  Wien  als  Eleve  angestellt.  Im  Jabre  18^  wurde  mir  Ten  der 
Cniversitlt  in  Krakau  das  Diplom  als  Doetor  der  Philosophie 
verlieben.  Eben  war  auch  Id  öffentlichen  Blättern  der  Concors 
flir  die  an  derselben  Universität  erledigte  Stelle  eines  Professors  • 
der  Astronomie  und  Directors  der  Sternwarte  aasgcschrieben ; 
ich  unterwarf  mich  dieser  Goncursprufnng  und  wurde  fQr  diese 
Stelle  ernannt,  an  der  icb  bis  Jetat  wirke.    Bei  meiner'  Ankunft 
an  diesem  neuen  Bestimmungsorte  fand  ich  den  Vorrath  von  astro- 
Domiscben  Instrumenten  gana  gering ;  jedoch  war  ein  nicht  unhe* 
deutender  jährlicher  Fond  au  neuen  Anschaffungen  ausgesetzt. 
Ich  trachtete  also,  nach  und  niMsh  das  Wichtigste  anauschaffen, 
und  in  diesem  Augenblicke  besitat  die  Sternwarte  eine  nicht  un- 
bedeutende Sämminng  von  Instrumenten,   worunter  dio  vorzSg» 
liebsten  sind:   ein  zweischuhiger  Meridiankreis,  ein  kleines  Pas- 
sagen-Instrumrut,  ein  Aequatorial,  ein  parallaktii^ch  aufgestellter 
Refractor  von  52  Linien  Oeffnung,  ein  Kometensucber,  ein  Sex- 
tant, ein  Theodolith,  eine  Petideluhr  von  Kessels,  2  Chrono- 
meter, verschiedene  meteorologische  Instrumente  u.  dgl.  m.  Leider 
ist  das  Locale  den  jetzigen  Erfordernissen  einer  zweckmassigen 
Sterrnvarte  nicht  entsprechend,  und  es  ist  ein  förmlicher  Umbau 
dos  Gebäudes  unumgänglich  nüthig.  —  Im  Jahre  ]tSo3  verlieh  mir 
die  Universität  tiaeh  einer  vorgelegten  AhharHlluncf  über  den  Pflicht- 
tbcil  die  jiiriiiiscfiü  Doctorswürde.    In  den  Jubren  1833  und  1834 
beklei(lef(!  ich  das  Amt  eines  Decans  der  philosophischen  Facultat. 
Im  selben  Jahre  1833  wurde  ich  zum  Stellvertreter  drs  köniclich 
preussischen  Conservators  der  Krakauer  Universität  ernannt,  als 
welcher  ich  IVlitglletl  des  hoben  Käthes  der  Universität  durch 
dreizehn  Jahre,  bis  zur  Einverleibung  des  Freistaates  in  die  kai- 
serlieh österreichische  Monarchie  war.     Von  der  Zeit  meiner  An- 
stellung bis  1833  habe  ich  metner  Ijestinniuini^  genjäss  blos  wis- 
senschaftliche Astronomie  gelehrt.    Im  Jahre  J833  wurde  aber  von 
der  zur  Reorganisirung  des  Freistaates  bieher  gesandten  (Jum- 
mission  der  drei  Scbutzbüfc  aus  Ersparungsgriinden  die  bisher 
hier  bestandene  eigene  Lehrkanzel  der  höheren  Mathematik  auf- 
gehoben und  mir  aufgetragen,  den  zweiten  Jahrgang  dieses  Stu- 
diums« und  meinem  Adjuncten,  den  ersten  au  iibemebmen.  Durch 
diese  Zoneisyng  eines  so  wichtigen  Gegenstandes  wurde  sowohl 
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meine,  als  de«  Adjancten  Zeit  sehr  in  Anspmch  genommen,  so 
daflfl  bei  bo  getheilter  Zeit  weder  das  eine  noch  das  andere  Fach, 
wie  es  nStbig  wSre,  betrieben  werden  konnte.  Mehrmals  habe 
ich  desshaib  dringende  Vorstellungen  nm  AbHndemng  dieses Uebel* 
Standes  gemacht ,  bis  jetzt  aber  vergebens. 

AtiT  meine  Veranlassnng  wurde  im  Jahre  1839  neben  lier  ^Stern- 
warte ein  eigenes  Häuschen  für  Beobachtungen  mit  dem  Gauss'schen 
Unifilar- Magnetometer  erbaut.  Ausser  den  täglichen  zweimaligen 
Beobachtungen  zur  Ermittlung  der  Variationen  der  magnetischen 
Declination,  die  ich  durch  mehrere  Jahre  stets  selbst  ans  (eilte, 
wurden  auch  die  juhrliciien  vier  Gauss'schcn  Termine  eingehal- 
ten. Mehr  als  Oii.OÜO  solche  Declinationöljeohachtungen  liegen 
vor;  leider  haben  diese  Beobachtungen  meine  sonst  so  scharfen 
Augen  sehr  angegriffen.  Diese  Beobachtungen  wurden  reerelmäs- 
sig  fortgesetzt,  bis  sie  nach  zweimaliger  üeraubüii^^  des  Haus- 
chens zu  Ende  1846  und  1847  eingestellt  werden  musstca.  l>st 
zu  Ende  dieses  Jahres  habe  ich,  um  den  Gauss'schen  Apparat 
nicht  gans  ungentitst  zu  lassen,  statt  des  geraubten  Tbeodolithen 
ein  Stativ- Fernrohr  anfgestelli 

Die  Resaltate  der  an  der  Sternwarte»  so.wicrHn  dem  erwähn- 
ten Häuschen  gemachten  Beobachtungen  wurden  von  Zeit  zu  Zeit 
in  verschiedenen  Zeitschriften,  so  wie  in  dem  Jahrhuche  der  hie- 
sigen Alcademie  der  Wissenschatten  bekannt  gemacht. 

Die  von  mir  herausgegebenen  kleineren  Druckwerke  *sind  fol- 
gende: 

Tafeln  zur  Kcduction  der  bei  verschiedenen  War* 
megraden  beobachteten  |3arometerfitände. 


*)  Glücklieber  Wei«e  «iad  die  Resultate  dieser  werthvoilen  Beob- 
achtungen, die  unter  günstigeren  Umständen  bei  der  Andauer,  mit  der 
Weivse  troto  der  Yielflwben  Uoterbreehvoge»  sie  inmier  wieder  anf- 
nabm,  eine  weit  grossere  Ansdehniinfp  erlangt  hatten,  nicht  Tsrloren 
gegangen.  Der  XVIII«  Band  nnserer  Denkschrift«!  enthält  nämlich  efno 
in  der  SIt7.ung  nm  13.  Juli  1868  vorgclei^te  Alihindlitog  Weisse 'e,  be- 
titelt: Variationen  der  DcRÜnntion  der  Mn<>netn!i(!el,  beobachtet  in 
Krakau*',  in  wcirher  diese  Iiis  zum  FcTiniar  lRö6  fortgeführt  sind.  In 
der  Einfeitnng  sagt  Weissr:  Durch  mehrere  Jalirr  konnte  ich  mich 
nacb  den  gemachten  traurif^m  Erfahriinfjpn  nicht  entschlicfsscii ,  neue 
Apparate  aufEUStellcn ;  endlich  habe  ich  iiti  Jahre  185f>  dnch  wieder 
einen  Variations-Apparat  aufgestellt,  aber  auch  der  wnnlc  im  Jahre  1856 
den  82.  Oetober  durch  Binbrneh  serstört,  vodnrch  die  Beobachtangen 
geecblosten  waren.** 

1* 


Digitizod  by  Google 


4 


Uterariuker  Berieht  CLXXUL 


Tafeln  zur  ßerecbnaog  der  Höhenunterschiede  ans 
beobachteten  Barometer-  uud  Thermonietersfänden. 

CocrtUnattte  JUtreurU,  Veneris,  Martü,  Javis,  Sah/rni  ei  ürani, 

CorreeHmes  tempoHt  ex  alHiudinibwt  eorrespondenUbue* 

LaHindo  geographica  KraAoviae* 

Resultate  der  an  der  Krakauer  Sternwarte  gemach- 
ten meteorologischen  n.  astronomischen  Beobachtungen. 

Durch  viele  Jahre  beschäiHigte  mich  die  Bearbeitung  der 
Besse Fschen  Zoncnbeobacbtungen  zu  einem  Kataloge.  Die  Ical- 
serliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  St.  Petersburg  übernahm 
die  Herausgabe  diesem  Werkes,  welches  im  Jahre  1846  unter  dem 
Titel  erschien: 

Catalogus  sieUarum  ex  Zonit  Regiomantanis.  Auciore 
M.  fVeisse. 

Dieser  Katalog  enthält  31.805  verschiedene  Sterne.  Zur  Er- 
mittlung des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  Positionen  dieses  Kata* 
loges  habe  ich  für  Rectascension  fast  10.000,  und  fast  eben  so 
viele  Beobachtungen  für  Declination  der  WahrscheinlichUeitsrech- 
ming  unterworfen.  Die  (leissige  Benützung  dieses  Werkes  von 
den  x\stronomen,  so  u  ie  die  Aufforderung  voi»  verschiedenen  Soi- 
ten  veranlassten  mich,  auch  noch  die  weiteren  Besserschcn 
Zonen  von  -|- 15^  bis  der  Declination  zu  bearbeiten.  Der 

erste  Theil  dieser  Bearbeitung,  nämlich  die  0.  bis  5.  Stunde  In 
Rectascension  ist  im  Manuscripte  bereits  vollendet,  und,  wenn 
meine  Kräfte  nachhalten,  so  hoffe  ich,  auch  sen  zweiten  Theil 
des  Kataloges  zu  Ende  zu  führen.  Nach  Erscheinen  des  erwähn- 
ten Sternkataloges  erhielt  ich  voi>  Sr.  Majestät  dem  Kaiser  von 
Oesterreich,  so  wie  von  Sr.  Majestät  dem  Kaiser  von  Russland, 
die  grosse  goldene  MedaiÜe  tür  Kunst  und  Wissenschalt.  Die 
küniglicbe  astronomische  (jesellschaft  in  London  ernannte  mich 
zu  ihrem  Mitgliede  und  beschloss,  mir  eine  astronomische  Ver- 
dienst-Urkunde (Award  of  Testimonial)  zu  ertheilen.  Mitglied  der 
schlesiseben  Gesellschaft  Rlr  ▼aferländische  Cultor  bin  ich  schon 
seit  mehreren  Jahren,  und  im  Lanfe  dieses  Jahres  wurde  mir  die 
Ehre  su  Theil«  sum  correspoiidirenden  Mitgliede  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien  gewählt  su  werden. 

Zum  Schlüsse  mnsR  ich  noch  bemerken,  dass  das  Jahr  1846 
auch  fü.r  mich  ein  verhängnissvolles  war.  Schwöre  Srfil'ige  des 
Schirlv'sals  haben  nuine  Familie  betroffen;  Kummer  und  Sorgen. 
Folgen  der  aufgeregten  Zeit  dieses  Jahres,  haben  njich  ,  meine 
Frau,  alle  meine  vier  Kindec  und  meine  bei  mir  weilende  iNichte 
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fast  zu  gleicher  Zeit  auf  das  Krankenlager  geworfen :  ein  heftiger 
Typhus  hatte  uns  alle  ergriffen,  uiul  gerade,  als  ich  und  meine 
Frau  anfingen,  iuks  etwas  zu  erholen,  verloren  wir  in  füTif  Tagen 
unsere  beitlen  hoffnungsvollen  Sr»!)ne.  wovon  tlrr  rihere  im  17., 
der  jüngere  \n\  12.  Jahre  war.  Der  altere  zeigte  bereits  die  schön- 
sten Anlagen  für  INIatheniatik  und  Astronomie:  nut  mehreren 
astronomisclivii .  ?=!o  wie  mit  den  meteorologischen  Insti mnciiten 
und  dem  Gauss  «chcn  Apparate  konnte  er  bereits  fertig  umgehen: 
er  nahm  auch  schon  stets  an  de«»  Beobachtungen  Theil.  Tief 
niedergehengt  iiber  diese  schweren  Prüfungen  ,  die  mir  mein  höch- 
stes Glück,  den  Trost  im  Alter  raubten,  entfernte  ich  mich  von 
dem  Trauerorte  mit  meiner  Familie,  um  im  geliebten  Vaterlande, 
im  Kreise  der  dort  weilenden  lieben  Angehörigen,  den  so  nuthigen 
Trost  und  die  Hohe  des  Gemfithes  wieder  zu  finden.  Aber  die 
geschlagene  Wunde  war  zu  tief;  mit  noch  bhitemlem  Herzen  kam 
ich  zurück,  und  ein  einziger  Besuch  der  Gräber  meiner  Lieben 
warf  mich  noch  heftiger  wie  früher  auf  das  Krankenbett;  eine 
schwere  Kopfkrankheit  brachte  mich  dem  Tode  nahe,  und  nur 
der  rastlosei»  Pflege  ijielner  Frau  und  den  zTrecbrnfi^sigeo  Anord' 
nungcn  geschickter  Aerzte  verdanke  ich  die  Rflckkehr  sum  Lehen, 
das  schon  durch  ISngere  Zeit  geschwunden  schien.  Schwer  und 
langsam  erholte  ich  mich;  jedoch  ich  fühle  es,  seit  der  Zeit  ist 
die  beste  Krhft  dahin,  und  die  huchste  Schonung  mir  Pflicht,  um 
mich  meifipr  Familie  su  erhalten  und  meinen  Berufspflichten  nach- 
kommen zu  kunnen! 

Krakau,  den  22.  Uecember 

"Wir  sehen  aus  dieser  kurzen  Ijebensskizze ,  mit  \> eichen  äus- 
seren Schv\ ierigkeilen  Weisse  sein  ganzes  Leben  hindurch  zu 
kämpfen  hatte,  wie  aber  auch  alle  diese  und  seihst  hauslklies 
Unglück  seine  Krait  ihhI  Ausdauer  nicht  zu  brechen  vermochten. 
Selbst  in  den  lelzlen  Jahren  seines  Jjebens  hatte  er  nodi  mit 
Anstrengung  zu  arbeiten.  Lr  versah  bis  zu  seiner  PensiuiiMung 
die  beiden  Lehrkanzeln  der  Astronomie  und  höheren  Mathematik, 
übernahm  von  1^9—1860  das  Decannt  des  philosophischen  Pro- 
fessoren-CoUegiums,  versah  bis  zum  Jahre  1855  die  Stelle  eines 
Vorsitzenden  im  Kirchenrathe  der  akademischen  Pfarrei  St.  Nicolai 
und  leitete  den  Umbatt  der  Sternwarte,  su  dem  er  auch  die  Plj^nc 
entwarf. 

Ein  grosses  und  bleibendes  Verdienst  erwarb  sich  Weisse 
durch  die  so  mühevolle  Keduction  aller  von  Besse I  bestimmten 
Orte  von  kleineren  Fixsternen  (bis  zur  neunten  Grösse)  auf  den 
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Anfang  des  Jahres  1825  und  durch  die  Katalogisiruog  aller  Stern- 
Positionen  nach  der  geraden  Aafsteignng  derselben. 

Der  erste  Band,  herausgegeben  auf  Kosten  der  k.  Akademie. 
SU  Petersburg  im  Jahre  1846,  enthält  di6  in  den  Besse  1' sehen 
Zonenbeobacbtungen  niedergelegten  Bestimmungen  von  31.895  Ster- . 
nenorten  in  dem  Gfirtel  des  Steroenbiromels  swiscben  —  ]5**  und 
415^  Declination. 

Der  zweite  Band,  ebenfalls  herausgegeben  von  der  l<.  Peters- 
burger AKadomie  im  Jahre  1863,  uinfasst  37.S62  Sternenorte  in 
dem  Gürtel  des  Himmels  yon  -|-      bis  -|-  45^  Ueclioation. 

Der  zweibändige  Sternkatalog  entbältj  wenn  man  die  mehr- 
fachen Beobachtungen  eines  ond  desselben  Sternes  abrechnet :  Im 
ersten  Bande  27.119,  im  zweiten  Bande  31.445,  also  im  Gänsen 
58.564  Sterne. 

Die  Reductionen  der  Sternenorte  des  z\\  ei{eh  Banfles  Ijeschh'f- 
tigten  Weisse  in  den  letzten  Jahren  seiner  AnsteliuiiL'^  und  auch 
noch,  als  er  sich  zurückgezogen  hatte;  er  erlebte  eben  noch  kurz 
vor  j;einoni  Tode  die  Freade,  den  Druck  des  zweiten  Bandes 
vollendet  zu  sehen. 

Der  Katalog  bietet  dem  praktischen  Astronomen  den  grossen 
Vortheil  des  leichten  Aufsucbens  der  Sterne  und  deiv. bequemen 
Reduction  der  Posiüonen  derselben  auf  jede  andere  Zeit,  M-Shrend 
das  Aufsuchen  in  den  Besserschen  Zonen  viel  mehr  Zeit  und 
Mabe  in  Anspruch  nimmt. 

Am, 25.  Mal  1861  verliess  Weisse  Krakau,  da  er  in  Folge  ' 
»u  anstrengenden  Arbeitens  von  einer  schweren  Krankheit  befal- 
len wurde  und  nicht  mehr  fHbig  war  sein  Amt  weiter  zu  führen. 
Er  lebte  seitdem  In  Wels  und  wurde  auf  seine  Bitte  am  28.  März  1862 
pensionirt  Es  war  Ihm  nicht  vergönnt,  längere  Zeit  der  Ruhe 
zn  gemessen »  denn  er  starb  schon  am  10.  October  1863  an  einer 
langwierigen  Entartung  der  Unterleibsorgane. 


Sehrillen  ven  maximilian  Ritter  von  M  eisse, 

Dr.  der  Kcililr  uiul  riiilusopliic .  Hillcr  des  kais.  l4>terr.  Fr»u7.  Jo^c)>h-Ordcus, 
<lcs  Ordens  der  vucriicii  Krone  and  di's  kiiU.  niMitclieii  Sl.  Aniteit- Orden» 

II.  Classe ,  Inlialicr  tlcr  kiiis.  o'.trri  l  ic  Iiist  l.ri:  und  der  \\Vi'\^.  ru>slsclicn  prosscu 
golUcnou  Midail.'v  f  ür  Wisscaschafl  iiiid  »'incs  'l'cstiir.oiii.ils  <Icr  Ji.i>u.  nsUonu- 
misclicn  Oejtcllschart  in  London;  qniesc.  Profchsor  der  Astronomie,  üirecio» 
der  Sieriiw.irip  und  Dcinn  der  jiliilosoiiliisi  licsi  Facultiit  an  der  J.igcllont&ciicii 
riiivcrsiläl  zu  Krakau  .  Mitglied  der  Gclolii  leii  -  Gesellst  Ii  ift  zw  Krakfi«  • 
der  stiiicäi»ciicu  Gcsclischafl  fiiv  valerinadisckc  CJultiir  zu  Breslau,  der  kou. 
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aslronomisclmi  Or&clUthan  zti  l.oiuldn   i)n>1   «ks  Cuiicrmcn«- Vereine«  für 

WisbCiiSi-liafi  uiul  Kiiiisi  zu  'l  iiom: 

1.  Tafeln  Zill-  llcdnctioii  der  bei  verschiedenen  Wärmegraden  bcobftchtetenBa-' 
rometerstande  auf  jede  beliebige  Normaltem^ratnr.  Wien  1827 ,  J.  G.  Honbner. 

2.  Coordiiiatae  Mereurü,  Vemris,  Mards^  JoviSt  Sßfurm  et  IhvmL  Cht* 
eoviae  lis29f  typis  fratrum  Gicszkowski. 

3.  Corrcctioni's  (emporis  cx  tUtiittäinibu»  eomtpondeutibttg.  Craemnae  162$^ 
^pis  fratrum  Gie^zkuwski. 

4.  Tablos  for  ooinputing  the  differcnccs  of  heights  drawn  accordiiiu^  to  tlio 
licights  haroinetcrü  ami  iliLiiiiomctcrtj.   Vionna  1831  .  l)v  J.  B.  Wa  liishausscr. 

f).  LatUudi)  tj€oyr(i})hira  Cracuviae  ex  observatiuiiibus  annorum  182ii>  —  1831 
dedticla.    Uisscrtatio.    Cracovtac  l6o2. 

6.  Besnltato  der  nn  der  Krakauer  fitemwarte  gcuiaditen  meteorologiecfaen 
und  oBtronomiadien Beobadttun^n.  Krakan  1888,  inOieaskowski^a Druckerei. 

7*  Obras  obserwacyi  meteorologieanych  w  r.  i84S.  Erakdw  1845. 
*  8.  OfrseriMrfMfies  vtagtu  eometae  atmi  i84S  et  t»ttus  anni  JS40»  Owo- 

viae  184Ö. 

9»  Relatio  de  ecdi'p.si  soUs  7.  Julti  1842.^  Cracovioti  1843» 

10.  Postlioncs  mediae  sfrjfartim  ßxanan  in  zonls  refjtoinontams  a  Üessclio 
inter  — *•/  1.?'  dali/iationi.s  ubseruataruni  ad  anuvm  1825  reJuctoe  et  in 
cataloyum  ordimtat.    Petmpnli  lö46 ,  j'ussu  Acadtmiat-  iiHpt:.riaUn. 

11.  1850.  Si»o5trzeieui;t  \v  Obserwatoryjmu  astrouomicsa^m  Krakowskiem 
w  r.  1Ö49.    (Meieorülogischc  Bcuhachtun<roii.) 

12.  '  1850.  SjJOBtrzcicnia  Küuiety  przesi  l'etcrseniv  d.  1.  Maje  1850  w 
Allonie  odkiytcgu.   (Bcobacbtangen  des  Fefcersen'schcn  Kometco.) 

18.  1651.  Spostrzeiraia  w  Obserwataryjnm  Actronomicsn^m  BjEfkowski^ra 
r.  1850.   (Meteorologiidie  Beobaebtongen  für 'das  Jahr'  1850.) 

14.  1852.   Dessgleidicn  Ar  daa  Jahr  1851. 

Biese  vier  Scbiiften  sind  in  den  Jahrbüchern  der  Krakauer  Gel^rten- 

Geacllscbaft  {rodruckt. 

15.  Uchcrsli  ht  der  im  Jahre  1850  nu  der  k.  k.  Sternwarte  in  Km- 
kau  .-iti^.  sti  llti  u  iii'.  t^  o!  olugiüclieu  Bcobaclituiigcn.  (In  den  Sitzungsberichten 
der  kai.serlichcu  Akademie  der  Wissenschafte u.   VI.  Bd.  Jahrg.  1851.  Tabelle.) 

IG.  1S53.  Aüiremcine  Ucbersicht  der  an  der  k.  k.  Krakauer  Sternwarte: 
vom  Jahre  1826  -1852  gemachton  üieteoroluyiiiehcu  Beobuchtungcu.  Krakau  in 
der  Univcrsitäts-Buchdruckcrci  1852.    Gross  4^'. 

17.  1855.  Stombedeeknngen  und  Mondstemc,-  beobadfrtiiA  auf  der  k.  k. 
Sternwarte  in  Bünkau.  UmTer8it.oBttchdmckereI  in  Krakau  1855.  Gross«8^. 

18.  1858.  Stündliche  Barometer-Beobachtungen  an  Krakau  in  den  Jahren 
1848—1856.   Wien,  k.  k.  Staatodmekerel.  Gros8-40. 

19.  1858.   Verglcichungen  dea  Catedogus  generalU  pro  1830  in  Strttvo'a 

Stellarvm  fixtmm  mprimu  dapUaum  et  mub^iUeum  poaUhnes  mediae  (Petro^ 

poU  1S52)  mit  den  beiden  Katalogen  aus  Bossel 's  Zonen-Bcobaehtuugcn.  8". 
(In  den  Sitanngsbcricktcn  der  kaiserl.  Akademie.  Bd.  XXXII,  Jahrg.  1 858,  S  270.) 

20.  1859.  Vnriationcn  der  Dcclination  der  Magnetnadel,  beobachtet  in 
Krakau.   A**.   (In  den  Denkschriften  der  kaiaerl.  Akademie.  Bd.  XYIII,  S.  63.) 
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21.  1801.  Neu  gereclinctc  Rcdactionstafdu  des  17.  Bandes  der  KOnigs- 
bcrgcr  Boobachtanjren  (in  Nr.  1304  der  astronomischen  Nachrichten). 

22.  1863.  i^osiüones  niediae  stellanirn  jiranon  in  ro/^t*  rciiuiiiontanis  a 
Hessel io  Viter  -{-  15^  et  -f-  45^  dtcUnationis  ohscrvatarum  ad  animm  1825 
reductae  et  in  catalogum  ordinatae,  auctore  Maxim.  Weisse.  Jtu>su  Academiac 
in^teriaUs  PetropoUUtnae  edi  euravit  et  prae/atua  est  0,  Siruve.  *PetropolL 
Ghr(MB-4^ 

Ausser  diesen  iSchriffcn  sind  noch  einige  Beebachtuogen  von 
Planeten,  Kometen,  iSternhedeckungen  ii.  s.  w.  vom  Hingeschiede- 
nen in  den  „Astronomischen  Nachrichten''  verüflfentiicht. 


Zur  Charaklerisirmig  Sifflon  YOII  Stampfer'S. 

In  der  interessanten  „  Bi ogrn  ]»  h  i  s  c  hen  Skizze"  des  al« 
Bergmann,  Mineralöl^  und  Reisender  berühmten  J.  Kii^.segger, 
die,  von  ihm  seib.^t  \errasst,  in  dem  Aimanach  der  kaiserl. 
Akademie  der  VV  i  >  s  o  n  s  chaften  in  Wien.  Jahrgang  1864. 
S.  106.  (angezeigt  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXf.  S.  1.)  ab- 
gedruckt ist,  (indet  sich  folgende  Charakterisirnng  des  trefflichen 
Simon  von  Stampfer,  dessen  Tod  \vir  im  Literar.  Bericht 
Nr.  CLXIX.  S.  2.  vorläufig  gemeldet  hahen,  ohne  dass  uns  bis 
jetzt  ein  von  uns  recht  sehr  erbetener  Necrolog  dieses  ausge* 
atelehnetin  und  treffliefaen  Mannes  mitgetheilt  worden  wSre  *) : 

Russegger,  geh.  zu  Salzburg  am  18.  November  1802,  und 
auf  dortigen  Studien- Anstalten  gebildet»  sagt  von  sich  selbst: 

„So  ruckte  ich  als  Bergmann  und  grosser  Reisender  in  spe, 
in  Wirlilichkeit  aber  als  ein  wahrer  Taugenichts,  dessen  Schul- 
seuguisse  gräulich  anzusehen  waren >  in  die  sogenannten  Huma- 
niora vor. 

Neue  Verhältnisse,  neue  Lehrer;  der  frel.sinnige  Filz,  als 
Professor  der  (jle.schichte,  der  tief  und  schnell  denkende  »Stam- 
pfer,  als  Professor  der  i\latliematik,  weckten  mit  ihmii  ktarei), 
bundigen  Vortrage,  gestützt  auf  die  vollendete  Sicherheit  des 
eigenen  Wissens  und  abhold  jedem  gedankenlosen  (Tedac!itniss- 
geplapper,  auch  in  mir  das  ernstere  Streben  nach  W  is.setischaft. 
Beide  Professoren  rückten  später  mit  in  die  Lycealcurse  vor, 
denen  der  gelehrte  Thancr  als  Director  vorstand.  Schnell  hatte 
ich  unter  Stampf  er 's  geistvoller  Leitung^  die  meinem  raschen 


*)  Wir  wicdcrliolen  liier  oniiere  llitle.  G» 
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Temperamente  so  trefflich  zusagte,  das  Versäumte  eingeholt  und 
die  Mathematik,  die  Wlssenscliaft,  an  die  ich  noch  das  Jahr  zu* 
vor  nicht  ohne  Schauder  deiilcen  konnte,  wurde  nun  mein  Lieb- 
llogsatudium  und  blieb  es  nebst  der  Physik  w  ährend  meiner  ganzen 
Bildungazei^  Stampfer  wusste  die,  weiche  im  Stande  waren« 
seinem  etwas  schnelleu  Vortrage  zu  folgen,  auf  eine  begeisternde 
Weise  an  sich  zu  ketten.  So  erinnere  ich  mich«  dass  einstens, 
ich  war.  damals  im  ersten  philosophischen  Curse,  Se.  Majestät 
unser  verewigter  Kaiser  Franz  auf  seiner  Reise  durch  Salzburg 
auch  die  dortigen  Studi^nanstalten  besuchte.  Direcfor  Tb  an  er 
kam  in  den  Hörsaal,  wo  gerade  Stampfer  lehrte,  und  erkundigte 
sich  bei  ihm,  ob  er  hier  oder  in  einem  andern  Curse  ein  paar 
Schuler  hnl)o.  die  allenfalls  vor  dem  Kaiser  geprüft  werden  konn- 
ten. Da  riet  titampfer  mich  und  einen  gewissen  Zeillinger, 
und  stellte  uns  dem  Director  mit  der»  Worten  vor:  Diese  sind  in 
der  Mathematik  meine  besten  Schüler,  die  kann  So.  Majestät  zu 
jeder  Zeit  prüfen  lassen.  So  fühlte  ich  mich  noch  nie  gehoben  — 
ich  weiss  nicht,  was  irh  in  diesem  Augenblicke  alles  für  Stam- 
pfer  gethan  hätte.  Li«  hr  und  Vertrauen  fesselten  mich  an  den 
Lehrer,  der  <Mst(^,  ^\eicher  in  mir  nicht  nur  den  wilden  Buhen 
sah,  der  auch  meine  bessere  i^eite  erkannte  und  sie  so  glänzend 
hervorhob.  Mit' noch  mehr  Lust,  mit  noch  mehr  Eifer  verlegte 
ich  mich  jetzt  auf  Mathematik;  die  Bahn  uar  gebrochen,  das  Stu- 
dium der  übrigen  Wissenschaften  wurde  mir  zur  Erholung,  und 
so  garstig  früher  meine  Studienzeugnisse  anzusehen  waren,  um 
80  ehrenvoller  gestalteten  sie  sich  von  nun  an  und  blieben  es.'' 

E^nen  sehr  erfrcnüohen  Eindruck  macht  es  auch,  mit  welcher 
warmen  Dankbarkeit  Russe gger  8. 112.  des  „genialen"  Schitko, 
Professors  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  auf  der  Berg* 
Akademie  in  Schemnitz,  und  S.  115—116.  des  treff lieben  Baum- 
gartner gedenkt 


Mathematischer  und  physikalischer  Unterricht« 

The  Educational  Times  and  Journal  of  the  College 
of  Preceptors.  4®. 

Diese  dem  englischen  Unterriehtswesen  im  Allgemeinen  ge- 
widmete Zeitschrift  Ist  uns  leider  erst  Jetzt  bekannt  geworden, 
sonst  würden  wir  schon  iSngst  Alles  die  sich  für  dieses  wichtige 
nnds  mit  Rücksicht  auf  unsere  deutschen  V6'b&ltnisse,  vielfach 
elgentbümlich  gestaltete  Unterriehtswesen  interessireuj  auf  dieselbe 
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aafmerksam  geinachf  und  sie  zu  sorgßiltigster  Beachtung  empfoh- 
len haben.  An  diesem  Orte  künnen  wir  natürlich  nur  auf  die  io 
den  Kreia  dee  Archivs  fallenden  Partieen  etwas  näher  eingeben. 

All  (ier  Spitze  des  ganzen  Cnternehmens  steht  als  „Presi- 
dent ol  the  Council"  der  Kev.  B.  H.  Ken nedy,  D.,  Head 
Master  of  the  Graninmr  School,  Shrewsbury.  Unter  den  ,,Exa- 
roiners'^  Gnden  wir  in  der  Rubriic:  ^jMatheroatics  and 
Natural  Philosophy*'  die  Herren  Rev.  C.  Prltehard  (Garn* 
hridge)>.  Rev.  R.  R.  Wright  (Camb.)»  Rev.  T.  J.  Potter  (Camb.), 
Rev.  M.  Gibbs  (Camb.)>  W.  J.  Reynolds  (Camb.),  Rev.  G.  Frost 
(Camb.)»  Rev.S.  Newtb  (London),  Rev.  G.H.  Stevens  (Canib.), 
j.  BlcDowell  (Camb.)  —  Uns  ist  die  neneste  Nomroer: 

Tel«  SLITUI.  STew  Series»  IVo.  51.  June, 

mit  der  Beseicbnung:  „From  the  Mathematical  Edltor: 
W.  Miller,  Hnddersfleld  College*' sogesaodt  worden,  nnd 
wir  können  nicht  unterlassen,  für  diese  ans  sehr  in* 
teresslrende  Mittbeilang  Itler  unseren  verbindlichsten 
und  grdssten  Dank  auszusprebhen. 

In  der  obigen  Nummer  finden  wir  u.  A.  unter  der  Rubrik: 
„Great  Schools  of  England**  eine  Relation  über  die  ,,Har- 
row  Schoo!**,  als  eine  Gram  mar  School  im  Jahre  1571  von 
John  Lyon  gegründet,  und  in  dieser  Relation  eine  ziemlich  aus* 
föhrliche  Mlttheilutin;  über  den  mathematischen  Unterricht  auf  die* 
ser  Schule,  über  die  Gehalte  (wie  \\\x  in  Deutschland  sagen)  der 
Lehrer  der  Mathematik  u.  ^v.  In  letzterer  Beziehung  iverden 
selbst  ziemlich  specielle  Mittheilungen  gemacht,  im  Allgemeinen 
aber  wird  gesagt:  „The  pnsition  and  powers  of  the  Mtitberoa» 
tical  Masters,  in  and  out  of  School,  are  the  sanie  as  those  of 
the  Classical  IVIasfprs",  also  auch  in  äu>sserer  Beziehung  völlige 
Gleichstellung  der  Mathematik  mit  den  elassischen  Studien,  K^ie 
in  England  überhaupt.  Interessant  ist  uns  auch  die  folt^ende  Notiss 
über  die  Ertheiiunp  mathematischer  Preise  auf  der  genannten 
Schule  gewesen:  „Therc  is  a  special  voluntary  exau)ination  once 
a  year  for  four  mathematical  prizes-a  gold  medal  of  the  value  of 
teri  i^iiineas  *),  founded  by  the  late  Mr.  Neeld ;  books  Worth  five 
guineas,  and  two  other  prizes  of  two  guineas  and  a  half  each, 
likewise  in  hooks.  The  tirsl  and  second  |)rizes  are  given  to  those 
who  stand  iirst  and  second  in  the  examination,  the  second  and 


*)  Eine  Gu  inec  hat  deo  Worth  von  6jd78  Thini»  tu  prems.  Frie— 
drichsd'or  zu  6  Thlr. 
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third  to  those  who  do  best  in  Euclid  and  arithmetic  respectively. 
The  number  of  competitors  ranged  from  12  to  40  or  50.  The 
medal  is  a  high  distinctioii,  and  U  aaid  to  be  as  mucb  prued  as 
any  other  in  the  School/' 

Der  Grand  aber«  welcher  uns  die  Verpflicbfiing  auflegt«  iin* 
sere  Leser  auf  diese  Zeitschrift  recht  sehr  aufmerksam  zu  machen. 
Hegt  vorzugsweise  darin,  dass  namentlich  und  sunichst  in  der 
obigen  Nummer  sich  ein  grosser  Schatz  mathematischer  Aufga- 
ben findet,  die  alle  Beachtung  verdienen,  namentlich  auch  von 
Verfassern  von  Aufgabensammlungen  sorgföltig  berücksichtigt 
werden  mflssen.  Seite  65.  ff.  werden  unter  der  Ueberachrlft: 
„Mathematleal  Pertodiealff«  The  Lady*s  Diary.  Que- 
stions  continued"  aus  diesem  filteren  Jonmal  (1752)  viele  Auf- 
gaben mitgetheilt;  und  ferner  findet  sich  S.  66.— S.  69.  ein  grosser 
Reichthura  von  Aufgaben  (theiivveise  mit  Anftösungen)  und  SStzen, 
mitgetheilt  von  den  Herren  W.  Crofton,  E.  Fitzgerald,  Cay- 
ley,  T.  Cottoril,  T.  A.  Hirst,  F.  D.  Thomson,  J.  Dale, 
W.  A.  Whitwortb,  W.  S.  Burnside,  Sylvester,  Ii.  Town- 
send,  R.  Tucicer,  Dr.  Booth,  H.  McColl,  H.  K.  Greer, 
J.  (^rirnths,  M.  Collins,  N'Importe,  O  Callaghan,  J.  Blis* 
sard,  P.  W.  Flood,  W.  K.  Clifford.  Strebor;  auch  ein  län- 
gerer  Aufsatz:  „On  the  Envelope  in  Question  1679.  (Abrid- 
ged  from  a  paper  by  Steiner  in  th«  53rd  volume  of  Crelle's 
Journal)  mit  Noten." 

Wir  empfel^lp  nochmals  diese  Zeitschrift  aus  obigen  Grin- 
den um  so  mehr  zur  Beachtung,  weil  man  auf  den  ersten  Anhiiek 
einen  solchen  Rcichthum  lehrreicher  Mittheilongen  in  derselben 
nicht  suchen  sollte,  und  hoffen  spfiter  auf  djeselbe  zurfickzukommen. 


Arithmetik* 

Praktische  Anwendungen  für  die  Integration  tler 
totalen  und  partialen  Differentialgleichungen.  Von 
Dr.  G.W.Strauch,  Rector  der  höheren  Unterrichts- 
Anstalt  zu  Muri  Im  Kanton  A  argau»  Erster  Band«  Braun« 
schweig.   F.  Viewcg  und  Sohn.   1866.  8<*. 

Ohne  uns  hier  bei  der  Kürze  dieser  literarischen  Berichte 
auf  ausführliche  ßeurtheilungen  und  Darlegung  ctwaniger  abwei- 
chender Ansichten  einlassen  zu  können,  glauben  wir  diesem  Buche 
doch  das  Zeugniss  nicht  vorenthalten  zu  dürfen,  dass  dasselbe  im 
Ganzen  wohl  geeignet  ist,  einem  längs tgetüblteo  Bedürfnisse  abzu- 
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lielfeD,  da  Niemand  mehr  als  wir  überzeugt  sein  kann ,  daas  die*lnte- 
gration  der  Differentialgleichungen  hauptsächlich  und  ganz  votzags- 
tveise  durch  die  vielseitigsten  und  vielfachsten  Antrendungen  ge* 
übt,  ja  erlernt  sein  will.  Wir  heissen  daher  ein  Buch  wie  das 
vorliegende  mit  lebhaftester  Anerkennung  des  auf  die  Aufarbei- 
tung desselben  hier  offenbar  verwandten  ungemein  grossen  Kleis- 
ses,  unter  Umständen  willkommen,  und  empfehlen  es,  zugleich 
mit  der  T^emeikiing,  dass  den  singulären  Integralen  besondere 
Aafmerksamkeit  gewidmet-  worden  ist,  zu  sorgfältiger  Beach- 
tung, müssen  uns  aber  —  wenigstens  für  jetzt  —  mit  der  folgoiideii 
Angabe  der  Haiiptrubriken  des  sehr  reichen  Inhalts  begnügen, 
behalten  uns  indcss  vor,  auf  einzelne  Partieen  und  mit  Rücksicht 
auf  einzelne  Aufgafier»  sjuiter,  vielleicht  im  Archive  selbst.  In 
eiuer  mehr  eingehenden  Weise  zurückzukommen: 

BrklltniBff  elnlirer  BeBcidiiiuii|(en.  Brate  M- 
tlieiliuis«  wo  Mlelie  Totaldiflterentlalgleicliiiiigcn  In- 
teyrirt  werden,  die  aar'  mit  awet  Verttnderllelieii 
▼erselien  flisd.  Erster  Abschnitt,  welcher  eine  Ein- 
leitnng  theoretischen  Inhalts  enthftlt.  A.  Theorie  der 
lotegralglelchungen,  die  den  mit  nur  zwei  Veränderlichen  ver- 
sehenen Totaldiffereittialgleichungen  entsprechen.  «.  Die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  Ist  eine  der  ersten  Ordnung,  ß.  Die 
vorgelegte  Differentialgleichung  ist  eine  der  zweiten  Ordnung, 
y.  Scbluss.  B.  Theorie  ffir  die  Anwendung  der  Integralglei- 
chungen auf  die  ebene  Geometrie.  Allgemeine  Betrachtung,  er.  Die 
vorgelegte  Differentialgleichung,  deren  Integralgleichung  auf  die 
ebene  Geometrie  angewendet  uerflen  soll,  ist  eine  der  ersten 
Ordnung. .  ß.  Die  vorgelegte  Differeotiaigieichung,  deren  Integral- 
gleichu|)g  auf  die  ebene  Geometrie  angewendet  werden  soll,  ist 
eine  der  zweiten  Ordnung,  y.  Schluss.  —  Zweiter  Abschnitt, 
welcher  lauter  praktische  Aufgaben  enthält.  A.  Auf- 
gaben aus  der  chencn  Geometrie,  wo  Totaldifferentialgleichun* 
gen  der  erj^ten  Ordnunc^  intcarirt  werden.  1.  Bestimmunii;  von 
ebenen  Curven,  bei  welchen  die  J^är)iie  der  Tangenten  und  Nor- 
malen c^Gwissen  vor^xcschriebenen  Bedinirnngcn  genügt.  2.  He- 
stimnuing  von  ebenen  Curven,  bei  welchen  dip  Lngc»  dor  Tangenten 
und  Normalen  gewissen  vorgeschriebenen  liodinuiniLion  genügt. 
3.  Destininiung  von  ebenen  Curvcri,  denen  L^owi^se  Eigenschaften 
des  Fiäcbeninlinits  oder  des  Bogens  zukoninien.  4.  BestimnMin*;» 
von  Trajectorien  ebener  Curven.  5.  Hestimn^ung  der  Tractorieii 
ebener  Curven       0.  Bestimmung  von  Trocboiden  ebener  Curven 


*^  Bei  den  Trajectoriep,  den  rcciprokcn  Trajcctoriea,  d«n  Tracto- 
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liebst  einigen  umgekehrten  Aulgaben.  7.  Bestimmung  von  Evol- 
venten ebener  Corven.  8.  Restimroung  von  ebenen  iurven,  denen 
eiiie  vorgeschriebene  Fnsspunktencurve  angehört.  B.  Aufgaben 
aus  der  ebenen  Geometrie,  wo  Totaldifferentialgleichungen  der 
«weiten  und  dritten  Ordnung  integrirt  werden.  9.  Bestimmung 
von  fljonen  Curven,  bei  welchen  die  Länge  des  Krümmungs- 
halbmessers gewissen  Bedingungen  genügt.  10.  Bestimmung  von 
ebenen  Curven,  bei  welchen  die  Lage  des  Krümniungskreises  oder 
des Krärnnuingsmittelpunktes  gewissen  Bedingungen  genügt.  IL  Be- 
stimmung von  ebenen  Curven^  denen  gewisse  Eigeoscbaflen  des 
Flächeninhalte  und  des  Bogens  »ttkammen.  12.  BestimnivDg  von 
Evolventen  ebener  Cumn.  13.  Bestimmung  von  ebenen  Curven, 
deren  Krammungshalfomeaser  mit  dem  Krfimmungsbalbmeiiser  der 
Evolote  in  einer  vorgescbriebenen  Relation  steht.  14.  Bestimmung 
von  ebenen  Curven,  denen  eine  vorgeecbrieliene  Brennlinie  sn- 
gehOrt. 

Die  äussere  Ausstattung  ist  sn  t>Ief»nnt  wie  sie  nur  sein  kann; 
der  Fortsetzung  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Geometrie. 

Sülle  traeformasioni  geometriche  delle  figare  ptane. 
Nota  IK  del  Prof.  Luigi  Creroona.  (Estratta  dal  tomo  V 
(serie  2^)  delle  Meroorie  detl*  Aceademia  delle  Scienae 
deir  latitato  dl  Bologna).  Bologna,  Tii»i  Gamberini  e 
Parmeggiani.  1865.  4^, 

Diese  Schrift  des  der  Bearbeitung  und  weiteren  Ausbilduno;  der 
neueren  Geometrie,  namentlich  der  all<:^emeinen  geometrischen  Curven- 
lehre,  sich  so  eifrig  und  mit  so  grossem  und  ausgezeichnetem  Erfolge 
fvidmcnden  Herrn  Professor  L.  Crem o na  in  Bologna  ist  als  eine 
Fortsetzung  seiner  in  unserem  Literar.  Ber.  Nr.  CLXIIL  S.6.  an- 
gezeigten „Nota  l^sullc  tras  (  o r mazioni  geometriche  delle 
f  i  11  r  o  piano"  zu  betrachten,  und  uir  müssen  aJle  unsere  Leser, 
welche  sich  mit  der  früheren  Schrift  bekannt  gciiiacht  haben, 
dringend  auffordern,  auch  sowohl  den  in  dieser  zweiten  Schrift 


rien  und  in  manclirn  nfuforpri  Pnrticen  hätten  moIiI  (Jic  vieles  liM'rher 
Gehi"»n  «'nthallcmlcn  aiislülirlichen  Artilicl  des  K  i  ügcl 's  cli  eii  nia- 
themati«icli  en  VVörtarbnchs  und  seiner  Su|>plemcnte  etwas  mehr 
Berücksichtigung  verdient. 
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niedergelegten  neueren  schönen  allgemeinen  Unfcrsiichünijen  über 
Curven  und  Cur\ ensysteme,  als  auch  der  speciclieren  ausCühr- 
liehen  Betrachtung  der  Jacobi' sehen  Curve  ihre  besondere  Aof- 
merksamkeit  za  widmen.  Denn,  ohne  uns  wehren  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  auf  weitere  Ausführungen  einlassen  zu  können, 
wollen  wir  nur  bemerken,  dass  eben  das  sorgfähi?ste  Studium 
dieser  Jacobi'scben  Curvc  der  HanptzMcck  der  vorliegenden 
Abhandlung  war,  indem  der  Herr  Verfasiser  selbst  darüber  sich 
folgendermaassen  ausspricht:  „Pero  !o  scopo  |)rincipale  di  questa 
seconda  memoria  e  uno  studio  intorno  alla  curva  Jacobiana, 
cioe  intorno  a!  luogo  dei  punti  doppi  delle  curve  di  una  figura 
che  corriypoiidono  alle  rette  dell'  altra.  Tale  studio  tdiiarira  che 
la  Jacob iana  si  decompone  in  yMi  linee  di  vari  ordini,  e  che  i 
numcri  delle  linee  di  questi  vari  ordini  con.stitniscono  una  soluzione 
dtdlc  due  cquazioni  di  condizione  sopra  citate  *).  Le  soluzioni  di 
queste  due  equazioni  si  prescntano  cosi  coniugatc  a  due  a  due. 
Ho  auche  potuto  deterniinare  alcune  coppie  di  soluzioni  coniugate 
Gorrispondenti  ad  n  qualunque :  ma  Ja  ricerca  del  cotnpleto  sistema 
delle  solnzioni  supera  di  troppo  le  mie  ferse  perchd  io  non  l'ab- 
bia  a  lasciare  a  cht  puö  rivolvere  i  dIfficUi  problemi  del-raiialisi 
iDdeterminata. "  Ueber  die  J  a c  o  b i 'sehe  Corve  s.  ni.  das  NSbere  in : 

Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebe- 
nen Curven  von  Dr.  Ij.  Cremona.  Nach  einer  für  die 
deutsche  Ausgabe  vom  Verfasser  ^  n  ni  Teil  umgearbei- 
teten Redaction  in's  Deutsche  übertragen  von  Ulaxf« 
mllinn  Curtze.  Greifswald.  Koch'sche  Verlags- 
buchhandlung. 1865.  S").   S.  132.  IT. 

Wir  empfehicii  die  vorliegende  aaegeseicbnete  Schrift  den 
Liebhabern  der  neueren  Geomefrie  wie  schon  frfiber,  bier  von 
Neoem  recht  eebn 


Geodisie  und  praktische  Geometrie  äberiiaupt. 

Lehrbuch  der  axonometrischen  Projectionslehre 
von  Dr.  M.  H.  Meyer  und  Dr.  C.  Th.  Moyer.  Mit  51  Ta- 
feln Abbildungen.  Leipzig.  Haaeei.   1055—1863.  W». 

Die  Anseige  dieses  410  und  im  Anbange  71  Seiten  umfas. 
senden,  von  einem  aus  51  sorgfältig  entworfenen  und  gezeiebne- 


*)  Uphor  welche  /wci  Ch  ichnnjicn  die  Nota  I«  das  Weitire  ent- 
hält, nuf  welche  überhaupt  htcliei  immer  zurückzugehen  i«t. 
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ten  Tafeln  bestehenden  Alias  begleiteten  Buchs,  welches  jeden- 
falls das  vollständigste  und  ausführlichste  Werk  ist,  das  wii  über 
axononietrische  Projection  besitzen,  ist  durch  zuHillit^e  Umstände, 
hauptsächlich  aber  dadurch  verzögert  worden,  dass  die  erbte 
Herausgabe  nur  nach  und  nach  in  einzelnen  Heften  ~  und  in 
grosseren  Zwischenzeiten  —  erfolgte.  Wenn  wir  nun  auch  freilich 
voraussetzen  dürfen,  dass  das  Werk  bereits  hinreichend  be- 
kannt ist,  so  wollen  wir  doch  noch  eine  kurze  Anzeige,  insbeson- 
dere eine  ubersichtliche  Anzeige  seines  Inhalts  nachholen,  weil 
wir  allerdings  glauben,  das»  6s  seiner  Ansffihrlichkeit  und  Deut- 
lichkeit und  der  vielen  in  ihm  enthaltenen »  durch  eorgflltige  Zeich- 
nungen erlSuterten  Beispiele,  endlieh  aueh  der  vielen  in  dem 
Anbange  niitgetheillen  constractiven  Aufgaben  fiber  die  Kegel- 
sebnitte  wegen,  ein  gutes  Halfsmittei  ffir  Lehrer  bei'm  Unter- 
richte darbietet,  und  in  dieser  Beziehung  denselben  zur  Beacb» 
tung  empfohlen  zu  \rerden  verdient;  wobei  wir  noch  beroericen 
wollen,  dass  bei  der  mathematischen  Darstellung  die  Herren  Ver- 
fasser sich  nur  elementarer  ,t  über  die  sphSrisebe  Trigonometrie 
nicht  -hinausgehender,  die  analytische  Geometrie  also  ansschlies- 
sender  Hfllfsmittel  bedient  haben.  Der  Hauptinhalt  ist  folgender: 
Einleitung  (auch,  so  wie  die  Vorrede,  Historisches  und  Literari- 
sches enthaltend).  —  Mathematische  Begrfindong  (durch  sphärische, 
selbst  bloss  durch  ebene  Trigonometrie).  —  Anwendbarkeit.  — 
Zeichnung  des  Azensystems.  —  Allgemeine  SKtse  und  Annah- 
men. Angabe  und  Entnehmen  der  den  Axen  parallelen^Linlen 
(Veijüngung).  Hypothetische  Vergrosserung.  —  I.  Abschnitt.  An- 
fertigung axonometrischer  Zeichnungen  nach  geometrischen  Ris- 
sen. —  II.  Abschnitt.  Anfertigung  azonometrischer  Zeichnungen 
nach  gegebenen  Maassen.  1.  Auftragen  und  Abnehmen  von  Win- 
Iseln  und  Längen  in  axonometrtschen  und  ausseraxonometrischen 
Ebenen.  2.  Wichtigste  Sätze  der  descriptiven  Geometrie  über 
gerade  Linien  und  Ebenen  in  ihrer  azonometriscben  Darstellung. 
3.  Auftragen  und  Abnehmen  von  Längen  und  Winkeln  in  belie- 
bigen Ebenen  und  das  Zeichnen  von  Ebenen  und  Linien  nach 
gewissen  gegebenen  Bedingungen.  4.  Axononietrische  Darstel- 
lung ebener  geradliniger  Figuren  und  ehenflächiger Körper.  5.  Durch- 
dringungen. 6.  Axononietrische  Darstellung  krummer  Linien  und 
krummer  FInrhrn.  —  Der  Anhang  enthält,  wie  schon  erinnert, 
eine  ltossc;  Anzahl  constructiver  Aufgaben  über  alle  drei  Kegel- 
schnitte, die  des  Interessanten  Manches  darbieten  und  auch  zur 
Benutzunu  liei'm  Unterrichte  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten an  sich  beachtet  zu  werden  verdienen. 
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Aslronomie. 

Refractors-Beobachtungen  der  Kün.  Universit&ts- 
Sternwarte  in  Upsala.  Vom  Februar  1862  bis  Januar 
1864.  Zur  Distribution  an  die  Astronomischen  Institu* 
tionen  und  Faclimfinner.  Upsala.  Edqoist  &  Berglond. 
1864*  8<»* 

Üiese  in  deutischer  Sprache  herausgegebenon  Beobachtungen 
der  Sternuarte  in  Upsala  geben  ein  bHchst  erfreuliches  Bild  von 
der  fruchtreichen  Thätigkeit  dieser  berj^hmten,  unter  der  Direc- 
tion  des  Herrn  Professor  Dr.  Gustav  Svanberg  stehenden  An- 
stalt. Dieselben  sind  frßher  in  der  Upsala  Universitets 
Jlrsskrift'S  deren  Jahrgang  filr  1861  wir  im  Literar.  fiericbte 
Nr.  CLV.  S.  14.  ausfiibrlieb  angeteigt  haben,  erschienen  und  dud 
in  höchst  dankensvrerther  Weise  in  dem  vorliegenden  sehOneo 
Werke  zur  Vertheilung  an  Institute  und  FachmSnner  gesammelt 
worden.  Die  sfimmtlichen  Beobachtungen  sind  von  dem  sweit^n 
Astronomen  und  Observator«  Herrn  Dr.  Her  man  Schölts,  an- 
gestellt und  augenscheinlich  mit  der  grOssten  Sorgfalt  und  Ge- 
nauigkeit', unter  Anwendung  aller  neueren  Hdlfsmittel  und  Me- 
-  thoden,  berechnet  und  reducirt  worden,  so  dass  den  Astronomen 
mit  diesem  Werke  unbedingt  ein  sehr  wichtiges  Geschenk  gemacht 
worden,  ist   Der  Inhalt  ist  folgender: 

Mars -Beobachtungen  1862, 
Asteroiden -Beobachtungen  1862, 
Beobachtungen  des  Cometen  II  1862, 
Beobachtungen  von  Nebelflecken  im  Jahre  1863, 
Beobachtungen  einiger  Asteroiden  und  der  Cometen  des  Jah- 
res 1863. 

Jeder  dieser  Abtheilungen  ist  eine  Überali  sehr  lehrreiche 
Einleitung  vorangeschickt,  welche  6ber  die  angewandten  Instro- 
mente  und  deren  elnselne  Theile,  ihre  Leistungsl^higkeit,  Be- 
richtigung Q.  s.  w. ;  über  die  angewandten  Berechnongs-  und 
Redttctionsmethoden  u.  s.  w.  alle  erforderliche  und  irgendwie  wOn- 
schenswerthe  Auskunft  ertheilt,  so  dass  diese  Einleitungen  auch 
im  Allgemeinen  ffir  jeden  Astronomen  von  grossem  Intereaae 
und  sehr  iostructiv  sind. 

Wir  wfinschen  den  Herren  Herausgebern  Glück  zu  der  Voll- 
endung dieses  Werks,  und  hoffen  die  Wissenschaft  recht  bald 
mit  seinen  Portsetzungen  weiter  bereichert  zu  sehen. 
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N  a  u  t  i  k. 

Uandliuch  der  Nautik  und  ihrer  HälfswUsenscbaf* 
ten  von  W.  v.  Freeden,  Rector  der  Grossherzoglich  Ol- 
denburgischen Navigationsschule.  Oldenburg.  Schnlse. 
1864.  W^. 

Wir  glauben,  dass  dieses  neue  Handbuch  der  Nautik  wegen 
seiner  angenscheinlicb  vorberrscbend  praktischen  Tendenz  und 
wegen  der  sehr  grossen  Anzahl  vollständig  auscjerechneter,  lehr- 
reicher numerischer  Beispiele,  auch  wegen  seiner  Vollständigkeit 
und  Deutlichkeit,  sich  unter  Apiw  nautischen  Publikum  Freunde 
er»vf»rhen  wird,  wobei  wir  nur,  um  nicht  missverstanden  zu  nor- 
den, bemerken  wollen,  dass,  ^^enti  w'n  auch  ^orlier  die  T(mi(](miz 
des  Buchs  eine  vorherr.sciieiid  jn alvtisdio  nannten,  duneben  doch 
auch  die  theoretische  Begründung  nirgends  fehlt.    Manche  Ge- 
genstände sind  in  demselben  ausführlicher  dargestellt  und  bespro- 
chen,   wie   in  manclien   anderen   nautischen  Lehrbuchern.  wie 
z.  B.  das  so  wichtige  Segeln  im  grösstcn  Kiid^c,  dem  der  ganze 
fünfte  Abschnitt  der  gewöhnlichen  Schiffsreehnung  gewidmet  ist. 
Da  sich  voraussetzen  lässt,  dass  auf  der  Ol  den  burgischen  Navi- 
gationss(  litilf  (in  FJ.sfleth?)  der  Unterricht  nach  diesem  reichhal- 
tigen  Lehihui  he  überall  mit  theoretischer  Begründung  ertheilt 
wird,  so  verdient  derselbe  gewiss  die  rühmlichste  Anerkennung. 
Der  eigentliche  Mathematiker  möchte  freilich  in  der  mathemati- 
schen Darstellung,  namentlich  in  Betreff  der  Hülfswissenscbaften, 
etwas  grössere  Elegans»  Kflrze  und  Strenge»  so  wie  eine  grös- 
sere Berücksichtigung  roancber  neueren  Darstellungs-  und  Eotwicke« 
luBgswelsen  wAnschen;  aber  freilicb  tritt  bei  dem  hier  eigentlich 
betbeiligteo  und  interessirten  Poblikum  das  rein  theoretische  Inter- 
esse sehr  In  den  Hintergrund»  dasselbe  eilt  so  schnell  als  mGg- 
llch  znr  wirklichen  praktischen  Anwendung,  legt  mehr  Werth  auf 
die  Resultate  als  auf  die  dazu  fttbrenden  Wege,  und  wflnscht, 
bei  grSsster  Anschaulichkeit,  letztere  so  schnell  als  mOgltcb  zu 
durchlaufen;  daher  wbllen  wir  auch,  rfiekslcbtlich  der  theoreti- 
schen Partieen  seines  Buchs  mit  dem  Berm  Verfasser  nicht  rech? 
ten,  empfehlen  dasselbe  im  Gegentheil  nochmals  dem  nautischen 
Publikum  zur  Beachtung«  das  auch  rilckslchtlich  der  Behandlung 
der  nautischen  Instrumente  alles  ihm  Wünschensweithe  und 
Ndtbige  hier  finden  wird. 
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Physik. 

Abbandlungen  Aber  die  mechanische  Wltrmetbeo- 
rie  von  R.  Clansins.  Erste  Abtheilung.  Abhandlungen, 
welche  die  Begründung  der  meebaniscbeo  Wärme- 
theorie nebst  Ihrer  Anwendung  auf  die  in  die  WSrme- 
iebre  gehörigen  Eigenschaften  der  KOrper  und  auf  die 
Dampfmasebinen-Theorie  enthalten;  ▼ervollstSndigt 
dorcb  eine  mathematische  Einleitung  und  durch  etläo- 
ternde  Anmerbungeji  und  Zusätse.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Holsstichen.  Braunscbwelg.  F.  VIeweg 
und  Sohn.  1864. 

Der  Herr  Verfasser  und  der  Herr  Verleiher  verdienen  jeden 
falls  sehr  grossen  Dank,  dass  sie  die  an  verschiedenen  Orten 
|)ubli«:irten  ALhaiKlIungen  des  Herrn  Professor  Clausius  über 
die  mechanische  Wärmetheorie  dern  iiiaUiematischen  und  physi- 
kalischen Publikum  in  diesem  Werke  gesammelt  vorlegen,  ver- 
sehen mit  einer  grösseren  Anzahl  von  Anmerkungen  und  Zusätzen 
und  mit  einer  mathematischen  Einleitung,  welche  in  Ibnlicher 
Welse,  vrie  es  in  Dingler's  Journal  geschehen  Ist^  die  Be* 
handlung  der  hier  zur  Sprache  Icommenden  DiflTerentiaJgleicbun- 
gen  in  lehrreicher  Welse  bespricht.  Der  Inhalt  dieser  ersten  Ab- 
tbeilungist folgender:  Mttihematische  Einleitung.  Ueber  die 
Behandlung  von  Differentialgleichungen,  welche  nicht 
im  gewöhnlichen  Sinneintegrabel  sind.  —  L  Ueber  die 
bewegende  Kraft  der  Wärme  und  die  Gesetze»  weicbe 
sich  daraus  fflr  die  WArmelehre  selbst  ableiten  las* 
sen  (mit  vielen  Znsfitsen).  ^  11.  Ueber  das  Verhalten  dea 
Dampfes  bei  der  Ausdehnung  unter  verschiedenen  Um-- 
st&nden  (mit  Zusitzen).  —  Iii.  Ueber  den  theoretisch  od 
Zusammenbang  sweier  empirisch  aufgestellter  Gesetxe 
über  die  Spannung  und  die  latente  Wärme  verscfaie* 
dener  Dämpfe.  —  IV.  Ueber  eine  veränderte  Form  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmelehre* 
—  V.  Ueber  die  Anwendung  der  mechanischen  Wär- 
metheorie auf  die  Dampfmaschine  (mit  Zusätzen). 
VI.  Ueber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Ae^ul« 
yalenz  der  Verwandlungen  auf  die  innere  Arbeit  (mit 
Zusätzen).  —  VH.  Ueber  einen  Grundsatz  der  mechani- 
schen Wärmetheorie.  —  VHI.  Ueber  die  Concentratioo 
von  Wärme-  und  Lichtstrahlen  und  die  Gränzen  ihrer 
Wirkung. 
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•  Wir  sehen  der  zureiten  Abtbetlung  dieser  «ehr  Terdienit- 
lieben  SammliiDg  mit  Verlangen  entgegen. 

Catalogue  des  appareihs  d'Acoustiqno  construits 
par  Rudolpli  Koenig.  Pari».  Rue  Uautefeuilie  30.  1865.8''. 

Die  berflhmte  Werlwtfitte  des  Herrn  Rud.  K5nig  in  Pari» 
fBr  akustische  Inatromente  ist  gewiss  den  meisten  Lesern  des 
Archivs  (m.  s.  z.  B.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXVl.  S.  2.)  bd^annt.  Wir 
freaen  uns  aber  sehr,^  den  Lesern  den  Inhalt  des  uns  gütigst 
initgetheilten  aeoesten  Catalogs  des  Herrn  R.  Klinig  mittbeilen 
stt  können,  indem  wir  bemerken*  dass  dieser  Catalbg  systematisch 
geordnet  und  nut  sehr  schonen,  einen  grösseren  Theil  der  Instru- 
mente darstellenden  Holzschnitten  ausgestattet  ist,  so  dass  der* 
selbe,  auch  abgesehen  Von  seinem  nSchsten  Zwecke,  fQr  jeden 
Physiker  sehr  lehrreich  ist  und  nanieiitlich  attcb  allen  Lehrern 
der  Physik  dringend  zur  sorgfältigsten'  Beachtung  empfoliien  «Ter* 
den  muss,  die  zugleich  in  demselben  die  Preise,  Im  Verhältniss 
zu  der  Schnnlieit  der  Instrumente,  nur  sehr  mfissig  gestellt  finden 
werden.  Die  Anzahl  der  in  diesem  Cafalo!;  angezeigten  Instru- 
mente iietragt  im  Ganzen  251 ;  sein  Inhait  ist  nach  den  Haupt- 
mbrikcn  fdigender:  1«  Appareiln  pour  la  production  du  son  dan.s 
les  principaiix  cas.    p.  3.  —  U.  Originc  et  uatnre  du  son.    p.  5« 

—  III.  Les  trois  quaiit^s  fondaaientales  du  son,  la  bauienr, 
i'intensite  et  le  timbre.  p.  8.  — •  IV.  Les  autres  ]Mo|>ri^t^8 
du  son.  Propagation,  refiexion,  diffraction,  relraction, 
inftuencc  du  motivcinctit  de  translation  du  corps  vi- 
brant.  p.  1*1.  —  V.  Vibratiotis  tiimples  des  differcnts  corps  simples. 
Colonnes  et  massos  d'air,  i;iciiil>rat)cs ,  cordes,  vergcs,  |)laques. 
p.  17.  —  Vi.  ComniuiiicatioM  des  vibrations.  Vlhrations  des  corps 
coroposes  et  vibratlonü  cmupoises  dans  des  <  «ir[is  simples.   ]».  '26. 

—  VII.  PbenoiiMDüs  ic.suUant  de  la  >  oexistCDce  de  plu.sicurs  sons 
dans  Tair.  Inier  rcr<Mi(;c.  [>  a  1 1  eia  en  ts.  Sons  rcsultants. 
p.  33.  —  VIII.  Metlmdes  d  Observation  des  vibrations  sonores  sans 
le  secours  de  Toreille.  Methode  «^raphique.  Methode  op- 
tiquc.  INIetliode  des  fiammes  man  o m^ t ri  q  u es.  Methode 
fondee  sur  robservation  des  vibralions  trop  lentes  puur 
^tre  entendues,  mais  rendues  visibles  par  la  grandeur  de  l'am- 
pHtude.  p.  38.  —  IX.  Appaieils  pour  la  representation  mecani- 
que  des  mouvenients  vibratoires  et  ondulatoires,  p.  49.  —  X.  Quel- 
ques appareils  d'acoustiqiio  dun  usage  pratique.  p.  51.  —  Xi.  i\io(ieles 
d'anatomie  ölastique.   p.  52. 

MOge  das  so  hSehst  verdienstliche,  sur  Forderung  einer  In- 
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teressanten,  lehrreichen  und  anschaulichen  Einführung  in  das  Reiirh 
lies  Schalls  so  sehr  geeignete  Cnternehmen  des  Herrn  R.  I^Önig 
die  aligemeiDste  und  ausgebreitete te  Beachtung  fiuden! 


Vermischte  Schriften. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  stiidenti  delle 
uiiiversita  italiane»  pubblicato  per  cura  dei  Professori 
G.  iiattaglini,  V.  Janni  e  N.  TritdL  Napoli.  (S.  Llterar« 
Ber.  Nr.  CLXXI.  S.  16.). 

Volume  III.  Gennaio  1865.  Sopra  aicune  forniole  relative 
ai  coefficienti  blronnaÜ;  per  P.  Tardy.  p.  1.  —  Sülle  traversali 
nel  triangola;  per  A.  Dorna,  p.  4.  —  Soliizione  della  qnistione 
32;  per  Ii.  d'Ovidio.  p.  5.  —  Nol.  d.  qurst.  32;  per  G.  Torelli. 
p.  7.  —  Teorcma  i»opra  i  dcterniinanti ;  per  A.  Mogni.  p.  10.  — 
Ricerche  di  analisi  applicata  aila  Geometria ;  per  E.  Beltranii. 
p.  15.  (Cont.  Vedi  Vol.  II.  p.375.)  —  S.iMo  forme  binarie  di  • 
grado  per  G.  Oattaglini.  p-22.  —  6ulle  lürme  hinarie  dei  primi 
quattro  gradi;  per  G.  Battaglini.  p.  24.  —  Sol.  d.  quist.  43; 
per  F.  Armen  ante.    p.  31. 

Volume  III.  Febbraio  1865.  Ricerche  di  nnr^Üsi  appli-' 
cata  alla  geometria;  per  F.  Hcitiumi,  (Cont.  Vedi  |i;>i:. '22.)  p.  33. 

—  Formole  pel  calco!<>  delle  orliite  di  pianeti  e  comete  per  A.  de 
Gasparis,  p.  42.  —  Soluzioue  della  Quistioue  35;  per  A.  Ar- 
menante.  p.  47.  —  Sulle  forme  binarie  dei  primi  qwattro  i^radi; 
per  G.  Battaglini.  (Contin.  vedi  p.  31.)  p.  51.  —  RivistÄ  ßiblio- 
grafica ;  sulla  teoria  delle  coniche;  per  L.  Creraona.  p  60.  (lieber 
die  bekannten,  vorzugsweise  die  Kegelschnitte  betreÖejulen  Abhand- 
lungen von  Chasles  in  ilen  Comptes  rendus.  1SÖ4.  1  fevrier, 

—  15  fevrier.  —  7  mars.  —  27  juin,  4  et  18  juillet.  —  l^^aoiit.  — 
22  acut).  —  Quistiene.   p.  64. 


Atti  deir  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  I^incei» 
compilati  dal  Segretario.  (Vergl.  Litorar.  Ber.  Nr.  CLXXI. 
p.  la) 

Anno  XVIll.  Sessione  III«  dei  5  Febbraio  1805.  Ri- 
duzioni  delle  osservazioni  magnetiche,  fatte  all'  osservatoiio  dei 
Coilegio  Romano,  dal  1859  al  1864.  Del  P.  A.  Secchi.  p.  167. 
—  Formale  per  determinare  la  tcmperalm  dl  ud  ambieote,  sen^ 
«MenrarU^  Nota  de!  prof.  P.  Velpicelll.  p.  233. 
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Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 


Cteflcblclite  fler  natbeniAifk  und  Ph]riil(* 

G.  Libri,  tlistoire  ilcs  scieiicos  inath^matiqucs  en  Italie  dc- 
pui8  la  renaissancc  des  lettrcs  jusqu  a  ta  lin  du  17.  siecle.  2.  Edit. 
Tome  IV.   8^.   Halle,   broch.    1  Thir.  12^  iNgr. 

JürUlunettk* 

J.  DIenger,  Theorie  der  elliptiechen  Integrale  and  Fonctio- 
nen  für  die  ßediirfninee  der  Anwendung  dargestellt  gr.  8®.  Stutt- 
gart,  broch.   1  Tbir. 

L.  Fritze»  Hülfsbucb  fOr  Rechennuterricht  3.  Heft  69.  Bran- 

denbarg.    broch.    7^  Ngr. 

E.  G  r ü 1 1  e  n  e II ,  Die  Integration  zusammengesetzter  Fnaetio* 
nen  nach  der  Methode  der  unbestimanten  Coefiicienten.  gr« 
Berlin,   broch.    12  Ngr. 

F.  W.  Günther,  Aufgaben  zum  praktischen  Keelwen  etc. 
II.  ThU  2.  Anfl.  Halle,  brocb.  12]Ngr.  Auf USaimgen  danu  bnicb. 
15  Ngr. 

M.  Planudes,  Rechenbuch.  Nach  den  Handschriften  der  kais. 
Bibliothek  zu  Paris,  beransgegeben  von  C.J.  Gerhardt  4^.  Halle, 
broch.   24  Ngr. 

J.  C.  Spin  gier,  Lehrbuch  der  niederen  und  hrdiereii  Aritli- 
metik  mit  besonderer  Rücksicht  auf  gewcrbüfhcF  Rt'chnon.  gr.  8^*. 
Stuttgart  broch.  2Thlr. dlSgr  —  Aufiraben  dazu    linn  h  •20Ner. 

G.  V.  Vega,  Sammlung  muthematischer  Tafeln,  flerausgeg. 
\yn  Dr.  J.  A.  Hülsse.  Ster.-Ausg.  3.  Abdr.  Lez.-8^  Berlin, 
broch.   3  Thlr.  15  Ngr. 
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G.  Salm'on,  Analytische  Geometrie  des  Rattnes*  9«  Tbl* 
A.ii.d.T«;  Aoalytieche  Geometrie  der  Cnrren  im  Räume  und 
der  algebraieclieii  FlSchen.  Dentsch  iiearik  von  Dr.  Wiib«  Fied- 
ler, gr.  9^.  Ltiptig.  brocb.  3  Tiilr.  20  Ngr. 

Q.  Sella,  Die  geometrieclieii  PrincipieD  des  Zeicbeene»  ins* 
lieeondere  die  der  Axonometrie.  lo'e  Dentecfae  tHiertragen  Ton 
M.  Cortse.  Hit  4  Taf.  gr.  S^.  Greif^wald.  brocb.  10  Ngr. 

C.  A.  H.  Bacfaofen  v.  Echt,  Die  Kürzeste  auf  dem  Erd- 
sphäroid  nebst  den  Hauptaufgaben  der  Geodäsie  In  neuer  Dar- 
stellung,   gr.  8**.    Coesfeld,   broch.   24  Ngr. 

A.  Krug,  Praktische  Geodäsie  für  Geometer,  Forstvermes- 
ser etc.,  nebst  Anleitung  zur  Vermeidung  der  insbesondere  bei 
Anv^endung  des  Messtisches  und  der  Messkette  vorkommenden 
vermeidlichen  und  zur  Verbesserung  der  unveriueidlicben  Irrungen 
und  Fehler.   S«.    Gera,    broch.    221  Ngr. 

Q.  Sella,  Die  geometrischen  Principien  des  Zeichnens,  Ins- 
besondere die  der  Axonometrie,  ins  Deutsche  ubertragen  von 
M.  Curtze.   Mit  4  Taf.   gr.  8»>.   GreifswaUi.   bioch.    10  Ngr. 

0.  Trunk,  Die  Pianinieter,  deren  Theorie,  Praxis  und  Ge- 
schichte für  Geometer,  Forstleute»  Geographen  etc.  gr.  8^.  Halle, 
broch.    4  Thlr. 

Helle,  Traite  de  ISalistiqueexperimeotale.  gr. Ö*^.  bioch.  12  i'  r. 

Fraktiaelie  JIKeebanik« 

K.  Mob  harn mer,  ZurTboorie  eines  Systeme  von  Varianten 
der  conoidischen  Propellerscbraube.  Lex-^S**.  Wien,  brocb.  12  Ngr. 

A.  Ritter,  liebrbucb  der  techniscben  Mecbaniic.  3.  Heft. 
Lez.-8**.  Hannover,  brocb.  J  Tblr.  20  Ngr. 

AjrtroAomie* 

R.  Fe  Igel,  Bahnbestlmmung  des  Planeten  Gaiatea  (74). 

Lex.-8".   Wien,   broch.   3  Ngr. 

J.  J.  von  Littrow,  Wunder  des  Himmels.  5.  Anfl.  gr.  8^. 
Stuttgart,    brocb.   Lief.  14.    ä  5  Ngr. 

K.  von  Littrow,  Physische  Zusammenkünfte  von  Asteroiden 
Im  Jahre  1865.   Lex.-8»    Wien,   brocb.  H  Ngr. 
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R«Bftl,  Tratte  öi^ent.  de  mäeaniqiie  Celeste.  S^.  broeh. 
8  Frc«. 

J.  C.  F.  ZüUner,  Photometriscbe  Unter«uchungen  mit  be- 
sonderer itOcksicht  auf  liie  physische  Beschaffenheit  Her  HiiD* 
meUkörper.  Mit  7  Tafelo.  gr.  8».  Leipxig.  brocb.  3  Thlr. 

PllTMilC. 

H.  Boitze,  Lehrbuch  der  Physik  fSr  Schule  ood  Haus.  2.  Aufl. 
gr.  8''.   Cottbus,   brocb.   27  Ngr. 

P.  .1.  Del^aulx,  R^sum^s  de  physique  matböroatiqae.  1.  Re- 
sumä.  (Elements  de  la  theorie  mathämatique  de  la  capiliarit^.) 
gr.  8<>.    Bruxelles.    broch.   20  Ngr. 

ß.  El  In  er,  Üeber  die  Ruckschritte  der  WSrme  im  Monat 
Mai  nebst  Witterungs-Beobachtungen,  angestellt  an  der  meteoro- 
logischen Station  zu  Bamberg.  8.  Jahrg.  gr.  8^.  Bamberg,  brocb. 
12  Ngr. 

A.  H.  Emsmann,  Physikalisches  Handwörterbuch,  gr.  8^. 
ijeipzig.    broth.    Lief.  4.  5.    ä  24  Ngr. 

A.  W.  Fils,  Huben -Messungen  von  dem  Kreise  Erfurt  im 
KOn.  Reg.-Bez.  Erfurt.   8^.  Ilmenaa.   brocb.   15  Ngr. 

Fortaehritte  der  Physik  im  Jahre  1883.  19.  Jahrg.  Redigirt 
von  E.  Joe b mann,  h  Abtb.  gr.  9*.  Berlin,  broeb.  2  Tbir. 

K.  Hauabo fer«  Ueber  den  Aaterianaa  und  die  Brewater- 
aehea  Lich^figuren  am  Caicit  Ein  Beitrag  snr  Pbysik  der  Kry- 
atalle.  gr.  8^.  Mflacben.  brocb.  90  Ngr. 

J.  H einen.  Der  physikaliebe  Cnterrieht  anf  Gymnaaieo.  8^. 
Hannover.  4|  Ngr. 

A.  Knblberg,  Analyse  und  Beacbreibung  der  Meteorite  von 
Nerft,  Hoaolula.  Lixna  nnd  einen  im  Gonvernement  Jebatberi* 
nosiaw  gefidlenen  Meteoriteo.  gr.  9*.   Dorpat   broeb.  10  Ngr. 

G.E.  Loenebe,  Meteorologlnebe  Abbandlungen.  1.  4^.  Dran- 
den.  brocb.  3  TbIr. 

A.  Mflbry,  Uaa  iUinia  der  Alpen  nnterbalb  der  Sebneeiinfe, 
dargeatellt  nacb  den  ersten  Befanden  den  groaaen  meteorologischen 
Beobncbtnngs-Systems  im  Wioter  and  im  Sommer  1863^^  gr,  8^. 
GOttifigen.    broch.    12  Ngr. 

Ph.  Spill  er,  Populäre  Physik  für  Handwerker,  Gewerbtrei* 
bende  etc.   Lief.  8.  9.   gr.  8<^.   Berlin,   brocb.   k  5  Ngr. 

J.  Stefan,  Ueber  einige  Thermoelemente  von  grosser  elek- 
tromotorischer Kraft   Lex.-8*^.   Wien,   broch.    1^  Ngr. 

O.  Ule,  Populäre  Naturlehre  oder  die  Lehre  von  den  Bewe- 
gungen in  der  Natur  und  den  Naturkräften  im  Dienate  der  Afen- 
scben.  ^.  Leipsig.  brocb.  Liei  %  k  7|  Ngr. 
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R.  V.  V ivenot  jun.,  Ueber  die  Messung  der  Luftfeuc^^Mtigkeit 
zar  ricbtigeD  Wärdlgung  der  Cliniate.  gr.  8^.  VVieu.  brocb.  ü  Ngr. 

flMliemtttlflclie  Payeliol«Ble* 

Grandtegaog  der  mathematiseben  Psychologie.  Ein  Versuch 
Bur  Naebweismig  do«  faDdamenfalen  Fehlers  bei  Her  hart  und 
Drobiscb.  9^.   Duisburg,  broeb.  7i  Ngr. 


Bei  (ins  erschien  : 

Me  w*IUipeti»0e»e  PliotefV«#lüe  des  Heransireber» 
diese«  Arcbivs  der  Hathematlk  and  vnjmÜL»  PveCns» 
amm  Ww.  A.  «runert.  TI»itcnkart««VeM*  Wm 
aer  m^ut  «nd  KmibUd«   Preis  10  Sgw. 

K9eh*8  ß^erlagshamdlwug  im  GreifswM» 
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Literarischer  Bericht 

CLXXIV. 


Salle  Quadratare>  Nota  del  Comniendatore  P.  Tardy, 
Profeasore  di  Caleolo  Differentiale  e  Integrale  nelia 
Rc^iaUoiversiti  dlGenova« Direttore  degli  Stodi  nella 
R.  Scuola  di  Marina  «tc.  etc.  Inserita  nel  Tome  secondo 
della  Serie  aeconda  delle  Blemorie  della  Seeietä  Ita* 
liana  delle  Science  residente  in  Medena.  ^ipografia 
dell*  Erede  Solianl.  1865.  4« 

Wir  L'liultni  unsere  Leser  aut  dieses  interessante  iiml  für 
die  Theorie  der  mechanischen  Quadratur  sehr  wichtige  Memoire 
recht  sehr  aufmerksaTn  machen  zu  müssen.  D'^r  unterzeichnete 
Herausgeber  des  Archivs  Iiat  die-^ci  ^vichtigen  Theorie  selbst  zwei 
ausführliciio  Abhandlungen  gewidmet: 

Ueber  die  nUheriingsweise  ErmitteliinLr  der  Werthe 
bestimmter  Integrale.  Afchiv.  Tbl.  XIV.  Nr.  XX. 
S.225.  — S.  317. 

Ueber  Interpolation  und  mechanische  Quadratar. 
Tbl.  XX.  Nr.  XXXIII.   IS.  301.-8.418. 

in  denen  er  vorzuglich  die  Eotvrickelung  und  die  genaue  und  scharfe 
Begründung  der  Formeln  von  Cot  es  und  Gauss,  einer  Formel 
von  Laplace,  und  ganz  baaptsächlich  der  nach  seiner  Meinung 
sehr  wichtigen,  aber,  wie  es  scheint,  wen1c;cr  bekannten  Corrcc- 
tionsl'ormehi  von  JStirlint;  /uui  Zweclv  hatte,  fforr  Commenda- 
tore  Professor  Tardy  in  tienua  Iiat  in  der  vorliegt  '  -  rh'men 
A!)ha!nliun£i  die  ganze  Theorie  der  mechaniHchen  Quadratur  aus 
ihren  ersten  Gründen  rein  analytisch  entwickelt,  und  dabei  sein 
Ati  nmcrk  hnuptsüchlieh  und  «j^anz  vorzüsrlirh  nuf  die  Ancratic  von 
Kestgliedern  in  sehr  beuierkeuswertben  allgemeinen  analytischen 
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Aiisdriickcn  gerichtet,  wodarcb  sich  seine  vorliei^Gndc  Arbeit  vor 
anderen  Arbeiten  über  diese  wichtigen  Gegenstände  nach  unserer 
Meinung  besonders  aaszeichnet  und  zu  sorgfältigster  Üeachtuog 
sich  vorzugsweise  empfiehlt.  Dabei  sind  die  Arbeiten  seiner 
Vorgänger,  namentiich  die  von  Cotes,  Simpson,  Euler, 
Gauss,  Poisson,  Legcndre,  i^oncelet,  Parmentier, 
Weddle,  Turazza,  Christof  fei  u.  s.  w,  keineswegs  uiibe- 
riiclcsichtii^t  ^ehlieben,  und  sind  von  ihm  theihveise  vervollstän- 
digt, die  betreifenden  Formeln  aus  neuen  Gesichtspunkten  be- 
wiesen, zuweilen  auch  berichtigt  tvordeo.  Ganz  besondcii?  hat 
der  Herr  Verfasser  aber  auch  sein  Augenmerk  auf  eine  neue  Ent- 
-  Wickelung  der  sehr  bemerkenswerthen  Correctiousformeln  ge- 
richtet, welche  der  berühmte  italienische  General  Herr  Mena- 
brea,  ausgehend  von  einer  Formel  von  Fourier,  in  de«  Me- 
moiren der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Turin,  Sene  2«.  Tom.  VIII.  gegeben  hatte.  Diese  kurzen 
Mittheilungen,  welche  weiter  auszudehnen  die  BeschrKnktheit  des 
Raums  uns  verbietet,  werden  schon  hinreichend  sein,  die  Wich* 
tigkeit  des  yorUegeeden  Memoires  des  Herrn  Tardy  füv  die  Theo- 
rie der  mechanischen  Quadratur,  welches  Niemand  bei  der  Be- 
schäftigung mit  dieser  Theorie  nnberScksichtigt  lassen  darf,  zu 
«eigen  und  auf  dasselbe  dringend  auGnerksani  su  machen,  wie  wir 
hiemit  ra  thun  Air  unsere  Pflicht  halten.  6. 


Physik. 

Die  neueren  Apparate  der  Akustik.  Fflr  Freunde 
der  Naturwissenschaft  und  der  Tonkunst  von  Dr.  Fr. 
Jos.  PIsko,  Professor  der  Physik  an  der  CommunaN 
Oberrealschnle  auf  der  Wieden  und  an  der  damit  io 
Verbindung  stehenden  Gewerbeschule  in  Wien,  q.  s.  w. 
Mit  96  i  den  Text  aufgenommenen  Uoiasehnitten. 
Wien.  Carl  Gerold's  Sohn.   1865.  8P. 

Wir  glauben,  dass  durch  dieses  fleissig  und  mit  grosser 
Sacbkenntniss  ausgearbeitete,  268  Seiten  umfassende,  also  ziem- 
lich ausgedehnte  Werk  vielen  Physikern,  namentlich  Lehrern  der 
Physik,  ein  wesentlicher  Dienst  geleistet  werden  wird,  und  dass 
sich  dieselben  dem  Herrn  Verfasser  mit  uns  för  dasselbe  zu  be- 
sonderem Danke  verpflichtet  fahlen  werden,  weshalb  wir  uns 
auch  beeilen,  auf  dasselbe  aufmerksam  zu  machen.  Alle 
wichtigeren  neueren  akustischen  Instrumente,  mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  schonen  Arbeiten  von  König  in  Paris^  sind 
in  demselben  sehr  deutlich  beschrieben,  ihre  Anwendung  und  ihr 
Gebrauch  ist  gielefart,  und  die  beigegebenen  sehr  guten,  in  ziemlich 
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grossem  Blaassstabe  ausgeftlbrteti  UolzaebDitte  dienen  «ehr  sit 
besserer  Veranschauiicbuog.  Um  die  grosse  Vollständigkeit  des 
Werkes  su  zeigen,  tiieilen  wir  im  Folgenden  die  Uebersehriften 
der  Haoptabscbnitte  mit:  Eioleitang.  L  Resonatoren  nnd  Voeal- 
Apparate  nacb  Helmboltz.  II.  Vielstimmige  Sirenen,  IIL  Die 
ToDschreibekunst,  Phono-  oder  Vibrograpbie.  IV.  Anwendung 
der  Optik  in  der  Akustik.  V.  Apparate  Älr  schwitzende  Saiten« 
VL  Tönende  StSbe.  VU.  Tönende  Platten.  VIII.  Die  Lnft  als 
tdnendcr  Körper  (Pfeifen).  IX.  Apparate  bezüglicli  der  Fortpflan- 
zung des  Schalls.  A.  Ermittelung  der  Schallgeschwindigkeit  auf 
kleineren  Strecken.  B.  Die  Brechung  der  Schallstrahlen.  C.  Die 
Aenderung  der  Tonhöhe  durch  rasche  Bewegung  der  Schalii|uelle 
oder  des  Beobachters.  Ein  Anhang  enthält  Anmerkungen,  Er- 
gänzungen und  sehr  reichaltige  und  sorgfaltige  literarische  Nach- 
weise. —  Möge  das  verdienstliche  Werk  bei  allen  Lehrern  der 
Physik  die  gewiss  recht  sehr  verdiente  Beachtung  finden. 


Vermischte  Sßhriften« 

Gioinalc  di  Matematiche  ad  ujso  degii  studenti 
delle  universIta  italiano  pulthlicalo  per  cura  dei  Pro- 
ffcjisssori  Q.  Battagliui,  \.  Janni  e  N.  Trudi.  Napoli. 
(S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLAXIU.  S.  20.) 

Volume  III.  Marzo  1865.  Sulla  teoria  delle  superficie; 
per  Ulissi  Dini.  p.  65.  —  Correaioni.  p.  81.  —  Ricerche  di 
analisi  applicata  alla  geometria;  per  E.  Beltraini.  p.  83.  —  Süll* 
integrazione  per  approssimazione;  per  Eligio  Martini.  p.ttl.-- 
Solnzioni  delle  questioni  6,  6,  7;  per  Ciro  Sardi.  p.  94. 

Volume  III.  Aprile  1866.  Sulla  sviluppabilediS^ordine; 
per  N.  Salvatore  Dino.  p.  100.  —  Dimostraaione  dt  aicuni 
teoremi  Salle  euperficie  eviluppabiii  di  5**  ordine;  per  £■  d*0?idio. 
p.  107.  —  Rivista  bibliografica;  per  Lr.  Cremooa.  p.  113.  ~- 
Teorema  del  movimento  di  un  punto  in  un  piano  quando  ei  tien 
conto  deita  rotasione  della  terra;  per  A.  M ogni.  p.  121. 

Volume  111.  Maggie  e  Giugno  1805.  Sulla  eviluppa* 
bile  di  5®.  ordine;  per  N.  Salvatore  Dino.  p.  133.  ^  Sopra  le 
funaionl  algebriche  dl  una  variablle  eomplesse;  definita  da  una 
equazione  di  3"  grado;  per  E.  Betti.  p.  143.  —  Di  un  nuovo 
teorema  relative  alla  rotasione  di  un  corpo  interne  ad  nn  aeee; 
per  D.  Turaiza.  p.  140.  —  Avvertenia.  p.  149.  —  Studio  ele- 
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meotare  iotorno  all'ontologia;  per  P.  Cassani.  p.  150.  —  Teo- 
rema  del  moTimento  di  un  pnnto  in  un  piano  quando  si  tien  cooto 
deila  rotazione  della  terra;  per  A.  Mogni.  p.  166.  —  Dimosfra- 
aiooe  di  aiciini  tcoremi  sulle  superficie  eviluppabili  di  5'\  ordine; 
per  £.  d'0?idio.  p.  —  Solozione  delle  qnisüoui  6«  7; 
per  6.  Mola.  p.  190. 

Aanali  di  Matematiea  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortojini  e  compilati  da  E.  B«tti  a  Pisa» 
F.  Brioscbi  a  Pavia,  A.  Genocebl  a  Torino,  B.  TortoÜDi 
a  Roma.  (Vergl.  Litorar.  Ber.  Nr.  CLXXI.  3«  15.) 

Ad  DO  VI.  No.  6.  SuW  integrazioae  doli'  equazioDi  diffgren- 
alall  linearl  a  coeiBcieoti  cosiaati  fra  doe  variabilL  Memoria  del 
Prof.  B.  Tortolioi.  p.  249.  — 'Intorno  ad  aleune  proprietä  delle 
auperlicie  di  Hrolusioiie.  Nota  del  Prof.  E.BelframLp.271.— Impos- 
aibilitä  in  Dumerl  ioterl  dell'  cquazione  t"=d^-f  (^uaDdon>2. 
Nota  del  Prof.  L.  CaUolari.  p.  280.  —  lutorao  alt*  equazlone 
«^4- .9^+2*^=^0.  Nota  del  Prof.  A.  Geooechi.  p.  287.  — 
BttrUitA  liilillosraAea*  latrodnction  k  la  fb^rie  dem  nom» 
bres,  par  V.  A.  Le  Beegne.  Paris.  1863.  Tablee  diverses 
pour  la  decoroposition  des  nombres  eo  leurs  factears  pr^mlers» 
par  V.  A.  Le  Beague.  Paris  1864.  Ool  Professore  An  gel o 
GenoechL  p.  289.  —  Pabblicaaioni  recenti.  p.  291. 

Wir  bemerkeD  biebei  gelegentlich»  dasa  «na  freuDdliehst  ein 
vollstfiodiges  Verselchniaa  der  s&mmtllcbeD  Schriften  des  berfibm* 
ten  Heransgebers  dieser  Annalen»  des  Herrn  P^of.  Tortoll ni» 
anter  dem  Titel:  «»Elenco  delle  Prodnzionl  scientlfiche 
di  Barnaba  Tortolini*'  mitgetheilt  worden  ist,  welches  wir« 
als  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  mathematischen  Literatur» 
in  diesen  Literarischen  Berichten  abdrucken  lassen  werden»  so- 
bald der  ans  gerade  jetzt  fehlende  Raum  dazu  vorbanden  ist, 

Rendiconto  delle  sessioni  dell*  Aceademla  delle 
scienze  deü'  Istitato  di  Bologna.  Anno  aceaderoico 
1864-1865.  (Vergl.  Aber  das  »»RendicontoV  ffir  1863--. 
1864.  Literar.  Ber.  Nr.  GLX\  II.  S.  8.) 

Mit  Verweisnng  aaf  die  vorher  genannte  Nnmmer  nnseres  Lite- 
rarischen Berichts  wegen  Zweck  ond  Einrichtung  dieses  »»Ren- 
dioonto*'  der  berühmten  Alcademle  der  Wissensehaflen  in  Bo- 
logna» worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist»  machen 
wir  auf  die  folgenden»  In  den  Kreis  des  Archivs  gebarenden»  in 
den  verschiedenen  Sitzungen  gelesenen  Abhandlongen  aafmerksam : 

In  der  3ten  Sitzung,  24sten  November  1864»  las  Prof.  Cav. 
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Lorenso  Respigbl:  „Salle  caase  del  periodo  dinrno 
barometrlco/'  Die  Abhandlung  ist  in  sieinlich  ansföhrlichmD 
Auszuge  mifgetheUt  and  aar  Beachtung  sehr  zu  empfehlen.  — 
In  der  5teD  Sitanng,   I5ten    Deceraber  1864,  las  Prof.  Car. 
Lnigi  Creroona:    mSuIIc  trasformazioni  geometriche 
dclle  figure  piane.     Nota   2«."      üeber    diese  bereits 
vollständig  erschienene  schüne  Abhandlung  ist  von  uns  schon 
Ud    Literar,    Bor.  Nr.    CLXXHI.    ausführlicher  berichtet  wor» 
den,  worauf  wir  daher   verweisen.   —    in  der   15ten  Sitzung, 
9ten  März  1865,    wurde   gelesen    eine    „Nota   sulla  mono- 
grafia    del    Mississsipi,    e    sopra    un    tentativo  per 
tr Ovare  la  portata  dei  fiumi"  inviata  dal  Prof.  Cotnmeod. 
Maurizio    {>rij?honti.  p.  43.    mit   Bezug   auf   das  grosse 
Werk  über  drii  Misöisipj.i  \nn  Hamphreys  und  Abbot,  und 
eine  Formel  über  die  Cietjchwitulis^keit  der  Flusse.  —  In  der  lOten 
Sitzung,  öten  April  1865,  las  Prof.  Cav.  Cremona  tine  Abhand- 
des  abwesenden  pensionirten  Akademikers  Prof.  Cav.  (^heiini: 
„Dell*  u  s  o  d  e  1 1  e  c  o  o  r  d  i  n  a  t  e  o  b  I  i  i{  u  a  1 1    )  I  e  li  e  I  f  a  d  e  t  e  r  - 
minazionc  dei  momcnti  d'iuerzia*'  p.  64.,  über  v\i'lcbe  wir 
später  besonders  berichten  zu  können  hoffen. —  In  der  2]atenSitzong, 
4.  Mai  1865,  las  Doctor  Domenico  Piani:  ,»Sopra  alcune 
questioni  di  Matematica."  pag.  61.  betreffend  di«  Losung 
des  irreducibeln  Falls  ohne  Anwendung  der  Reiben  von  Tals, 
die  Arbeiten  von  Ruffinl  dber  die  Nothwendigkelt  des  Irredn- 
dbeln  Falls»  fiber  stereometrische  und  andere  Gegenstinde  mit 
Beasog  auf  Arbeiten  vonTorrieelH,  Brnnacci,  Rossl,  Perelli, 
Guido  Grandi.  —  In  der  24sten  Sitzung,  18.  Mai  1865«  las 
Prof«  Lorenso  Deila dasa:  Sul  potere  delle  pante,  osser* 
vasioni  ed  esper lenae.  p.  64»  betreffend  Elasticitftt,  Elelr- 
trlcität  u«&  IT. 

Atti  deil    Accademia  Pontificia  de'    Nuovi  Lincei 
compilati  dal  Segretario.  Vergl.Liter.Ber.  Nr.  CLXXlll. 
•   S.  20.?, 

Anno  XVIII.  Scssione  IV«  del  5  Marzo  e  Scssione 
V."  fU^l  '2.  Äprile  1865.  Sui  progressi  piu  recenti  della  geogra 
fia  LirH'i.i.le.  Memoria  di  nudisijT.  F.  Nardi.  p.  249, —  Lettere 
astronomiche  del  (  av.  Giuseppe  Biaiicbi.  IV.  Considerazioni 
e  lleminiscenze  di  ISIeteorologia.  (Lettera  III  s.  m.  Anno  XVIII. 
Sessione  I".  dei  4  Dicembre  1864.).  p.  257.  —  Suile  osservazioni 
metcorologiche  e  n»agiieti<he  ncll'  osservatorio  dell'  Infante 
D.  liuigi  a  Lisbona.  Ccrmo  del  prof.  P.  VolpiceUi.  p.  272. 
(Sowohl  der  vorhergehende  Brief  des  Herrn  Bianchi,  als  auch 
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die  Nachrichten,  welche  Herr  Volpicelli  iu  dem  Jet/Jeren  Auf- 
•atzö  voo  der  Einrichtung  uiuJ  <leii  Arbeiten  des  meteorologischen 
und  magnefiselieii  Observatoriums  des  Inlauten  D.  Lu  Igl  in  Li  s  - 
saboo»  dem  ab  Dbeefor  der  Sig.  Silveira  vorsteht,  gegeben  bat 
«lad  aebrinteresaantuodTerdieoen  rechtsehr  beachtet^zu  werden)! 
—  Ricerche  anaüticlie  aul  bifil&re,  tantomagnetometro,  quanto  elettro- 
metro»  aulfa  Giirva  bifilare»  eaulla  ntiaiira  del  magoetisnio  terres« 
tre.  Memoria  del  prof,  P.  VolpiceiH  (Continuazione  e  liiio. 
Quiota  Parte.    Miaiira  della  componeofe  erizsenfale  del  mai  ne 
tiamo  terreatre.   p.  279.   (Die  vier  frfibere»  Abtbeiluügen  dieser 
wichtigen  analytischen  UoCeraucbangeo  a.  m.  in  den  Atti  Vol 
XVil.  und  Vol.  XVI».  p.  1.).      Sur  l'origioe  de  aoa  c'hiffres.' 
Lettre  de  JM.  L.  Am-Sedillot  a  M.  le  PrloeeBalfhaaar  ßo«. 
compagni.   p.  316.   (Herr  S^dill ot  acbiieaat  diesea  infereasan- 
teo  Brief  mit  folgeodea  Worte« :  „Qoant  ä  ridentifieation  de  nos 
ch.ffres  modernes  avec  lea  chiffrea arabea,  eile  eat berede  donte 
si  Ion  coiisulte  ies  manoacrita  arabea  d'Eapagne  da  XI«  eiM« 
qaoi  quen  dise  M.  Woepcke,  et  comme  il  Tafllrme  lal-mW 
Oue  ce  sort  Gerberf  ou  toul  autre  qui  ait  inCrodait  ebea  »aus 
ce  Douveau  Systeme  de  numeration,  le  fait  ae  peut  ^tre  coateste 
et  le  tableau  suivant  en  oflfre  la  meilleure  preuve:  hier  folge»  nun 
die  Ziffer«  der  Arabes  orientaux,  der  Arabes  d'Afriqoe,  der  Ara- 
bcs  d  Espaj^ne  und  die  ChilTres  modernes,  die  wir  wegeo  der  »Da 
mangelnden   Tvpen    hier  leider  niohf  mittheilen  können,  deren 
Aehni.chkeit   ahcr  allerdings  sehr  ,n  die  Augen  fallend  ist) 
Gest  a  M  !e  prmce  Balthasar  ßo  ncompagn  i,  au  savant  ^di- 
teur  du  hbe.   Alcrorismi  de  Jean  de  Seville,  deila  vita  « 
delle  opere  di  Ghe.ardo  Cremonese,  du  Uber  Abbaci 
de  Leonard  de  P.se,  quü  appartient  He  fixer  i'opinion  sur  cette  , 
delicate  et  interessante  question.)  -  A  Secchi:  Analisi  spet- 

!I  ~  ^^*••^^^^^»>en  ist  diesem  Hefte 

der  Atti  noch  eine  Iconografia  e  Sciografia  dell'  Osser- 

dal  Marcbese  B^aimondo  Montecuccoli  Laderchl 
ond  eine  besondere  Zeichnung  des  Cireolo  meridiano  di 

f*?/f V"L/'*"T"'^"'  *««  der  man  von  Neue.»  sieht,  wie  ver* 
breitet  der  S,nn  för  Aafrooomle  in  Italien  ist,  und  uij  sehr  Z 
selbe  in  der  nneigennätzigstcn  Weise,  sowie  von  der  italienischen 
Regierung  aoch  von  den  reichen  und  vornehmen  Privaten  diese« 
herrlichen  Landes  gefördert  wird.  "«ese« 

Sitaangsbericbte  der  kaiseil.  Akademie  der  Wi< 
«nachaften  In  Wien.   (Vergl.  Literar.  ßer.  Nr.  CLXX,: 
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Band  L.  Heft  I.  Bla^ek;  TransforraatioD  und  Berechoung 
einiger  bestimmten  Integrale.  8.  60.  —  Stefan:  Ueber  die  Dis- 
persion des  Lichtes  durch  Drehung  der  Poiarisationfiebene  im 
Quarz.    iS.  88. 

Band  L.  Heft  11.  Stefan:  Ueber  eine  Erscheinung  an 
Newton'schen  Farbenglase.  S.  135.  —  Stefan:  Ueber  Interferenz^- 
eracbeintingeo  im  prWmatiaeben  und  im  Beagnngsapectnim.  138* 

—  Oppolser;  Unteranebnng  Aber  die  Bahn  des  Planeten  (ß) 

„Clytia".  S.  143.  —  ünferdinger:  Die  VVurzelformel  der  all- 
gemeinen Gleichung  des  vierten  Grades.  8.  225.  —  Fritsch: 
B^cbt  über  den  verheerenden  Hagclfall,  der  am  12.  Juli  awiecben 
8-9  Uhr  Abende  bei  Salzbarg  stattfand.  S.  23a 

Band  L,  Heft  III  und  IV.  Haidinger:  Ein  vorhomeri* 
scher  Fall  von  zwei  Meteoreisenmassen  bei  Troja.  S.  288.  — 
Ditscheiner:  Bestimmung  der  Wellenlängen  der  Fraunho- 
fer'scheu  Linien  des  Sonneiispectrums  (mit  2  Tafeln).  S.  '296.  — 
Mach:  Ueber  einig©  der  physiolo^jlschen  Akustik  angehöricre  Er- 
scheinungen. S.  34'2.  —  Stefan:  l^ui  Versuch  über  die  Natur 
des  unpolarislrten  Lichtes  und  die  Doppelbrechung  des  Quar- 
zes in  der  Iliciitung  seiner  optischen  Axe.  S.  .580.  — •  Ueber  Ne« 
benringe  im  Newton'sihen  Farbenglase.  S.  394.  —  Lippich: 
Phonautographen  von  ^Scott  (mit  1  Tafel).  S.  397.  —  Julius 
Schmidt:  Ueber  Feuermeteore  nach  Zahlen,  Detonationen^  file- 
teoritenfalien ,  Schweifen  und  Farben,  verglichen  zur  Hübe  der 
Atmosphäre.   S.  431. 

Band  L.  Heft  V.  Haidinger:  der  Meteorsteiofall  von 
Polinos  in  den  Kykladen.  S.  458.  —  Oppolzer:  Ueber  den 
dritten  Kometen  des  Jahres  1864.  S.  459.  ^  Stefan:  Ueber 
Interferenz  des  weissen  Lichtes  bei  grossen  Gangunterscbieden. 
8,  481.  —  Stefan:  Theorie  der  doppelten  Brechung.  S.  505. 
-~  W  ine  kl  er:  Einige  Eigenschaften  der  Transcendenteu,  welche 
am  der  Integration  homogener  Functionen  bervorgehen.  S«  531. 

Band  LI.  Heft  I  und  IL  Moshammer:  Zvr  Theorie 
eines  Systems  von  Varianten  der  eonoidischen  Propellersehranbe 

(mit  2  Tafeln),  p.  49.  —  Weiss:  Bahnbestimmung   von  (66) 

„Maja".  S.77.  —  ünferdinger:  Die  Auflosung  des  sphSrischen 
Dreiecks  durch  seine  <lrei  Höhen  (mit  1  Holzschnitte).  S.  97.  — 
Schranf!  Beitrai;  /li  den  Berechnungsraethoden  der  Zwillings- 
krystalle  (mit  1  Tafel).  S.  120.  —  Mach:  Untersuchungen  über 
den  Zeitsinn  des  Ohres  (mit  3  Holzschnitten).   S.  133. 
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Preisaofgabe  der  Aeeademia  Pualiiicia  de  i\uovi  Lincei» 

Die  berOhmte  Aeeademia  Pontifieia  da'  Naovi  Lincel 
in  Rom  hat  eine  Preisanfgabe  gaatellt  und  in  einem  besondereB 
Programm  in  üalienischer  ond  fraDsUsischer  Spracbe  veröffentlicht, 
welche  wir  unseren  Lesern,  so  schnell  als  es  ane  mUgUcb  ist, 
im  Folgenden  in  fraasjteiecher  Fassong  mittbetlen: 

ACAD^MIB  PONTIFICALE  U£S  NUOVl  LING£i. 
Programme  pour  lo  p?ix  Carpi« 

L'Acadomie,  dans  le  but  de  conferer  le  prix  annuel,  fonde 
par  !a  geticrcuse  disposition  testumentatre  d'un  de  ses  membres 
urdinaires,  feu  le  chevalicr  docteur  Pierre  Carpi,  propose  de 
developper  ie  tbeme  suivaul. 

Thdme. 

Exposer  une  methode  au  moyen  de  laqneile  on  puisse  deter- 
miner  Unu  les  valeure  rationnels  de  x  sapablee  de  rendre  un  carre 
ov  un  cabe  parfait  ie  poljrndmfe  A-|>Bd?«|-Cjr**|*l^^''|-£^«  par 
dee  raleara  entieres  de  A>  B,  C*  D>  E,  pouryn  qu'nne  ou  plusieura 
de  cea  valenrs  de  w  esiatent  reellement,  et  qui,  en  caa  confraire» 
en  fasae  eonnaitre  llmpossibilit^. 

cla  1  r c  i  SS   iii  c  a  t. 

Une  mäthodedae  au  ceiebre  Pierre  de  Fermat  pour  rendre 
ao  carre 

A  +  Ba;  +  Ca?« + Da:»  +  E«*, 

Ott  an  cube  rezpresalon 

A-t'Ba;'fC;c><fDa?», 

se  treave  ezpoaee  par  le  P.  Jacq u es  de  Billy  dans  son  eavrage 
intltnle:  jDocfrinae  analytieae  hweixtum  nottan  (p.  30  et  31  de 
l'edition  intitalee:  JHophanü  Alexandrini  AHikmeUcwum  Il6r( 
ei  de  numens  nmUangulU  Uber  «»im,  etc.  Tolo$ae  M,DC,LXX)^ 
Gelte  methode  ae  troave  aossi  expostfe  par  Ldonaid  Buler, 
dana  lea  cbapitrea  VIII,  IX  et  X  da  tome  second  de  son  onvrage 
intitule  AnMumg  %w  Algebra,  tradait  en  fraa^aia  aoos  le  titre 
d'EUmene  d^algkbre. 

Le  tome  XI*  des  Memoires  de  TAcad^mie  imperiale  des 
acleftces  de  St«  Ptftersbourg  (annee  1830)  contient  plusieura  me- 
moires posthumes  d'Ealer,  relatifs  ä  Tanalyse  de  Oiophante, 
donM'nn  eat  intitule  $  Metkadm  nata  ei  faeUU  farmulat  cMeas 
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et  biguadratieat  ad  guadratwn  redueendi*  Cette  m^thocle,  en  la 
censid^raiit  bien,  n'est  anfre,  dit  Jacobi,  que  celle  de  la  mulU- 
pUcaÜon  des  intSffrales  eHipiique$\  m^thode  deja  ]>roposee  par 
Elller  m^me  dans  see  Inatitntions  de  Calciil  Integral»  et  aillears, 
poor  r^aondre  atgebriquement  T^iiation  Cranseendante 

aü 

^  dx 

f{x)^a  +     +      +  d3^-{-ex*. 

Cette  impnrtnntc  oUscrvaliot»  <le  Jacohi  sc  trimvc  dau**  le 
frome  XIII^  <Ui  JoNijuil  de  mnlhcmnUques  de  M.  A.  \j.  Crello 
(annee  1835),  a  l'article:  De  nsu  thcoriuc  integmlium  ellipücorum 
ei  inUgraUum  AhcUanorum  in  avah/si  Diophavtea. 

La  m^thode  donnöe  par  Fermat  pour  rendre  an  carre 

A-i-Bxi-Cx^-^Vx^i-^ai* 

est  exposee  aussi  r^nus  le  voluine  intitrile:  Theorie  des  nombrex 
Troisieme  ediiion.  Par  Adrien  Marie  Legendre.  Tome  IL 
Paris  1830.  (p.  123—125.). 

Dans  un  memoire  de  Lagrange  intitnie:  Sur  quelques  pro- 
blimes  de  l'Analf/se  de  JJiophante,  et  insere  dans  les  NouveauXt 
M^moires  de  f  Academie  royale  des  Sciences  ft  ßcl/ai- Lettres, 
Annee  JffDCCLXXVJI.  A  Berlin  31DCCLXXIX,  .  st  donnee 
ausfsi  iirie  itiethode  pour  resoudre  en  nomL>res  rationncis  les 
^quatioris  generales  de  3"*«  et  4"*^  degre  entre  deux  indeter- 
ininees  .t,  y. 

Cependant  ces  methodes  snnt  imparfaites  1®.  parce  qo'eües 
Rupposent  dejä  une  Solution  connue;  2*^.  parce  qii'il  n'est  pa.s 
pronve  qu'eiles  fournisseiit  toutes  Jos  Solutions  possihieH.  11  »e- 
rait  par  consequent  a  dc^sirer  qu'on  en  trouvAt  une  autre,  qui 
o'eüt  besoin  de  la  connaissance  d'aucuue  soiulion,  fft  connaitre 
81  le  Probleme  soit  possible  ou  non^  et  dans  le  cas  rju  il  soit  pos- 
sible,  eti  duimat  loutes  les  isolutions :  ce  qui  serail  d'uu  avantage 
remarquable  dans  la  theorie  des  nombres,  ou  analyse  indeternsinee, 
et  lui  frayerait  le  clicmin  a  d'iraportants  progres,  n'ayant  et^ 
jtisqa'aprösent  satisfait,  sauf  dans  des  cas  assez  particuliere 
traites  par  des  eavants  geom^trcs,  aux  conditions  surenonci^ea. 
Cela  penrrait  ansai  4tre  utile  au  progr^a  d*autres  partlea  des 
adencea  matbematiqnes,  comme  oo  peut  facllement  le  Tolr  par 
la  lalatieD  qae  Jacobi  a  indiqnee  dana  sod  (icrit  dtd  d^deasoa 
entre  le  probl^me  exp08<$  et  la  doctrioe  des  fonetion«  elliptiques. 

2* 
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Conditioitfl. 

l".  Les  nieinoires  sur  le  theme  {)ropo*e  devrout  t  tre  rediges 
eil  Italien,  ou  en  latin^  uu  eii  Iranvaii»:  itulle  uutre  luu^uu  »'est 
adniise. 

2^.  Cbaque  memoire  porterasur  son  tioiiti*pice  iine  epigrapbe, 
qui  sera  rcpct^e  a  Tcjuterieur  ü'une  c;ivcloppe  cachetee,  dans  la* 
quelle  se  trou\  (  ront  !e  nom  et  Tadressc  de  l'auteur. 

On  ouvrii  a  seulcment  l'eovcioppe  correspoudaute  au  oid« 
iiioire  qui  uura  oliteuu  ie  prix. 

4^.  S\  les  autcurs  qui  auront  obtenu  une  tnention  honorable 
desirent  qiie  l'Academio  public  leurs  noms,  il  iaudra  qu'ils  en 
f'assent  la  deinando  dans  les  quatre  niois  qui  suivront  le  jour  dans 
Icqiiel  le  prix  aura  ete  decerne:  ce  terme  expire  les  eiiveioppes 
seroitt  brulees  sans  etre  decacbetees. 

5^.  L'Academte  a  decide  que,  ä  l'exception  de  ses  freute 
merobres  ordinal  res,  chacun«  queUe  que  «oitsa  natiooalitö«  poom 
concourir  pour  ce  prix. 

6^.  Chaque  memoire  avec  l'enveloppecacheWecorrespondanto 
devra  ^tre  envoye  franca  ä  l'Äcademie,  aYant  le  derDier  jour  du 
iDois  d'octobre  1866 ,  dale  de  la  clötare  du  concoure. 

7^.  Le  prix  sera  ddcerotf  par  TAcadeinle  dans  le  mois  de 
jauvier  1867  et  conaistera  en  une  mddaille  d'or  de  la  valeur  de 
etnt  deui  romaint» 

8^.  Le  memoire  covfonntf  sera  publid»  eotiÄrement  ou  par 
extrait,  dans  les  Atti  de  TAcad^mle»  et  l'aateur  en  recevra  ein* 
quante  exemplalres. 

Home,  11  juin  Ibtiä. 

Le  prfsiiipnt 

Le  secritaire 

P.  VoLPIC£LLl. 
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Systeme*  Ijelix«  and  Würterikücker. 

R.  Boitze r,  Die  Elemente  der  Mathematik.  1.  Bd.  2.  Aufl. 
gr.  8'>.    Leipzig,   brocb.   ]  Tblr.  7i  Ngr. 

ArUhmetilc« 

V.  Adam,'  Tascheobnch  der  Logarithmen  fiBr  Mittelschulen 
und  höhere  Lehranstalten.  W.  BrOnn.  cart  12  Ngr. 

M.  A1U>  Ueber  die  Eigen«chaßen  derjenigen  Gattung  von 

m 

Functionen,  «reiche  in  der  Cntwickelung  von  {l  —  2ga:-\-q^)  ^ 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  g  auftreten.  Lex. -8^.  Wien, 
broch.  6  Ngr. 

F.  Hofmann,  Aufgaben  aus  der  niederen  Arithmetik.  Zum 
Gebrauch  in  den  unteren  Klassen  höherer  Lehranstalten  bearbei- 
tet,   gr.  8^.    liayreuth.    broch.    12  Ngr. 

P.  C.  Jelinclf,  Die  Auflusnn^r  (ler  höheren  minicrischcn 
Gleichungen  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  iin;igiimren  Wur- 
zeln nach  einer  neuen  Metbode  dargestellt.  4^*  Leipzig,  brocb. 
15  Ngr. 

A.  Müiler,  Anfangsgründe  der  Algebra.  A^.  Wittenberg, 
broch.   7i  Ngr. 

A.  Stuhba,  Sammlunii  alLebraischer  Aufgaben  nebst  Anlei- 
tung zur  Auflösung  derselljcn  durch  Verstandesschlüsse.  5.  Aufl. 
gr.  8**.    Leipzig,   brocb.    20  Ngr. 

G.  von  Vega,  Logarithniiach -trigonometrisches  Handbuch. 
49.  Aufl.  Bearbeitet  von  C.  Breniiker.  gr.  8^,  Berlin,  broch'. 
I  Tblr.  71  Ngr. 

G.  Wirth,  Algehraische  Aufgaben,  gesammelt  und  mit  ele- 
mentaren Lösungen  versehen.  4.  Aull.  8^.  Langensalza,  broch. 
9  Ngr. 
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W«  H.  Behse,  Darateliende  Geometrie  mit  Rfleksieht  aaf 
technische  ÄoweDdang,  Insbesondete  flhet  Steinschnitt  der  Go- 
wSibe  etc.  Fol.  Halio.  broch.  2  Thir.  20  Ngr. 

C.  Hechelf  Compendinm  der  Planimetrie,  nach  Legendre 
für  den  Schulgebrauch  bearbeitet  2.  Aufl.  gr.  8®.  Reval.  broch. 
15  Ngr. 

0.  Hechel,  Stereometrische  Au%abeo  nebst  ihren  Auflüsan- 
gen  für  den  Gebrauch  io  bufaeren  Lehranstalten.  1.  Hft.  gr.  8®. 
Reval.   broch.  20  Ngr. 

R.  Schnedar,  Grundzüge  der  darstellenden  Geometrie  nebst 
ihrer  Amveodung  auf  Schattenbestiramun^,  Linear-  und  Parallel» 
Perspective  für  Ober-Realschulen  und  zum  Selbstunterricht.  3«  Aofl. 
gf,  80    Brünn,    broch.    1  Thir.  1  Nirr. 

A.  VViegand,  (Geometrische  Aufgaben  für  höhere  Lchran* 
stalten.  2.  Aufl.  gr.  B^.   Braunschiveig.  brocfa.   1  Tbtr.  6  Ngr. 

tteodltoie  und  praktfMlie  Cto«metrle  fiberliAnp«* 

A.  Gentilli,  Der  Fortschritt  der  Geodäsie  mit  Hinblick  auf 
dessen  Wichtigkeit  fflr  Eisenbahnstadien.  Lex.-8<^  Wien,  broch. 
10  Ngr. 

P.  A.  Hansen,  Geodätische  Untereuehungen.  hoch  4®.  Leip- 
sig.  broch.  1  ThIr.  20  Ngr.  ' 

Mecliantfc» 

H.  Fahle,  Hydraulische  Formeln  für  den  Abfluss  von  Was* 
ser  ans  GelUssen.  Programm-Abbandlong.  4**.  Neustadt,  brocb. 
10  Ngr. 

F.  Hoff  mann.  Neue  Methode  in  der  analytischen  Darstel- 
lung der  krummlinigen  Bewegung  eines  freien  Punktes  in  der 
Bbeno,  sammf  der  vrissenschaflUcben  Ableitung  der  vier  Kepler* 
sehen  Zentral-Heuegtinn^sgesetse  auf  elementarem  Wege.  gr.  8^. 
Klagen  furt.    broch.    10  Ngr. 

K.  Zuppritz,  Die  Theorie  der  Querschwingungen  eines  ela- 
stischen am  Ende  belasteten  Stabes.  4^,  Leipzig,  broch.  10  Ngr, 

•  PrakMaelke  Heetonift* 

C.  H.  Schmidt,  Btnvcgungs- Mechanismus  des  Parr-Curtls 
Selfactors.    gr.  4".    Stuttgart,    broch.    18  Ngr. 

J.  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen- 
mechanik.   2.  Tbl.:  Lehrbuch  der  Statik  der  Bauwerke  und  der 
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M«cbanik  der  Umtriebsniascbineii.  4.  Aufl.  gr.  8^.  Bnumsdiwe^. 
5.^.  Lief,  broch.  1  Tblr. 

Af^tronomie» 

O.  Las s er,  Tafeln  der  Lutetia  mit  BerudnMcbtigvng  der 
Storongcn  durch  Jupiter  und  Saturn,  gr.       Berlin,  brocli.  1  Thir. 

J.  J.  von  Littrow,  Wunder  Hos  Himmels.  5.  Aufl.  gr.  8*^. 
Stattgart,  brocb.  Lief.  15.  ä  5  iNgr. 

ßopp.  Erster  .Unterriebt  in  der  Physik.  Anleitung  zum  Ge- 
bratteb  dar  Ütt  die  WOrtembergficheii  VeikaM^itleii  susammenge- 
•  stellten  pbysikallseben  Apparate.  8^.  Rarenaburg.  broeb.  4Ngr. 

F  i  c  k»  Zur  Lebre  von  den  horiaontalen  Dimensionen  der  Festen. 
4<».  Gdttingen.  broeb.  5  Ngr. 

W.  V.  Haidinger,  Oer  Meteorit  von  Tnrakina»  Wellington, 
Neuseeland.  Lez-^S**.  Wien,  broch.  1)  Ngr. 

W.  G.  Hankel,  Elektrisebe  Uotersuebangen.  0.  Abliandl. 
Maassbestimmnngen  der  elektromotorischen  Krifte.  3.  Tbl.  boeh  4^. 
Leipaig.  brocb.  28  Ngr. 

0.  Krell,  Klimatologle  von  Böhmen,  gr.  8<^  Wien,  broeb. 
4  Tblr. 

A.  Muhry,  Supplement  zur  klimatograpblschen  {Jeben^icbt 
der  Erde.  Mit  einem  Appendix,  enthaltend  Untersuchungen  über 
das  Windsystem  und  einer  kartlicben  Darstellung  des  Systems 
der  £rd»Meteoration.   gr.  8^.  Leipzig,   broch.   4  Tblr. 

F.  J.  Pisko,  Die  neueren  Apparate  der  Akustik.  Für  Freunde 
der  Natorwissenschaft  und  der  Toukonst  gr.  8^.  Wien,  broch. 
2  Tblr. 

Pb.  Spiller,  Populäre  Physik  för  Handwerker,  Gewerbe- 
treibende, Fabrikanten  etc.  gr.  8^.  Berlin,  brocb.  Lief.  10. 11. 12. 
ä  5  8gr. 

O.  Ule,  Populäre  P^aturiebre.  8°.  Leipzig,  brocb.  Lief.  3. 
k  7i  Ngr. 

Vermiaehte  ScHrlfteii. 

Abbandlungen  der  künigi.  sächsischen  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaften. II.  Bd.:  Abhandlungen  der  mathemat-physlscben 
Klasse.   7.  Bd.    hoch  4*^.    Leipzig,   broch.    5  ThIr.  20  ISgr. 

Denkschriften  der  kaiscri.  Akademie  der  Wissensebaften.  Matbe- 
matisch-natonTissenschaftl.  Klasse.  24.  Bd.  gr«  4^.  Wien,  broch.  ^ 
14  ThIr. 

Register   zu  de»   Bänden  43 — 50  der   Sitzungsberichte   der  . 
matheni.«naturw.  Classe  der  kaiscrl.  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten.  (V.)   Lez.-8*^.   Wien,   brocb.   16  ISgr. 
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Physlkalisclie  Aostalt 

▼on 

Carl  ^  Reinlelder, 

hOhghbn, 

Amallenstrasse  76. 

a 

Die  Unleneichneten  eröffnen  unter  Heutigem  ihre  fiiyai«  * 
kailBche  Anstalt  in  lAncben.  Diese  Anstalt  liefert  alle  Instru- 
mente und  Apparate  aus  dem  Gebiete  der  Physik  und  der  an- 
gewandten Mathematik.  Besonders  Tollständig  sind  die  zur 
Anstalt  gehörigen  Werkstätten  f&r  optiache5  elektrische  und 
magnetische  Instrumente  eingericlitet. 

Bei  der  grossen  Anzahl  der  in  dieses  Gebiet  einschlägigen 
Artikel  war  es  von  Anfang  an  nicht  möglich,  einen  Toiiständi— 
gen  Preis -Courant  hersustellen'j  doch  soll  mit  Anfang  des  kom- 
menden Jahres  ein  solcher  ausgegeben  werden. 

\Vir  bitten  deshalb^  zunächst  hinsichtlich  der  Preise  mit 
uns  direct  ins  Benehmen  zu  treten^  und  bemerken  nur,  dasn 
dieselben  so  gestellt  werden ,  dass  die  Apparate  nur  gegen  haare 
Besahinng  bei  der  Absendung  abgegeben  werden  können  und 
dass  dem  Geschäfte  nicht  bekannte  Besteiler  die  Uäifte  des 
Betrages  pränumerando  zu  leisten  haben. 

indem  wir  das  Unternehmen  der  freundlichen  Beachtung 
und  Unterstlltsung  empfehlen,  seichnen  wir 

mit  ausgeselchiteter  Hochachtung 
loncbeDi  1.  October  1865. 

Dr.  Ph.  Carl,  G.  Reinfelder, 

PriPaläocent  an  der  LniversHäl  München.       Optiker  und  31echaniher» 
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CLXXV. 


Am  12ten  October  1865  starb  eines  plötzlichen  Todes  der 
ordentliche  Prolessor  der  Physik  am  polytecbniiichei)  Institute 
in  Wien: 

Dr.  Ferdinand  Hessler. 

Schon  einige  Zeit  von  seiner  Familie  vermisst,  nard  er  im 
pbysikalisrficn  Kabinetc  des  Poivterhniknms,  seinem  Institute,  todt 
gefunden.    Wer,  wie  der  Herausgeber  des  Archivs,  den  Vcihliche- 
nen  und  Glieder  seiner  trefflicljea  Familie,  namentlich  die  J  echter 
und  deo  in  würdigster  Wei.se  in  die  FusstapfVn  des  Vaters  ge- 
tretenen Sohn,  persönlitli   zu  kennen,  und   von   seiner  grossen 
Liebenswiirdigi^eit  sich  mancher  Beweise  von  Aufmerksamkeit  und 
Freundlichkeit  zu  erfreuen  das  Glück  hatte:  wird  ganz  die  unend- 
lich grosso  Trauer,  in  welche  die  würdige  Familie  durch  diesen 
80  plötzlichen,  unter  bcsundcrs  fjetrfibenden  Umständen  erfolgten 
Tod  ^'ersetzt  worden  ist^  zu  würdigen  verstehen,  und  aus  inner- 
stem Herzen  derselben  wünschen,  dass  —  wie  es  ihr  nicht  fehlen 
kann  und  wird  —  der  Herr  Aber  Leben  and  Tod  sie  in  «einen 
Schttts  nehmen  m5ge«  G. 

Geboren  zu  Regensburg  am  23.  Februar  1803,  machte  F. 
He  SS  1er  die  Gymnasial-  und  philosophischen  Studien  in  Prag, 
seine  mathematischen,  naturwisseuschaftichen  und  zugleich  juridi« 
sehen  Studien  In  Wien,  war  vom  J.  1826—30  supplirender  Pro- 
fessor der  Physik  an  der  Universität  zu  Graz  und  zugleich  1829 
supplirender  Professor  der  Chemie  am  ständischen  Joanneum, 
1830-^  wirklieber  Professor  der  Physik  an  der  Gräser  Univer* 
sItSt,  1836—38  Professor  der  Physik  an  der  Prager  Universitüt» 
und  seit  1843  Professor  der  Physik  am  k.  k.  polytechnischen  In- 
fltltattt  in  Wien.  In  Anerkennung  seiner  Verdienste  war  er  wirk- 
liebes  oder  korrespondirendes  Mitglied  yerscbiedener  wissenschafl- 
lieber  Gesellscbafien  und.Faknlt&ten.  Er  Ist  der  Verfasser  des 
von  1839  an  vom  Vereine  sur  Ermunterung  des  Gewerbsgeistes 
io  Böhmen  berausgegebeneD  „Jahrbuches  filr  Technik,  Physik  und 
Chemie»*'  war  von  1841  an  bis  su  seiner  Berufung  nach  Wien  im 
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Jahre  1843  Redakteur  der  xon  demselben  Vereine  he  raasgegebenen 
„Enzyklopädischen  Zeitschriit  des  Gewerbevereiiis/*  und  verfasste 
ein  Lehrbuch  der  Physik  für  hühere  Schulen,  sowie  auch  von  ihm 
mehre  wissenschaltlich  technische  Abhandlungen  in  verschiedenen 
Zeitschriften  erschienen.  Er  bereiste  im  Auftrage  des  Gewerbe- 
Vereins  zur  Ermunterung  des  Gewerbsgeistes  in  Böhmen  und  zu 
industriellen  Zwecken  in  den  Jahren  1838,  1839  und  1840  Böhmen 
und  andere  Länder  des  üsterreicliischen  Kaiserstaates,  mehre 
Staaten  des  dentseheii  Bandes,  die  Miederlande,  Belgien,  Frank** 
reidi  und  Gressbiitannien,  ttndi  wurde  1840  xan  Mitglied  der  Pro* 
vinaial-HaDdelskoolDiissioD  in  BObmen  ernannt;  er  war  ein  thätiges 
Hitglied  des  Beurtfaeilangsansscfansses  ven  dewerbs-Prodnkfen- 
Ausstellnngen  in  Prag  vnd  Wien,  vnd  wurde  Ten  der  Wiener 
Handelskaanmer  als  Jnrymilglied  sur  allgemeinen  Pariser  Industrie- 
aasstellnng  im  Jahre  IM  abgeordnet.  Als  Faebscbriftsteller  ver- 
Sffentlicbte  er  folgende  selbststtndlge  Werke:  Lebrbncb  der  Physik 
nach  dem  BedGrroisse  der  Technik,  der  Kttnste  imd  Gewerbe» 
Wien,  1864*);  Jahrbuch  ßir  Physiker,  Chemiker,  Minenlogen,  Tech- 
niker, Graz,  1835;  Jahrbuch  ffir  Fabrikanten  und  Gewerbetreibende« 
Prag  1838  und  1839.  Im  Jahre  1861  wurde  Hessler  bei  der  Neu- 
wahl für  den  Wiener  Gemeinderatb  durch  das  Vertranen  seiner 
Mitbürger  In  denselben  gew&blt. 


Die  Mittheilung  einiger  biographischer  Notizen  über  den  In 
diesem  Jahre  leider  verstorbenen  Professor  Dr.  Kunig  am 
KaeiphOfischen  Gymnasium  in  Kü n i gs b erg  i.  P. ,  dem  das  Archiv 
mehrere  wertbvolle  Aufsätze  (s.  Inhaltsverzeichniss  zu  Theil 
XXVI.  bis  XL.  S.  25.)  verdankt,  wärde  dem  Herausgeber  sehr 
angenehm  ^ein ,  und  bittet  er  recht  sehr,  ihm  dieselben  baldigst 
zugehen  zu  lassen. 

Auch  über  den  treflTIichen,  der  Wissenschaft  leider  entrisseneo 
Encke  möchten  wir  recht  sehr  um  baldige  Mittheilnng  einiger 
biographischen  Notisen  bitten. 


Geschichte  der  Mathematik. 

HIstelre  des  scIences  matbematiqees  et  physiqtiee 
cbex  les  Beiges;  per  Ad.  Qaetelet,  Dir ecteer de  TObeer- 

*)  Di«  dritte  Anflago  dieses  verdieiMlItchea  Werks  (Wien  IMu 
Bnonöller)  wird  von  H«tra  Prof.  Dr.  Pisko  In  Wien  fevigesets«. 
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vatoire  Royal  de  Brazelles,  etc.  etc.  BmzeUee.  M. Heyes* 

Wie  schwierig,  aber  auch  %vie  verdienstlich,  Bearbeitangeil 
der  Geschichte  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissen- 
schaften bei  einzelnen  Völkern  sind,  haben  wir  schon  bei 
einer  anderen  Gelegenheit,  indenn  wir  nämlich  das  durch  den  hoch- 
seeligen  Konig  Maximilian  von  Uayern  in  hochherzigster  Weise 
in's  Leben  gerufene  Unternehmen  einer  Geschichte  der  Wissen» 
schalten,  und  insbesondere  der  mathematischen  und  physikali* 
sehen  VViäsenschaften,  in  Deutschland*)  im  Literar.  Ber.  i>»r. 
CXLIl.  S,  1.  vorläufig  anzeigten,  hervorgehoben;  und  welche  ♦ 
grossen  Verdienste  der  Fürst  B.  Boncompagni  in  Rom  sich, 
eo  wie  um  die  Geschichte  der  Mathematik  überhaupt,  insbeson'^ 
dcte  atteh  ein  die  in  allen  Besiebaegen  so  wichtige  Geeehicbte 
der  Mathematik  In  Italien  erworben  hat,  und  fertwäbreed  in 
immer  erhsbetem  Maasse  erwirbt»  ist  ooseren  Lesero  ans  fraheten 
Literarischen  Berichten  hinreicheed  bekannt.  In  die  Reihe  dieser 
Arbeiten  tritt  nun  In  würdigster  Weise  die  vorliegende  Ge schiebte 
der  mathematischen  nnd  physikalischen  Wissenschaf» 
ten  bei  den  Belgiern»  dnrch  deren  Publlcatlon  Herr  Ad.  Que» 
telet  seinen  bekannten  grossen  Verdiensten  anf  anderen  (Gebieten 
unserer  Wissenschaft  ein  nenes  nicht  minder  grosses  binangeftlgt 
hat  Wir  halten  dieses  aus  langjährigen  Studien  hervorgegangene 
Werk  —  über  welches  Herr  Q  n  e  t  e  let  in  dem  „  A  p  p  e  n  d  i  c  e"  selbst 
sagt:  „f^'onvrage  qni  pr^cöde  ^tait  compose  depuis  longtemps. 
Je  m'ätais  propose,  en  l'^crivant,  de  reconnaitre  les  pbases  qu*a 
prdsentees,  dans  IMnterienr  de  la  Belgique,  le  developperoent  des 
Sciences  exactes  et  des  connalssances  qui  en  dependent ;  je  voulais 
etudier  en  möme  temps  la  marche  qu'il  convient  de  suivre  dans 
Tetat  actiie?  des  choses**  —  für  einen  sehr  wichtigen  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  nicht  bloss,  sondern 
CuUurL^eschichte  überhaupt,  weil  Herr  Quetelet,  mit  intimster 
Kenntniäs  der  politischen  Geschichte  seines  vielbewegten  Vater« 
lapdes,  stets  die  Geschichte  der  W^iRsenschaften,  ja  auch  der 
Künste,  in  ihrer  Verbindung  mit  und  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
jener  betrachtet  und  in's  Auge  fasst,  wobei  zugleich  auf  allen 
Seiten  in  einer  liir  Jeden,  dessen  Herz  selbst  von  solchen  Ge- 
fühlen bewegt  werden  kann,  im  hilchsten  Grade  wohlthuenden  und 
erfreulichen  Weise  sein  lebhaiteji^  patriotiöcheä  Gerühl  hervortritt 


*)  "Mopi-en  Horr  (icrharilt  in  Eialftben  nnd  Herr  Jolly  in  M  un- 
eben nicht  zu  iaage  aif/  die  Publication  der  in  ihre  Hände  gelegten 
Arbeiten  warten  lassen  ! 
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Nach  einer  setn  ^interessaeten  allgemeinen  Einleitung  tbeilt 
der  Herr  Vf.  sein  schnuee,  auch  mit  gruaater  Elegans  aitage«tat- 
tetea  Werk  In  vier  Bücher*  nimliehs  Utm  1. 1)epui«  l'orlgine 
de  la  Belgiqee  juaqu*aa  regne  de  Charles-Quint.  Uwre 
II«  Depais  Charles-Quint  jusqa*ä  la  Tin  du  Gouverne* 
ment  d'Albert  et  laabelle.  I^tvre  III.  Fin  du  regne 
d'Albert  et  Isabelle,  jusqu'a  l'epoque  de  la  cr^ation  de 
TAcademie  Imperiale  de  Bruxelles.  Iilvre  IV,  Deputs 
lacr^ation  de  l'Acad^roie  Imperiale  et  Royale  de  Bru- 
xelles jasqu'ä  1830.,  womit  zugleich  die  Gränze  bezeichnet 
ist,  bis  zu  welcher  Herr  Qaetelet  sein  Werk  fortgeiiihrt  hat. 
Auf  p.  367.  u.  s.  w.  sagt  Derselbe:  „La  revolution  de  1830  suivit 
le  cours  ordioaire  de  toutes  les  revolutions  et  cliangea  la  face 
d'une  infinitt*  de  ctinses.  1!  fnt  aussi  qucstion  de  reorganiser 
TAcadeniie:  mais,  nialgre  les  prejuges  (\\n  s'etaient  (Ueves  contre 
c!le,  l'Acadcinie  qui,  des  lors,  avait  la  conscieiice  de  son  avenir, 
sut  se  tenir  debout  et  reslsta  a  Torage  qui  la  inena^ait.  Elle 
^tait  lüiu  de  pretendre  saus  doute  que  sou  Organisation  ne  pdt 
dtrc  ameliorce.  et  qn'il  nV  eilt  aucurie  modrfication  a  introduire 
dutks  son  Interieur;  mals  eile  avait  a  coeur  de  le  faire  par  eile- 
u»enie,  et  de  montrer  avant  tout  qu  elle  avait  compris  sa  nüssioii 
et  qu'elle  saurait  la  remplir.  Loin  de  lui  savoir  mausais  gre  de 
sa  confiance  en  eile  merae,  le  gouvernernent  cL  la  uation  ne  tar- 
dercnt  pai>  a  lui  temoigner  Icur  Sympathie  et  a  lui  douner  meme 
les  moyens  d'etendro  ses  travaux.**  —  „Sans  me  poser  en  pane- 
gyrist  de  TAcademie,  je  dois  me  borner  ici  a  un  simple  exposä 
dea  falts  ponr  appr^cier  la  pers^v^ranee  avec  laquelle  ce  eorps 
a  constamment  mareh^  vera  le  bot  qn'il  ae  proposait  d*atteindre, 
anime  dn  noble  diSsIr  de  pouvoirj  aoua  le  rapport  dea  scIences 
et  dea  lettres,  repr^aenter  dignement  la  natlon  et  poser  aa  pierre 
dana  le  vaate  ^dlfice  dea  cennalaaancea  buroalaea»  aaqael  tout 
peuple  civlliatf  dolt  aon  tribut".  —  „Le  ehangement  politique  qai 
se  mauifeata  dana  cette  eirconatance  ae  IIa  d'aaaea  pröa  an  mouve« 
ment  iatellectitel  de  la  natlon,  ponr  qa'il  füt  permis  de  eroire  qae 
la  Belgiqae  a?ait  enfin  repria  le  rang  qa'elle  aemblait  avoir  perda 
depuis  longtempa.  liea  Cbambrea  dea  Reprdaentanta  et  da  Senat 
regurent  en  ra^me  temps  ooe  forme  digne  d'elles;  et»  aooä  un 
prince  eclair^,  type  dea  roia  constitutlonela,  la  Belgique  marcba 
▼era  un  aveni^  glorieox  et  tranquille,  arec  la  certitade  de  ponvoir 
se  replacer  an  rang  des  nationa  lea  plna  avane<$es,  d'oü  eile  avait 
M  ^carttfe  peodaot  longtempa  par  les  fuoeatea  effeta  dea  domlna- 
lions  ^trangeres."  —  Mögen  unsere  Leser  ans  diesen  knnEea 
würtiicben  Mittheilungen,  welche  die  grosse  Wichtigkeit  der  ihre 
Mission  In  der  wärdigaten  und  richtigsten  Weise  erkenneDden  und 
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auffassenden  Acadernie  lloyale  de  Bolgique  mit  Recht  in 
beredter  Weise  hervorheben,  zugleich  die  übrigens  iiingst  bekannte 
hticbst  elegante  Diction  des  Herrn  Ms,  erkennen! 

In  den  auf  jeder  Seite  sich  findenden  ausfnhrlichen  Noten  hat 
der  Herr  Vf.  mit  der  grossten  Gelehrsamkeit  die  reichste  Literatur 
niedergelegt,  und  vielfache  Auszüge  aus  den  betreffenden,  eft 

sehr  seltenen  Werken  gegeben,  die  ein  sehr  deutliches  Bild  von 
deren  Inhalt  und  ihrer  wissenschaftlichen  Bedeutung  liefern, 
se  dass  also  auch  in  dieser  Beziehung  des  Werk  kfinftig  eine 

der  uichtig.sten  Quellen  sein  wird,  aus  der  man  eine  tiefere 
Kenntniss  der  belgischen  Literatur  auf  dem  (Gebiete  der  exacten 
Wissenschaften  zu  schupfen  hat.  Den  Schluss  der  eigentlichen 
Geschichte  bildet  ein  sehr  interessanter  „Apergu  g^neral** 
nnd  zwei  Büchern  sind  unter  den  folgenden  Titeln  wcrthvoile 
Tabellen  beigefugt:  Souverains  qiii  ont  regnö  en  Belgiqiie 
d  e  862  a  1477.  (p,  72.)  —  M o u  v e  in  e n  t  du  e ti i  e  m a  t  h  e - 
niatique  en  Belgiquc  (p.  374.)  —  welche,  namentlich  die  leU' 
tereo,  den  berühmten  Statistiker  bekunden. 

Ausser  der  eigentlichen  .Geschichte  der  mathematiscben  und 

physikalischen  Wissenschaften  entlialt  das  Werk  nun  noch  auf 
p.  375  —  p.  455.  einen  besonderen  An  bang.  Wie  wichtig  die 
Gründung  der  Königlichen  Sternwarte  in  Brflssel  für  die  Astro- 
nomie und  die  Physik  der  Erde  geworden  ist,  weiss  Jeder;  und 
eben  so  bekannt  ist  es,  dass  dies  nur  durch  die  berühmten  und 
.ausgedehnten  Arbeiten  und  Veranstaltungen  Herrn  Quetelet's 
ermdglicht  worden  ist.  Deshalb  kann  demselben  die  Wissenschaft 
es  nur  Dank  wissen,  dass  er  in  diesem  Anhange  eine  ausfuhr« 
liehe  Darstellung  der  Entstehung,  des  Zwecks,  der  ununterbrochenen 
Fortführung  u.  s.  w.  dieser  wichtigen  Arbeiten  geliefert  und  da- 
durch zugleich  eine  höchst  lehrreiche  Anleitung  znr  zneckmässigen 
und  erfolgreichen  Ausfuhrung  aller  solcher  Arbeiten  gegeben  hat. 
Indem  wir  einen  Jeden,  der  sich  für  solche  Arheiteti  interessirt, 
dringend  auf  diesen  Anhang  aufmerksam  machen,  imissen  wir  un^ 
hier  im  öebrigen  mit  der  folgenden  Miti  luilung  der  IJeberschrlften 
seiner  einzelnen  Abtheilungen  beuniügen,  woraus  zugleich  der  grosse 
Umfang  dieser  Arbeiten  erhellen  wird:  Snr  le  but  et  le» 
travaiix  de  l'Otoservatoire  royal  de  Brnxelles.  —  Phe- 
nomenes  p^rlodiqiieM :  1.  V  a  r  ia ti  o  ns  a  n  tni e  1 1  es  et  diurne s 
des  temperatures  de  l'air  et  du  sol.  2.  Oniles  atmosphe- 
riques,  leur  propagation  dans  i'atmosphere.  3.  V?etours 
periodiquns  des  mar  ö  es  sur  les  c6tes  de  la  Belgique 
et  sur  le  <ilolje  en  gencial.  4.  Cour  an  tä  tuutitimes  a  la 
surface  du  giobe.  5.  Magnetisme  terrestce  eo  Belgique. 
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6.  6lectricite  statique  et  electricit*  dyoamique  ie  Fair; 
OTages.   7.  CoiiTants  electriques  pour  la  d^tarmiiatioii 
de  i  hcure.  8.  Longitade  da  Bruxallaa  par  tappott  Ii 
Greenwich  et  ä  Berlin.  9.  fitoiles  filantea  sporadtqaea 
et  pöriodiques.  10.  Pliöoomdnea p^riodiques deaplaotea 
et  animaux.    II.  Variatioos  pdrlodiqaea«  diaraea  et 
annuelUs,  qoe  prdaente  la  atatiatique  en  Belglqae  et 
daaa  lea  direra  Etata.  12.  Unitd  projetde  dea  poida  et 
meanrea  daoa  lea  diffdrenta  paya.  — >  Fntli^eii  Belkes 
BmbelllaaemeDta  da  Parc  de  Bruzellea  (AufotelloDg  von 
Stataea  berfiliniter  Belgier  In  dem  bekannteo  prachtvoUaD  Park 
von  Brfiaael)* 

Wir  wünschen  dem  Herrn  Vf.  von  Herzen  Glück,  dass  es  ihm 
am  Abend  seines  unablässig  für  die  Wissenschaft  thätigen,  mit 
den  schönsten  Erfolgen  gekrönten  Lebens  mOglich  gewesen,  ein  so 
wichtiges  und  schSnes  Werk  wie  des  vorliegende,  von  dem  wir 
mit  dem  grusaten  Interesse  genaue  Kenntniss  genommen  haben 
and  daa  wir  allen  Mathematikern  und  Physikern  zu  sorgßUtigster 
Baacfatimg  empfehlen,  zu  Follenden;  möge  an  ferneren  Arbeiten 
die  gütige  Voraebang  ihm  noch  lange  Kraft  ond  Mnth  verleihen! 

Interne  ad  unpassodellaDivina  Com  media  di  Dante  - 
Allighierl.    Lettera  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mos* 
sotti  a  ß.  Boncorapagni.    Seguita  da  una  Nota  intorno 
a  questa    Lettera.    Roma.    Tipografia   deile  sciense 
matematicbe  e  fiaiche.   Via  Lata       211  A.  1865.  4<». 

Dieaer  Brief  dea  berSbmten»  um  Aatronomle,  Optik  and  maf  he* 
matiaebe  Phyaik  fiberbaapt  bocbverdlenten,  der  Wlaaenaebaft  leider 
bereite  eatriaaenen  Ottaviane  Fabrizio  Moaaotti  In  Pisa  be- 
trilllteine  der  weiteren  Anfkl&rang  allerdinga  bedfirfende  Stelle  der 
DIvina  Commedia  von  Dante  Allighierl.    Dleaelbe  fiode^ 
aicb  im  aweiten  Geaange  des  Paradieaea.  V.  97—106.,  and. 
lautet  nach  der  Witte'schen  Ueberaetzang  (Dante  Alll^  ^ 
bieri's  Göttliche  Komödie.  Ueberaetat  von  Karl  Witt»  « 
JBerlin.  J865.  m  S.  067.)  folgendermaaaen : 

97.    Drei  Npie^^el  nimm,  entferne  deren  zweie 

Gleich  weit  von  Dir,  und  lasse  zwischen  beiden 
Den  dritten  ferner  ab  Dein  Auge  treffen. 

100.  Laza  bintar  Demem  Rficken,  biet  den  Spiegeln 
Du  zugewandt»  eki  Lieht  aniatell'n,  dae  alle 
Erhell'  nad  rOckgeatrablt  von  allea  werde. 
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103.  Brreicht  nun  aocb,  des  Bilden  GrSsne  nacb. 
Der  fero're  Spiegel  nicht  die  beiden  näliern. 
So  fliehst  Da  dach  gleiehmissig  slle  giXosen. 

Herr  Boncompagui  hat  Mossotti's  Brief  mit  einer  überaus 
gelehrten  und  interessanten  „Nota  intorno  aila  Lettera  del 
Prof.  Mossott'i''  begleitet,  auf  die  wir,  wie  oaturiich  die  Leser 
unsers  Archivs,  auch  alle  Bearbeiter  und  Commentatoren  des 
Dante  dringend  aufmerksam  machen  mächten.  Hier  interossirt 
ans  natörlich  vorzugsweise  der  physikalische  oder  optische  In« 
halt  der  obis^en  Veerse,  über  welchen  Herr  Boncompagni  u.  A. 
p.  6.  sagt;  ,JI  Prof.  Mossotti  nella  sua  lettera  suddetta  avverte  che 
Dante  in  questo  passo  del  suo  Paradiso  indico  un  principio  teorico 
iroportante«  cioe  che  le  superficie  piaue  lumioose  od  iüuminate 
tn  egua!  grado  appariscono  della  stessa  cbiarezza  a  qualunq'ue 
distania  esse  sieno  poste.**  Wir  mSchten  wohl  den  einen  oder 
den  anderen  nnserer  Leser  aufTordem,  eine  weitere  mathematische» 
gana  elementare,  Erlftnternng  der  obigen  Stelle  de«  Dan  te  an  geben« 
natlfrlich  mit  Rflcksicbt  auf  die  ^erliegende  Schrift«  nnd  wfirden 
einem  betreffenden  Anfsatze  gern  eine  Stelle  im  Archiv  einriur 
men.  Was  Witte  in  den  seiner  Üebersetsvng  beigefügten  »»Er- 
Iftttterungen**  S.663.  Aber  obige  Stelle  sagt,  Ist  jedenfalls  ve- 
nig genügend. 

Schliesslich  will  ich  noch  anführen»  was  Mossotti  selbst 
über  die  in  Rede  stehende  Stelle  sagt:  „A  me  pare  che  Dante 
coir  essempio  dei  tre  specchi  ha  voliito  segnalare  ii  principio 
che  ie  superficie  piane  luininose,  ud  illiniiinate  in  cgual  grado 
appajono  della  stessa  cbiarezza  a  qualunqne  distanza  siano  poste, 
perche  la  crandezxa  dell'  immagine  e  la  quantita  di  luce  che  ri- 
ceve  la  {iu|)ilLL  da  ciascun  punto  diminuendo  l'una  c  l'altra  nella 
ragione  inversa  del  quadrafo  della  distanza,  vi  e  un  compenso,  ed 
ogni  elemento  d'egual  estensione  deli'  immagine  appaiente  e  sem- 
pre  rappreseotato  da  una  stessa  quantitä  di  luce  nell'  occbio 
a  quatunque  distanza  si  osservi  la  superficie.." 

Interne  ad  una  tradazione  italiana  fatta  nell'  anno 
1341  di  una  coropilaziene  astronomica  dl  Alfenso  X. 
Re  di  Castiglia.  INota  di  Enrico  Nardncci.  Roma.  Ti- 
pografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.  Via 
Lata.  K0.211A.   1866.  8«. 

Eine  von  der  grossen  Gelehrsamkeit  des  Herrn  Enrico  Nar- 
dttcci  von  Neuem  das  schönste  Zeuguiss  ablegende  Beschreibung 
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einM  Auf 'der  Bibliothek  des  Vatican's  sich  findenden  Codex, 
welcbe  ffir  die  Gescfiichte  der  Mathematik,  insbesondere  der 
Astronomie*  sehr  wichtig  ist,  und  auf  weiche  daher  hier  [»esonders 
aufmerlcsam  gemacht  werden  rouss.  Dieser  Codex  ist  in  dem 
Catalpg  der  Codices  der  genannten  fiiblipthek  also  beieichnet: 

„8174,  Trattato  della  Sfera  composto  per  ordine  di 
Alfonse  Re  di  Castigiia,  e  tradotto  dalla  Lingua  Araba 
in  ItaliAue  da  Guerucclo  figliuolo  di  Ginne  Federigbi 
della  moUo  nobile  Citlä  di  Firenze  nell'  anno  1341,  come 
ricavasi  dal  FogUo.  103.  della  medesima  Opera.  Codex 
Membran^eens  in  folio  sumnii  pretli,  qnia  cont.inet 
versionem  Italam  supradicti  Guerveeli  Federigbl.«  cii* 
Jus  nulla  meatlo  habetur  apnd  Crusoe  «eriptores.  Con,* 
tlhet  foUä  447.  Ine.  Questo  Libro.  Codex  Chart  Se£ 
XIV« 

Welche  Schätze  für  die  Geschichte  der  Mathematik  mögen 
die  italienischen  liililiotheiven  noch  enthalten,  und  wie  verdienst' 
lieh  sind  die  Bemühungen,  diese  Schätze  an's  Licht  zu  ziehen 
und  zugänglich  zu  machen!  Wie  gross  sind  namentlich  die  Ver< 
dienste  des  Fürsten  Boncom  pagn  i  in  dieser  Beziehung,  der  ent- 
weder sich  selbst  solchen  Publicationen  unterzogen  hat,  oder 
durch  dessen  hochherzige  Liberalität  dieselben  müglich  gemacht 
worden  sind! 

iVlemorie  di  un  Codice  greco  Vaticano,  puhblicate 
dal  Prof.  Giuseppe  Cavallere  Spezi,  Scrittore  della 
Vaticana.  Roma.  Tipografia  delle  scfenze  matema« 
tiche  e  fisicfae.   Via  Lata.       21L  A.   1865.  8<». 

Dieser  hier  beschriebeuu,  mit  der  Nummer  191  bezeichnete 
griechlsebe  Codex  aus  dem  13fen  Jahrhundert  auf  Baumvrollen- 
Papier  (earta  bambagina)  eotb&it  Schriften  von  Euklid  Über 
Optik,  Katoptrik  und  Musik,  die  Data  des  Euklides,  Schriften 
von  7beodosins,  Aristarch,  Hypsikles,  Eutoeius,  Pto- 
lemäus,  Proclus,  Eratosthenes,  Hipparch,  Diophanl 
(«^»^fiijmdly  plßkiov  ä.;  —  ttsgl  xoXvfidvav  agt^nav),  u.  s.  w»,  q. 
8.  w.,  im  Ganzen  an  der  Zahl  49,  die  in  der  Verdienstlichen  Schrift, 
auf  die  wir  hier  recht  sehr  aufmerksam  machen,  ihren  Titeln  nach 
sämmtlich  genau  veraeicbnet  sind. 
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Geometrie. 

Stereometrische  Aufgaben  nebst  ihren  AttflOson- 
gen,  für  den  Gebrauch  In  höheren  Lehranstalten  bear* 
beitet  von  Dr.  Carl  Hcc  hei.  Erstes  Heft.  Reval.  Frans 
Klage.  (Leipaig.  R*  Uartmann).  186d. 

Im  Literar.  Ber.  Nr.  CXLVII.  8.3.  haben  wir  bei  Gelegenheit 
der  Anzeige  der  sebOnen  MSammlong  stereomtrischer  Auf- 
gaben Too  J.  A«  Müttrich*  Königsberg*  1861.''  bemerkt, 
dass  alereometrische  Aufgaben  fifr  den  Daterrtcht  keinesiv  egs  in 
Ueberfloaa  vorhanden,  und  Sammlungen  solcher  Aufgaben  daher 
jederaeit  besonders  verdienstlich  seien.  Dies  gilt  auch  von  der 
vorlSnfig  in  ihrem  ersten  Hefte  vorliegepden  Sammlung  von  Herrn 
Dr.  Carl  Hechel  in  Dorpat»  da  wir  naeh  nSherer  Kenntniss- 
nähme  gana  der  Meinung  sind»  dass  diese  Sammlung  ein  sweck- 
mltoslges,  mit  Dank  anfsnnehmendes  HOlfsmittel  ffir  den  stereo- 
metrischen Unterricht  darbietet,  auf  welches  alle  Lehrer  recht 
sehr  anfmerfcsam  zu  machen  sind.  Das  vorliegende  erste  Heft 
enthSlt  die  Abschnitte:    L  WOrfel  II.  Parallelepipedon 

(33*-72).  III.  Prisma  (73-114).  IV.  Pyramide  (115—236).  V. 
Abgestumpfte  Pyramide  (227—283).  VI.  Pyramidale  und  prisma- 
tische Kugelhaufen  (284—305).  VII.  Prismatische  Abschnitte  und 
Obelisken  (306—342).  Vlü.  Cylinder  (343—477).  —  Das  «weite 
Heft,  des^cTi  baldiges  Erscheinen  sehr  zu  wSnschen  ist,  enthftlt 
in  ungefähr  550  Aufgaben:  IK.  Kegel«  X.  Kegelstumpf.  XI.  Ro- 
tationskörper. XIL  Kugel. 


Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  mehre- 
ren hundert,  zur  Uebung  im  Auffinden  von  Auflüsnn- 
gen  un3  Beweisen  systematisch  geordneten  Formeln, 
Aufgaben  und  Lehrsätzen.  Zum  Gebrauch  beim  Un* 
terrichte  in  Real-  und  Gymnasialanstalton,  sf>  wie 
zum  Sellii^t^itudium,  von  ür.  Otto  Bükleu.  Stuttgart. 
Becher.   lbQ4.  8«. 

Dieses  Lehrbneh  enthSIt  eine  einfache  und  deutliche  Dar- 
stellnng  der  ebenen  Trigonometrie  naeh  gemischter  algebraisch - 
geinetrischer  Methede»  welehe  nicht  berechtigen  würde,  dasselbe 
hier  einer  kursen  Besprechung  an  unterwerfen.  Aber  die  darin 
enthaltene  sehr  grosse  Sarnmlnng  schöner  Uebnogsanfgaben,  die 
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keineswegs  alle  sii  den  leiebtesteo  uoii  eiofaebsten  geboren,  ver- 
pflichtet vsMt  bier  recbt  sehr  auf  dasselbe  aufmerksam  zu  machen, 
weil  Lehrer  gewiss  vieles  t&t  ihre  Zwecke  sehr  Braachbare  darin* 
finden  werden. 


Physik. 

Sülle  condi  zToni  i£»icniche  del  Clima  di  Roma.  Let- 
tura  del  P.  A.  Secchi  d.  C.  d.  G.  fatta  alla  Accademia 
di  Arcadia  nel  Giorno  II  di  Giugiio  1865.  Roma.  Tipo- 
grafia  delle  belle  arti.   1865.  8o. 

Wir  machen  auf  diese  sehr  Interressante  Schrift  des  berühm- 
ten Astronomen  Über  das  Klima  der  ewigen  Stadt  in  gesundlieit- 
licher  Beiiehung  recht  sehr  aafroerksam  und  empfehlen  sie  zu 
besonderer  Beachtung.  Auf  S.4.  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,,II 
clima  dl  Roma  dl  sua  natura  6  eccelleDte«  e  privUegiato  dalla 
natura/'  Wenn  er  dann  aber,  nachdem  er  die  ganze  Schunhelt 
des  römischen  Klima  mit  lebhaften  Farben  geschildert,  auf  S.  6. 
weiter  sagt:  „In  raezzo  a  taata  fclicit^  un  fiero  neiiiico  tra- 
vaglia  in  aicuni  mesi  deir  anno,  e  questo  e  la  cosi  detta  malsa- 
nia  deir  aria,  e  le  febbri  che  ne  sono  la  conseguenze**,  so  müs- 
sen dabei  besondere  Ursachen  wirken,  die  in  dieser  in  jeder 
Beziehung  interessanten  Schritt  in  eingehender  und  sehr  lehr- 
reicher Weise  besprochen  und  untersucht  werden.  Mögen  unsere 
Leser  dieselbe  sieb,  wie  schon  gesagt,  bestens  emptohleu  eein 
lassen! 


Vermischte  Schriften. 

Der  Monitor.  E i iie  S a  m  nj  1  ii  n g  von  F o r ni el  n  und  Ta- 
bellen aus  dem  Gebiete  der  höheren  und  tiicdoren  iVla- 
tberaatik  und  Mechanik.  För  Techniker  u.  s.  w.,  über- 
haupt für  alle  die  sich  nii  t  Mathematik  beschäftigen, 
zusammengestellt  von  Uans  H.  van  Ailsr«  Oberst  a.  O. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Holssshnitten.  Erster 
Tbell.  Mathematik.  Hannover.  Wedekind.  1865.  kl.8o. 

Dieser  &nsserlich  sehr  schön  und  sauber  ausgestattete,  und 
sehr  ziredkmässig  eingerichtete,  namentlich  eine  sehr  leichte 
OrientiruDg  gestattende  „Monitor**  enthalt  eine  sehr  reiche  Samm- 
lung Ten  Formeln  aus  dc(u  gaozQp  Gebiete  4cr  r^iucn  Matbema* 
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tik,  die  wohl,  namentlich  fSr  alle  Falle  der  Praxis,  vOllig  aosrei- 
,  cbend  sein  dürfte,  /llies,  na^  er  enthält,  ist  aber  auch  wirklich 
allgemein  aüv\  endbar  und  ganz  an  seinem  Orte.  Logarithmenta*  • 
fein  enthält  er  freilich  nicht,  wie  gewisse  andere  Samiulunii^en 
dieser  Art,  die  aber  auch  an  einem  solchen  Orte  ganz  unnütz 
sind  und  von  INiemand  in  einem  solchen  Buche  gesucht  uerden 
dürften,  überhaupt  wohl  in  dieselben  nur  mit  aufgenommen  wor- 
den sind,  um  recht  viel  Papier  zu  verbrauchen.  Auch  verdient 
es  AnerkeDDung,  dass  der  seinem  Cilegenstande  völlig  gewachsene 
Herr  Verfasser  sieh  fiberaH  der  am  AUgeneinsten  recipirten  Zei- 
chen bedient  bat«  and  nicht  selcher ,  die  nor  aosnabmsweise 
von  einigen  Mathematikern  gehrancht  werden«  und  die  sich  leta- 
lere oft  selbst  gemacht  haben,  was  aber  der  Wissenschaft  nicht 
frommt  und  mit  Recht  nnr  selten  Anerkennung  findet.  Wir  em- 
pfehlen das  hfibsche  und  ntttsllche  Bfiehlein  redkt  sehr  aar  Beach- 
tung und  sehen  der  xireiten,  die  Mechanik  enthaltenden  Abthei- 
lang  mit  VerUngea  entgegen. 


Giornale  dl  Matematiche  aduso  degli  studenti  delle 
nniversitä  Italiane«  pubbllcato  per  cura  del  Professorl 
G.  BattaglinI«  T.  Jannl  e  N.  TrudL  Napoli.  (S.  Lite- 
rar.  Ber.  Nr.  CLXXIV.  S.  3.) 

Volume  III.  Luglio  e  Agosto  1865.  Nozioni  teoricbe 
suir  attrito;  per  Alessandro  Dorna,  p.  202.  —  Dimoatrazione 
di  aicuni  teoremi  sulle  superücie  sviluppabili  di  5^  ordine;  per 
£.  d'Ovidio.  p.  214.  —  Sülle  forme  binarie  dei  primi  quattro 
gradi;  per  G.  Batta^^lini.  p.  219.  —  Ricerche  di  analisi  appli- 
cata  alla  geometria  (Cont.  vedi  pag.  91.);  diEugenio  Heltrami. 
p.228.  —  Sülle  superficie  di  curvatura  costante;  nuta  di  ülisse 
Diui.   p.  241. 

Annali  di  Matematica  pora  ed  appUcata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compllati  da  E.  Betti  a  Pisa» 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.  (Vergl.  Ltterar.  Ber.  Nr.  CLXXIV.  S.4.) 

Tüin.  VH.  N**.  I.  üuile  suijerlicie  uelle  quali  la  somma  dei 
due  raggi  di  curvatura  principale  e  costante.  Nota  di  UMsse 
D  i  n  i.  p.  5.  —  SuU'  uso  dei  determinanti  per  rappresentare  la 
somma  delle  potenze  intere  dei  numeri  naturalL  Neta  df  F« 
Siacci.   p.  19.  —  Sopra  alcuoi  punti  della  teorl»  deUe  super- 
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ficie  applicabili.  Nota  di  Ülisse  Dini.  p.  25.  —  Pubblicazloni 
recenti.  p.,48. 

Sitzungsberichte  der  künigl.  Bayerisch en  Akadem ie 
der  Wissenschaften  in  Mäncheii.  (Vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  CLXX.  S.  19.)  ^ 

1864.  II.  Heft  IV.  v.  Be/.olU:  Zur  Lehre  vom  binocula* 
ren  Sehen.    S.  372. 

1805.  I.  Heft  1.  Lamont:  Astronomische  Bestimmung  der 
Lage  des  bayerischen  Dreiecksnetaes  auf  dem  Erdsphäroid.  S.  28. 
(Ein  für  Geodäsie  mehrfach  interessanter  Aufsatz,  dessen  Inhalt 
folgender  ist:  Krste  Mittheilangr.  ].  Geschichtliche  Ein- 
leitung. —  2.  Aoltere  Bestimmungen.  —  3.  Neue  Mes- 
sungen. 1.  Benediktbeuern.  Ii.  Hohenpeisseriberg.  III.  Coburg« 
IV.  München.  —  1.  8chfussbemerknngen.  —  (Wir  sehen  weiteren 
lülittheilungea  mit  Verlangen  entgegen), 

1865.  I.  Heft  U.  EnthSit  in  den  Kreis  des  Arebivs  ge- 
hörende Aufsätze  nieht. 

1865.  I.  Heft  III.  II.  V.  Schlagintweit:  Die  Tempera- 
tiirslationen  und  Isotfiermcn  von  Hochasien.  S,  226.  ■—  Nekrolog 
auf  Friedrich  Georg  W  ilhelm  Struve.    S.  295. 

1865«  I«  Heft  IV.  Seidel:  Ueber  den  numerischen  Zu« 
saromenhang,  welcher  nach  Beobacbtangen  der  letzten  9  Jahre 
in  Mfinehen  zwischen  den  Niveansehwanlcungen  des  Grundwas- 
sers und  der  grusseren  oder  Icleineren  Frequenz  der  Typhasßlile 
sa  «flceiinen  ist.  jS.  348. 

1865.  II.  Heft  1.  Enthält  Iceine  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehörende  Aufsätze. 

1865.  II.  Heft  II.  Steinheil:  ücber  die  Bedingungen 
der  Erzeugung  richtiger  dioptrischer  liiltler.  In  diesem  interes- 
santen Aufsätze  giel>t  Herr  v.  Stein  heil  im  Aligomuiiien  Nach- 
richt über  von  ihm  und  seinem  Sohne  angestellte  neue  Unter- 
suchungen über  den  oben  genannten  allerdings  sehr  wichtigen 
Gegenstand  und  sagt  darüber  am  Schluss  des  Aufsatzes:  „Der 
hiermit  betretene  Weg  in  der  Dioptrik  wird  diese 
▼8IIig  umgestalten.  Denn  erst  jetzt  kennen  wir  die 
Bedingungen,  deren  Erffillnng  richtige  Bilder  gtebt.*' 
Hierdorcfa  werden  allerdings  sehr  grosse  Erwartungen  erregt,  de- 
nen aber  Herr  v.  Steinheil  gewiss  entsprechen  wird,  wie  von 
einem  so  sehr  and  so  innig  theoretisch  und  praktisch  mit  den 
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« 

fragticheo  Gegenstftndeo  Twlrattteii  Manne  gar  nicht  andeni  er. 
wartet  werden  kann. 


Bulletins  ile  rAead^mie  Royale  des  scieneee,  den 
lettres  et  des  lieaux-arts  de  Belgique.  (Vergl.  Lite  rar* 
Her.  rir.CLXXIl.  S.U.) 

33"»«  Anne e,  2'"''  Set.,  T.  XVIII.  Nouvelie  methode  de 
mesure  de  Tindice  de  refraction  des  liquides;  pur  M.  Montigny. 
p.  10.  —  Snr  un  nouveau  chronoscope  ^lectrique  a  cylindre  toor* 
nant,  fond4  snr  remploi  da  diapason;  par  M.  H.  Valerius* 
Rapport  de  M.  Metseas.  p.  128.  —  Sur  lea  vitratiops  des  fila 
de  verre  attachde  par  nne  de  leure  extrdmitds  k  un  corpe  vitrant 
et  libres  h  Tautre;  par  M..  H.  Valerius.  Rapport  de  M.  Mel* 
sens.  p.  131.  —  Sur  quelques  effets  eurienx  des  forces  meld* 
eulaires  des  liquides;  par  G.  Van  der  Mens!»rugghe.  p.  161. 
—  Sur  i'observatoire  royai  de  Bruxelles  par  Bl.  Ad.  Quetelet 
pc  222.  —  Snr  les  ebservations  des  steiles  filantes  du  10  aoüt 
1864  k  Brazelles  et  sur  les  extremes  de  teropdratnre  observds 
depuis  trente  ans;  par  M.  A.  Quetelet.  p.225.  —  Sur  lesadio* 
litbes,  et  apdcialement  sur  ceux  observds  ä  Äthanes  pat  M.  J. 
Schmidt;  note  communiqude  par  M.  Ad.  Quetelet.  p. 315.  — 
Sur  les  variations  söculaires  du  magn^tisrae;  par  M.  Chr.  Han- 
steen.  p.  379.  —  Note  sur  une  proposition  nouvelle  relative  ä  la 
disposition  des  appuis  qui  correspond  au  minimum  de  fatigue 
maxima  dans  le  cas  d'une  pi^ce  prisniatique  cliargde  uniformd* 
roent;  par  M.  L.  Derote.  Rapport  de  IVl.  Lamarle.  p.  441. — 
Der  vorstehende  Aut'sats  ist  vollständig  mitgetheiit  p.4ÖÖ'--p.476. 

34^«  Annöe,  2"*«  Sdr.  T.  XIX.  Note  sur  la  Constitution 
in  tdrieure  des  corps ;  par  M.  V  a  1  e  r  1  u  s.  Rapport  de  91.  P I  a t  e  an. 
p.  11.  ^  Sur  la  Constitution  physiqae  du  soleil,  note  de  H.  Oha- 
eornac»  adressde  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.60.  —  Sur  les  dtoiles 
filantes  et  spdcialement  sur  la  ^dcessltd  de  les  observer  dans 
rhemisphire  anstral.  Lettre  de  Bl.  fi.-A.  Newton  k  Bl  Ad. 
Quetelet.  p.65.  —  Snr  la  Constitution  iotdrievre  des  corps; 
par  Bl.  Valerius.  p*72.  —  Note  sur  certaines  illnsions  d*op- 
tique;  par  Bl.  Delboeuf.  Rapport  de  Bl.  Plateau,  p.  154.  — 
Redierches  sur  l'indiee  de  rdtraetloD  de  la  lumi^re  .Manche  rd- 
fraetde  Sans  dispersion  sensible;  par  M.  Mootigny.  p.  177. 
Note  snr  cettalnes  illusions  d*optique;  essai  dune  thöorie  psy- 
cbophysique  de  la  maniere  dont  I'oeil  appräcie  les  distances  et 
las  angles;  par  M.  Delboeuf.  p.  195.  —  Sur  les  tremblementa 
de  terre  en  1863,  avee  Supplements  pear  les  anodea  antdrieures 
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d«  1843  «t  1883$  par  A.  P«rrey.  Rapport  de  M.  Dapres 
p.300.  Rapport  de  M.  Qoetelet.  p.d01.  —  Sur  le  bollde  du 
XtXii^inmt  1865;  par  M.  G.  Dewalqne.  p.  304.  —  Sur  les  ^po- 
qaec  compar^es  de  la  feuillaison  et  de  Ja  floraison  ä  Bruxelles 
et  ep^cialement  a  Stettin  et  ä  Vieone;  par  MM.  Ad.  Quetelet« 
Llttster  de  Pulkowa  et  Fritsch  de  Vienne.  p.  395.  —  Note 
sur  lee  h^licoifdee  gaaches  susceptibles  de  s'appüqoer  et  de  se 
d^velopper  les  uns  sur  les  autres;  par  M.  E.  Lamarle.  p.407. 
—  Sur  la  transformation  des  series  et  Sur  quelques  integrales 
d^finiee«  nnäraoire  de  M.  E.  Catalan.  Rapport  de  M.  Schaar, 
p,  524.  —  Magnt^tisrnp  terrestre:  declinaison  et  fnclioaison  de 
laiguille,  par  MM.  Ad.  et  Ern.  Quetelet.  p.  528.  —  Sur  les 
steiles  ülaotes  de  novembre  1864,  apergues  aux  Etats- Unis,  et 
sur  la  d^terniinatioii  de  la  hauteur  des  aurores  bor^ales.  Lettre 
de  M.  H.— A.  Newton  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  529.  —  Sur 
les  derniers  orages;  par  M.  Ad,  Quetelet.  p.  535.  —  Determi- 
nation g^oni^trique  de  la  s^rie  des  surfaces  de  revolution  sur  ies- 
quelles  peut  s'appliquer  un  belicolfde;  par  M.  Lamarle.   p.  537« 


ILINCt 

DELLE  PROOÜZIONl  8CIENTIFI0HE 

DI 

PROfESSORB  DI  CALCOLO  StlBLIMK  ALL'dNIVBRSITA  ROMANA: 
ONO  DEI  QUARANTA  DBLLA  SOCIKTA  iXALIAHA  DBI.I.E  SCISNZE  £C.  KC. 


1.  Eleraenti  di  Calcolo  infinitesimale.  Tom.  1.  Calcolo  differensial 
Fol.  in  &  di  pag.623.  Roma  1844.  Tipografie  delle  Qe|le 


*)  Oiete«  VefseichnlM  der  ssminilictaea  bis  jetat  (1865)  pubUcirt«n 
grSMerea  Weit«  niid  einaelnen  Ablia«4longM  de«  berühmten  Hevaun* 
geber«  der  „Annali  dl  Halematioa  pura  ed  •ppiientn'f  inift 

nmif>r  Anp:Hl)e  der  Sehriften,  wo  sich  dieaclbcn  finden,  worde  feil  Am 
Lesern  dss  Archivs,  meinem  im  Liternr.  Ber.  Nr.  CLXXIV«!  S.  4.  gegelie. 
nen  ^  c  r^piechen  gemAss ,  ia  einigen  der  näcbsten  Kümmern  des  Literar 
Her,  mittheilen,  da  diiüiielbe  in  eine  Nummer  anfznnclmien,  nicht  ^olil 
möglich  ist,  \fcU  es  zu  grusscn  Raum  be^iospruchen  wurde. 
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JHemorie  e  Note  inserite  nel  Giornale  Arcadico  di  iÜQma 

dal  1833  al  1850. 

2.  Deterniinazionc  dell*  integrali  di  aicune  forraole  differeoziali 
si  algebriche,  che  trascendenti :  in  8.  tora.  LVl.  1833. 

3.  Teoria  analitica  delle  superücie  gencrate  dal  moto  di  uoa  Unea: 
In  8.   tom.LVII.  1833. 

4.  Riccrche  aopra  alcuoi  punli  di  geomatria  aoaiiüca:  io  8>  tom. 

LIX.  1834 

&  Analisi  sopra  nlcane  qaeatiooi  di  Fiaiea^Matematica:  io  & 
tom.LXU.  1834. 

6.  Trattato  del  Calcolo  dei  Rasidof:  in  8.  fifamoria  prima  foiii. 
LXilL   1834  e  im. 

« 

7.  Snl  Calaolo  dei  Restdaf  Memoria  aecooda:  In  &  tom.  LXVIL 
1836. 

Sopra  nn  Corao  di  Matemafich«  iatitolato  EhnuHta  MaUke* 
$60$  auetora  Andraa  Caraffa  e  Sac.  Jeau.  Artieolo  Blbüagra- 
fico:  Io  8.  tom.LXXIll.  1838. 

fk  Hamoria  aolla  qnadratora  doli*  elllaaoide  a  traaaal  io€|;vali: 
in  8.  tom.  LXXVIII.  1839. 

10.  IVIemoria  sopra  alciine  appitcazioni  del  metodo  inverso  delle 
tangenti:  in  8.    tom.  LXXIX.  1839. 

11.  Memoria  sopra  le  trasformazioiü,  e  valori  di  alcuni  integrali 
definiti,  che  si  riferiscono  alle  superficies  e  soliditä  dei  volumi: 
in  8.   tom.LXXX.  1839. 

12.  Secoßda  Memoria.  Sopra  la  trasformazione ,  e  valori  di  al* 
cuni  integrali  definiti,  ....  in  8.    tom.  LXXXII.  1840. 

13.  Memoria  sui  limiti  di  aicune  eapreaaioni  immagioarie:  in  8. 
toffl.LXXXVIl.  184Ü. 

4.  Memoria  sulP  applicazione  del  calcolo  dei  Reaidni  all'  integra- 
zione  dell'  eqaaaioni  linaari  a  differenze  finita:  in  8.  tom.  XC. 

1842. 

15.  Seconda  Memoria  soll*  applicazione  del  calcolo  dei  Reaidoi 
air  inte^azione  dell'  eqnazioni  lineari  a  differenze  finito:  in  8. 
tom.XCl.  1842. 

16.  Memoria  sull*  applicazione  del  calcolo  dei  Residoi  all'  inte« 
graziooe  dell*  equazipol  iti^fitmM  lineaq:  in  8.  tom.  XCII. 
1842. 

17.  Bfefferla  apH'  applici^lone  del  caleolo  dei  ResMoi  fall*  inte- 
gra^lpne  delT  equaaionl  lineari  a  derkate  paralali:  in  8»  tom. 
XCm.  1842. 
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18.  8econda  Memoria  sult'  applicazlone  del  calcolo  dei  Residui 
air  integrazione  dell'  equazloni  lineari  a  derivate  parziali:  in  8. 
tom.  XCIV,  e  XCV.  1843. 

19.  Nota  sul  passaggio  dalT  integrali  dell'  equazioni  a  differeuze 
finite  air  integrali  deJl'  eqaazioui  differeoziali:  in  8.  tom.  XCV  II. 
1843. 

20.  Rappresentazione  u;eoiuetrica  delle  funzioui  eilittiche  di  terza 
specie  di  dato  parametro  circolore:  in  8.   tom.  C.  1844. 

21.  Memoria  sopra  la  rettificasiooe  di  alcune  com  piane:  In  H, 
tom.CV.  1845. 

22.  Memoria  sopra  la  rettificazione  dell  ellisse  sfericil'6  8olla  di« 
Tisione  de'  suoi  arcbi:  in  8    tom.  CIX.  1846^ 

23.  Memoria  sopra  aleune  superficie  curve  derivate  da-  iipa  data 
saperficie,  e  di'  genere  eoncoidale:  in  8.  tom.  CXIIl.  1847. 

24«  Memoria  suUa  ridnzione  di  alcnnl  integrali  definiti  ai  trascen» 
denti  elüttiei,  ed  applicaaione  a  differenfi  problemi  di  geome« 
tria,  ^e  dl  Meccanica  raxlonate :  In  8.  tom.  CXVI.  1848. 

25.  Nota  sopra  le  superlleie  curve  parallele  all'  ellissoide,  e  suU* 
espressione  generale  della  loro  quadratora:  In  8b  tom.  CXIX« 
1850. 

:  (FortMtsaag  fo^) 


BrnelKreliler. 

Im.Littfar.  Ber.  Nr^CLXXIV.  S.  10  (im  2teii  Hefte  die«e«  Theil«> 
moM  es  in  der  üntersehrifC  de«  MPrograrame  pour  le  priz  Carpi*« 
slalt  mN.  CaTaller.e  San  Bettele**  heiaeen:  „N.  CaTaile^t  San 
Ber  tele**. 
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Systeme,  Iiehr-  und  Wörterbuclier. 

W.  Gallenkamp,  Die  Elemente  der  Mathematik.  Ein  Leit* 
laden  für  den  mathematischen  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten. 
3.  ].  ThI.    Der  Arithmetik  !ind  Algebra  1.  AbtheiL  and  die 

Planimetrie,    gr.  8".    Iserlohn,    broch.    15  N^r. 

J.  Menzel»  Mathematifiches  Worterbücblein.  Für  Lehrer  der 
Mathematik,   gr.  8^.   brocb.   15  Ngr. 

AritliMtik, 

J.  de  la  Lande«  Logarithmisch  -  trigonometrische  Tafeln. 
Herausgegeben  von  H.  G.  Köhler.  3.  Ster.-Ausg.  Neuer  Abdr. 
16^.   Leipzig,   broch.   18  Ngr. 

H.  B.  Lfibsen,  AosflilirUches  Lebrbttcb  der  Aoalysi«  inni 
SeUmtiuiterrlclit  mit  RMsiehf  «nf  dto  Zweek«  des  praktMieD 
Lebeiiii.  3.  Aufl.  gr.       Leipxig.  brocb.  24  Ngr. 

P«>Mociiik»  Lehrbuch  der  Arithmettk  für  UDtergymnasieii. 
L  Abth.  14.  Aufl.  gr.8^.  Wien,  broeb.  16  Ngr.  3.Abth«  laAufl. 
bfocb.  12  Ngr. 

L*  Nävi  er,  Lehrbuch  der  Differentlai«  und  lutegnürecbaung. 
Deutsch  herausgegeben  und  mit  einer  Abhandlung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  begleitet  tod  Tb.  Wittstein.  2  Bde. 
3.  Aufl.  gr.  8».  breche  3  Thir.  15  Ngr. 

J.  Parthe^  Lehrbuch  der  Arithmetik  fiBr  Unter- Gymnasien. 
Mit  einer  reidihaltigen  Aurgabensammlung.  1.  Hft.  gr.  8^.  Prag, 
broch*  16  Ngr. 

Pollak,  Lehr>  und  Uebangsbach  der  Etementar-Arithmetik 
mit  fast  3000  Aufgaben  und  derw  AuflSsungen.  3.  Aufl.  gr.  8®. 
Augsburg,   brocb.  20  Ngr.  * 

M.  Rübimann,  Logarithmisch  -  trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nfitaliche  Tafelo.  7.  Ster.-Ausg.  16^*  Leipsig.  broch. 
20  Ngr. 

D.  Schmitt,  Lehrbuch  der  Arithmetik  zum  Gebrauch  an 
FortbilduDgsschttlen  und  sum  Selbstunterricht,  gr.  8°.  Landau, 
broch.  20  Ngr. 
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L.  Schron,  Logarithmen.  0.  Ster.-Ausg.  hoch  4^.  Braun* 
schweig,    hroch.    1  Thlr.  22i  Ngr. 

S.  .Spitzer,  Tahellen  für  die  Zinses -Zinsen-  und  Henten- 
Jiechnuiig  mit  An\\  eudung  derselben  auf  die  Berechnung  der  An- 
lehenr  Construction  von  Amortisationspiänen  etc.  gr.  8**.  Wie». 
iMoch.    3  Thlr.  10  Ngr. 

A.  Wincicler,  Allgemeine  Formeln  zur  Schätzung  und  Grenz- 
bestimmung  einfacher  Integrale.   Lex.-d^.   Wien,  broch.   4  Ngr. 

Qeoinetrie. 

H.  B.  Lübsen,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar-Geo- 
metrie.  Ebene  und  kürperlicbe  Geometrie.  9.  Autl.  gr. 8^.  Leip- 
zig,   broch.    1  Thlr. 

W.  Nerling,  Lt  firbtich  der  Stereometrie  zum  Gebrauch  bei 
dem  Unterrichte  in  Gyiunuj^ien  etc.  gr,  8**.  Dorpat.   hroch.  16N£»r. 

A.  Wicgand,  Dritter  Cursus  der  Planirikctr ic ,  enthalt,  die 
Lehren  der  neueren  Geometrie.  Für  den  Schulgebrauch  bearbei' 
tet.   gr.  S^.   Halle,   broch.   10  Ngr. 

Trig^onoinetrie. 

H.  B.  Lübsen»  Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometri  e  5  Aufl.  gr.  8^.  Leipzig,  broch.  24Ngf. 

G.  J.  V  er  dam,  Uandbook  der  sphärische  trigonometrie,  ten 
gebruike  bij  huoger  en  hf}  middelhaar  onderwigs.  L  Gedeelte. 
gr«  8^.   Leiden.   Pro  compleet.   4  frcs.  75  c. 

P.  Wieeke^  Leitfaden  ffir  denÜnterricht  in  der  reinen  und  an- 
gewandten Mechanik,   gr.  8^.  Leipzig,  broch.  20  Ngr. 
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K,  Fritseh,  Ueber  die  mit  der  Hübe  zunehmende  Tenipe- 
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Anzeige. 

Da  sich  mein  Gesellschafts- Vertrag  mit  dem  Opti- 
ker und  Mechaniker  Herrn  Gottlieb  Reinfelder 
(s.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXIY.)  gelost  hat,  so  erlaube 
ich  mir»  dies  hiemit  unter  dem  Bemerken  aar  Kennt- 
niss  zu  bringen,  dass  ich  mit  der  Einrichtung  meiner 
»eigsnen  Werkstätte  beschäftigt  bin  und  von  nun  an 
die  Lieferung  von  mathematischen  und  physikalischen 
Instrumenten  auf  meine  eigene  Kechnung  übernehmey 
worüber  Näheres  demnächst  bekannt  gegeben  werden 
soll. 

IM  ü  n  c  h  e  n  30.  Oktober  1865. 

Dr.  Pk  Carl, 

Frivatdoooiit  an  der  Univenittt  lllkii«Iieii. 
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CLXXVI. 


Geschichte  der  Mathematik. 

«  ' 

A  HUtory  of,  the  matheoift tical  Theory^^if  Proba- 
bility,  fröni  the  tirae  of  Pascal  to  that  of  Laplace. 
By  1.  Todhunter,  M.  Am  F.  R.  S.  Cambridge  and  London: 
MacmiUao  and  Co.   1865.  8». 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Geschichte  der  matbematiscfaen 
WabrscheinilehkeitsrechDnng  bat  sieh  schon  dvrelt  seine  im  Lite- 
rarischen Ber.  Nr.  CXL1V.  S.  L  angezeigte  schdiie  Geschichte  der 
Variationsrechnung  um  die  Geschichte  der  mathematischen  Wie- 
senscbalten  sehr  verdient  gemacht,  und  erwirbt  sich  durch  das 
vorliegende  Weric  ein  neues  sehr  anauerlcennendes  Verdienst  auf 
diesem  Gebiete.  Das  XVI  und  624  Seiten  starlce,  Susserlich  treff- 
liehst ausgestattete  Werk  Ist  mit  sehr  grosser  Gelehrsamkeit 
und  einer  tief  eingehenden  KeAntniss  aHer  In  demselben  bespro* 
ebenen  Werke  Aber  die  Wahrsebeinlicfakeitsrechnnng  verfasst, 
wie  die  vielen  aus  diesen  Werken  gegebenen «  oft  ziemlich  aus^ 
Ährlichen  Auszöge,  welche  immer  ein  sehr  deutliches  Bild  von 
dem  Inhalte  und  der  wissenschaftlichen  Bedeutung  dieser  Werke 
liefern»  und  die  Leetüre  dieser  Geschichte  der  Wahrscheinlich- 
keit zu  einer  höchst  interessanten  und  Oberaus  lehrreichen  machen« 
ätti  besten  bekunden.  Seinem  Zweci<e  gemäss  hat  sich  der  Herr 
Verfasser  für  jetzt,  wie  auch  der  Titel  besagt,  auf  die  Zeit  von 
Pascal  bis  Laplace  beschränkt,  so  dass  also*die  neueren  wich' 
tigen  Arbeiten  von  Gauss»  Airy  (On  the  algebraical  and 
nümerical  Theory  of  errors  of  observations  and  the 
combination  of  observati ons.  Cambridge,  London  1861) 
u.  A.  hier  unberiickslchtigt  £»eb!ieben  sind  und  bleiben  mussten, 
wenn  dieselbnn  auch  theilweise  beiläufig  Erwähnung  «gefunden 
haben.     Ueberbaupt  besteht  das  Werk  aus  zwanzig  Kapiteln» 
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welche  die  folgenden  Ueberschrillen  haben:  L  Cardan.'  Kepler. 
Galileo.  II.  Pascal  and  Format  III.  Hnygens.  IV.  On  Combi» 
nations.  V.  Mortality  and  iiife  losorance.  VI.  Miscellaneoas  ln> 
▼estigations  between  the  years  1670  ,and  1700.  VII.  James  Ber- 
nonlli.  VIII.  Montmort.  IX.  De  Moivre.  X  Miscellaneoas  In- 
▼estigations  between  the  years  1700  and  1760.  XI.  Daniel  Ber- 
noalli.  XII.  Enier.  XIII.  D*AlembeH.  XIV.  Bayes.  XV.  Lagrange. 
XVI.  Misceilaneous  Investigations  between  the  years  1750  and 
1780.  XVIL  Condorcet.  XVIII.  Trembley.  XIX.  Misceilaneous 
Investigations  betiveen  the  years  1780  and  1800.  XX.  Laplace* 
Appendix  (Jolm  de  Witt.  Uizzeitl  Kahle.  S'Gravesande.  Quo- 
tation froni  John  Bernoulli.  Meodelsohn.  Lhuilier.  Waring)»  aus 
welcher  Aufzählung  man  die  grosse  Vollständigkeit  des  Werhes 
erkennen  wird.  Indem  wir  nochmals  mit  besonderer  Freude  das 
grosse  Interesse  bekennen,  mit  nelchem  wir  das  schöne  Werk 
gelesen  haben  und  dasselbe  dringend  der  Beachtung  unserer  Leser 
empfehlen, ilionneii  wir  nicht  umhin,  den  Wunsch  auszusprechen, 
dass  es  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  gefallen  müge,  seine 
treffliche  Arbeit  bis  auf  die  neueste  Zeit  fortzufiibren ,  wo  dann 
naixentlich  auch,  um  uns  kurz  auszudrücken,  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  und  was  damit  Alles  in  näherem  oder  entfern- 
terem Zusammenhange  steht«  eine  ausführliche  Besprechung  finden 
wird  und  muss. 


Arithmetik. 

Intorno  atla  formazione  ed  iotegraiiene  d'aicune 
equazioni  differenzi a Ii  nella  teorica  delle  funslonl 
ellitticbe;  per  Angelo  Genoeehi.  Torino.  Stamperls 
Reale.  1866.  40. 

Herr  Professor  A.  Genocchi  in  Turin  hat  schon  durch 
viele  wichtige  Untersuchungen  sich  um  die  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  und  die  Aaalysis  überhaupt  grosse  Verdienste 
erworben  und  ffigt  diesen  Verdiensten  durch  die  vorliegende  schone 
Abhandlung,  von  welcher  wir  mit  grossem  loteresse  nähere  Kennt- 
nies  genommen  haben  und  auf  die  wir  unsere  Leser  recht,  sehr 
aufmerksam  machen,  ein  neues  hinzu.  Zugleich  hat  derselbe  in 
sehr  anericennungswertber  Weise  sich  in  der  Einleitung  über  den 
Zweck  und  die  Resultate  seiner  Abhandlung  so  deatücb  und 
ausföhrlich  ausgesprochen,  dass  wir  glauben,  durch  eine  ziem- 
lieh  vollständige  Mittheiinng  dieser  Einleitung  unsere  Leser  an» 
Besten,  Genauesten  und  Sichersten  von  der  Wichtigkeit  dieser 
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Abhandlung  fiberseugen  und  dentielben  eine  deotllcbe»  von  allen 
MissTerat&ndniesen  freie  Eineicbt  in  deren  Inbalt  und  Tendens* 
▼erscbaffeo  wa  können.  Herr  Genoechi  spricbt  aicb  närolicb 
folgendermaassen  über  den  Zweck  seiner  Unteranchungen  und 
die  durch  dieselben  gevrennenen  Resultate  ans; 

„L^iltiistre  Jacob i,  dopo  aver  trovato  il  suo  celebre^teorema 
per  la  trastormazione  delle  funzioni  elltttiche,  diede  aicune  eqna> 
sioni  a  differenziali  ordinär!  e  a  differenaiali  parsiali  che  facilitano 
grandemente  il  calcolo  effettivo  del  numcratore  e  del  denomina* 
tore  della  fnnaione  trasformata,  e  quello  delle  equazioni  da  cui 
dipende  il  nuovo  niodttlo  ed  il  nioltiplicatore.  A  quelle  equazioni 
differenziali  egli  giunse  mediante  ie  formole  e  relaztorii  somnii> 
nistrate  dal  mentovato  sao  teorema,  e  qulndi  coiPaiato  della 
dottrina  da  lui  detta  analitica  della 'trasformazione,  che  si  t'onda 
nelle  formole  di  addizione  e  nel  priiicipio  del  doppio  perlodo;  e 
quantunquc  altri  Matematici  abbiano  pol  dcdotta  da  principü  mera- 
meote  algebrici  Ie  equazioni  a  differenziali  ordinarii  pel  Juimera- 
tnre  e  denominatore  della  fuiizione  trasformata,  rcv^ilava  che  it 
fvjniiuliante  si  facesse  rispetto  alle  altre  equazioni  sopra  indicate, 
il  che  mt  e  parso  argomento  di  qualche  interesse,  ora  special- 
roente  che  la  dottrina  alijebrica  della  trasforniazione  ha  chiamata 
a  se  l'attenzione  dei  geometri  per  essersi  ricavata  da  cssa  la 
risoliizione  uenerale  delle  equazioni  di  qiiiiito  grado.  Di  ci»>  nii 
sono  occupato  iiello  scritto  che  ho  l'onore  di  presentare  al-l'Acca- 
demia;  e  dopo  avere  staWilitc  in  modo  assai  yemplice  Ie  equazioni 
a  differenziali  ordinari  teste  acceunate,  ne  trovo  l  integrale  con\- 
pleto  che  Jacobi  non  ha  il.tto  e  mostro  desiderare  che  io&sQ 
trovato ;  indi  da  questo  integrale  coniplelo  ,  senza  ricorrere  ad 
altri  principü  per  cui  si  ammettc  una  ccrta  relazione  fra  i  trascen- 
denti  ellittici  conipleti  di  prima  specie,  traggo  l'equazionc  a  dif- 
ferenziali parziali  che  determiua  gli  stessi  numeratore  e  denomi«« 
natore;  ottengo  nel  medesimo  tempo  la  notabile  espressione  det 
luoltiplicatore  per  mezzo  del  modulo  primifivo,  del  raodnlo  tras- 
fonnato  e^del  loro  differenziali e  requazione  differenzlafe  di  terzo 
'  ordine  tra  quei  dne  niodnli ;  e  portaal  Toccasione,  correggo  alcone 
formole  di  Jacoht;  e  trovo  pure  grintegralt  conipteti  di  siffatte 
equazioni.  Le  considerazioni  e  i  calcoli  che  espongo  presentano 
un*applicasione  del  metodo,  che  puo  dirai  iniziato  da  Abel  e  che 
fü  promosso  particolarmeote  dai  signori  Liouville  e  Tche- 
bicfaeff,  per  determinare  i  caai  in  cni  un'integrazione  puo  effet- 
tuarsi  sotto  una  data  forma  algebrica  o  trascendente,  razionale 
o  irraaionale;  e  in  ispecial  modo  dimostro  e  applico  un  teorema 
generale  pel  qnale  dovendosi  ridnrre  ad  nn'identitä  ognl  equazione 
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algebrlca  fra  certe  iunzioni  trascendeoti,  ne  derivaDO  iitili  rela- 
xioni  fra  le  altre  quautttä  in  essa  compr«8e. 

OtteMg^  iooltre  le  fuozioni  che  soglionsi  cbiaroare  JacobiaJie» 
eepresse  mjedtante  un  integrale  duplicato«  e  l'equazione  sempli- 
cissima  a  diffcreoziali  parzialt  di  primo  e  second'ordine,  alla  quäle 
debbono  soddisfare^  usando,  per  i^inngere  a  questa  equazione, 
una  trasformazione  che  piio  sorvire  alla  rtduzione  d'altre  equazioni 
coQsimili  ove  siaiio  adempiute  certe  determinate  cuiHÜzionl.  Dalle 
Stesse  forinole  discendono  le  espresfiioni  de!  iinmeratore  e  del 
deoominatore  dianzi  mentovate ,  forniate col  mezzo  deile  Jacob  i an e. 

Finalmente  indico  l'uso  ilelle  eqoaziont  a  differeuziali  ordinär! 
•che  apparteiigono  agli  siessi  numeratore  e  denorainatore,  per  de- 
termiiiare  i  coefUcieuti  di  queste  funzioni,  e  ne  dediico  uoa  veri- 
ücazione  seQipJic^  e  facile  delle  formole  analitiche  della  traafor- 
mazione.  * 

Tali  sono  gii  argomenti  esposti  nel  presentc  scritto;  a  trat- 
tare  i  quali  confesso  avernji  spinto,  nori  ultima  causa,  il  peii&»are 
ciie  forse  metodi  siniiii  a  quelli  che  ho  qui  soquiti^  possano  gio- 
?are  nello  studio  di  funzioni  trascendenti  d  un  ordine  piii  elevato.'* 

Indem  wir  unsere  völlige  llebcrein«tiniiiiutj<;  ruit  den  letzten 
Worten,  namentlich  auch  mit  der  darin  ausgespruchenei)  Ervrar- 
tung,  in  vorhergebender  Mittheilung  aussprechen,  empfehlen  wir 
die  Abhandlung  npchmal«  sar  sorgfältigsten  Beachtung. 

r 

Studi  intorno  ai  casi  d'tnCegrazione  sotto  rornia 
finita.  Memoria  di  Angelo  tienocchi.  Tori.DO*  «Stam* 
perla  Reale.   1865.  4^ 

Von  nicht  minderer  Wichtigkeit  für  die  Integralrechnung  als 
die  vorhergehende  ist  die  vorliegende  neuere  Abhandlung  des  von 
uns  hochgeehrten  Herrn  Verfassers,  und  wir  halten  es  eben  durch 
diese  Wichtigkeit  vollkommen  gerechtfertigt,  dass  wir,  wenn  auch 
dadurch  ein  ziemlich  grosser  Raum  beansprucht  wird,  die  Einlei. 
leitung,  in  welcher  der  Herr  Verfasser  sich  auch  hier  sehr  voll- 
ständig und  sehr  deutlich  fiber  den  Zweck  und  den  Inhalt  seiner 
Abhandlung  ausgesprochen  hat,  unseren  Lesern  nachstehend . 
vollständig  mitfheilen,  weil  dadurch  auch  am  Besten  vollkonitneo* 
Deutlichkeit  erzielt  und  Missverstrindnisse,  die  auf  anderen  Wegen 
bei  Jxeferaten  über  Arhoiten  dieser  Art  zu  leicht  niHglich  sind, 
vollko;)UDen  vermieden  werden.  Der  Herr  Verfasser  sagt  p.  3.— p.  6,  - 

„I  metodi  usati  per  Tordinario  nel  calcolo  integrale  consistono 
Iji  artifizi  piü  o  roeno  ingegnosi,  dirctti  ad  ottenere  una  Crasfor* 
mazione  che  renda  piü  facile  Tintegrazione,  e  quando  non  con* 
dttcono  all' integrale  djesiderato,  lasciano  dubbia  la  possibiliU  di 
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espriraerlo  mediante  funzioni  note,  onde  in  tal  ca^o  )a  questione 
iion  procede  d'un  passo.    Quindi  ii  Poisson  con.siderava  come 
un  vero  coiuplemento  doi  metodi  dcl  calcolo  integrale  quelle  pro- 
posizioni  negative  con  <  ui  si  diniostrasse  I  impossibilltä  delTinte- 
grazfone  esatta :    „car  (egli  dico)  ce  qu'on  pfut  demander  c  est 
d'obtenir  les  integrales  quaüd'elles  existent,  ou  de  8'as8urer  rigou* 
reusenient  qu  elle*  n'existent  pas  *). A  cio  mirava  anche  l'Abel 
quancio  all  analisi  e  particolarmeiite  al  calcolo  integrale  proponeva 
una  nuova  via  nelle  ricerclie:   „Au  lieu  de  demander  une  relation 
dont  on  ne  sait  pas  si  eile  existe  ou  noo,  il  faut  demander  si 
une  teile  relation  est  en  eflfet  possible.    Par  exempie,  dans  le 
caicul  intdirral,  au  lieu  de  chercber,  a  Taide  d'unö  esp^ce  de 
tdtonnenient  et  de  divination,   d'integrer  les  formules  diff^rentiel- 
les,  il  faut  plutdt  chercher  s'il  est  possible,  de  les  integrer  de 
teile   ou   teile   maniere.     En  presentant  wn   problenie  de  cette 
maiiiere  l'enonce  nieme  contient  le  gerne  de  la  Solution  et  montre 
la  route  qu'il  laut  prendre;  et  je  crois  qu'il  y  aura  peu  de  cas 
oü  Ton  ne  parviendrait  ä  des  propogitions  plus  ou  nioins  inipor* 
tantes,  dans  le  cas  m^nie  o&  Top  oe  saurait  r^pondre  coniplöte- 
ment  h,  la  qoeation  k  cause  de  la  cumplieation  des  catcalä*)." 
Qoeslo  metodo  ehe  «olo  pare  atto  a  coatribiiire  ai  progressl  •  at 
perfeaionamenlo  del  ealeolo  integrale  ^  il  solo  Mcientifico,  come 
aggiunge  lo  Stesse  Abels  «^parce  qu'elle  est  la  seule  donl  on 
sah  d'avance  qu'clle  peot  condoire  au  but  proposd."  Aiiche 
Jacobi  raccoiaandava  no  siffatto  genere  di  ricerebe  in  an  caso 
particolare,  aoh  rispetto  alla  deterniinasione  delle  soloaioni  alge- 
briebe  d'oo'equazlone  dilTerenziale :  materiem  arduam  (esso  affer- 
mava)  uitentiane  analyitarum  dignam 

Ma  poco  linora  si  esercitarono  iu  quesfo  itiin\o  campo  i  Ma- 
tematici,  distolti  probabilmente  dalla  graiule  couiplicaz/ione  de 
calcoli,  la  quäle  nondimenn  Abel  attesta  e^sere  in  inolti  ca«i 
solo  apparente  e  nnii  inipedire  la  scoperta  di  utili  (coreiui.  Dopo 
Cofidurcct  citatd  d  i  Jarobi,  e  Laplace  mentovato  da  Pois- 
son,  voglionsi  priucijtahjientc  licordnre  Abel  e  il  signor  Liüu- 
ville  come  cnloro  ciii  sono  dovuti  i  piü  iniportariti  lavori,  ne 
debbono  {jimiKltere  le  piü  reccnti  speculaxioni  del  .«i^.  Tcbebi- 
chef '*),  quelle  dei  isi;;nori  l>ii(»t  c  Hon(|iiot  }>er  eiu  che  spetta 
alle  equa^&ioni  iutegrabili  mediaate  le  iuazioni  eliittichc       e  quaoto. 


I)  Rnpport  ii  l  Arndeiuie  des  Scicnct«  «in  iI«  ;ix  ^It^innires  de  M. 
T.iouvillc;  Crclle,  tum.  X,  pap.  342.  —  2)  Aliol,  Oeuvres,  inm.  II, 
pag.  (85.  —  3)  Ftind.  Mova  theoriac  fiinct.  cUipiic,  pag.  81.  —  4j  Juur- 
nal  de  Li 00 Tille,  1858  e  18&7.  —  5)  Theorie  des  ffoDct. doabi.  peried.» 
1899,  p.  S85— 342. 
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agl'  itatiani  upa  Memoria  del  Prof.  Mainardi  sopra  Tintegrazione 
di  funzioDi  cootenenti  un  radicale  eubico*),  e  altre  del  Profasa. 
Caaorati  e  del  gioviae geometra genoveae  sigoor  Carlo  Pluma*), 

'  Ebbi  a  fare  alcani  atodi  intorno  all*  iadicato  argomente  in 
occasioae  delle  lezioni  di  Analm  supenore  di  cai  era  lacaricato 
in  qoeata  illuatre  Üniveraita,  e  diedl  uo  primo  eatratto  di  tali 
,8todi  io  una  Memoria  ciroa  ie  eqttazloni  differenziali,  a  cot  con- 
duce  la  trasformazione  delle  fiinzioDi  elliHicbe       In  qaeato  se* 
condo  «straf to  cbe  oggi  bo  l*oi>ore  di  presentare,  aeguendo  il 
aig.  Lio aTille  cerco  i  casi  d'integrazione  aottu  forma  finita  d'una 
elaaae  d*equazioni  differenziali  e  »pecialroente  dell*equazione  del 
Riccati.   In  una  Memoria  presentata  all* Accademia  delle  Seienze 
deiriatituto  di  Francia  II  Lioaville  diede  una  regola  da  ctti 
riaulfa  che  quell* equazione  non  e  integrabile  ae  non  nei  caal  nei 
quali  giä  ai  sapeva  troTarne  Tintegrale  in  tcrmini  finiti  *)>  e  la 
aua  dimostrazlone  fu  tenuta  per  aoddtsfacente  dagli  annalisti  e 
in  iapecie  dal  sig.  Malmaten  cbe  applicö  la  regola  del  Liou- 
ville  ad  un' equazione  appareoteinente  piü  generale ,  e  dal  Prof. 
Brioacbi  che  diroosfro  una  siffatta  applicazione        Ma  nondi* 
roeao  eaaminandola  attentameote  si  trova  ch'essa  non  e  del  tuttt* 
rigoroaa  e  eompiuta  nella.  parte  che  si  riferisce  all'inteorazione 
meramente  algebrica;  per  la  qual  coaa  atimo  far  opera  non  dis* 
cara  agli  ainatori  del  rigore  mateniatico  ripigliando  rargoniento 
per  esporre  un'altra  flimnstrazionc   che   reputo   esente   da  oe^ni 
difficolta,  c  nella  rpiah;  rni  valgo  r!i  snsfituzioni  gta  usate  da  gran 
tempo  per  l'effettiva  iutegrazione  d*  IIa  stessa  eqnrr/ione  del  Ric- 
cati.   Avro  cosi   obliedito  ai  precetti  e  iniitato  gii  esenipi  del 
inedesimo  Liouville  che  eredette  non  inutüe  di  soatituire  nitre 
prove  a  certi  ragionanieiiti  di  Leibnizio  e  Laplace  per  diino- 
strar  teoremi  di  siinigliante  natura,   e  insegri<»  che  „une  rii?n*Mir 
absolue  est  indispensable  dans  ees  recberches  qui  out  quelque 
rapport  avec  la  theorie  des  nombres 

Del  resto  i  principii  a  eiii  ricorro  sono  i  inedesimi  che  pro- 
pose  ii  sit^.  Liouville  a  piü  riprese  per  lo  .studio  di  tali  que- 
stioni  e  che  forniano  im  ihcUmIo  in«?t'Liniwn  e  notabilissiino  da 
non  abbandonarsi  del  tutto,  sebbene  le  nume  teoricbe  intoroo  alle 
fuozioni  di  variabili  inimaginarie  abbiano  aperte  altre  vie,  poich^. 


1)  Venezia  18460\Ieni.  delllstituto  Veneto).  -  2)  Aniiali  del  l'rof.  To  r- 
totini,  Uoma,  1856  e  iMl.  — >  3)  PreMnlntA  ail'AccAdeinia  II  Ufebbrait» 
1864.  (s.  vorher.)  —  4)  Coiiiiiics  rendus  de  l'Acnd.  des  Scirncet,  Iniii.  XI, 
pac:  729.  Journal  de  Matheni.  18U  ,  p.  1  —  13.  —  5)  Annnli  del  Prof. 
Tor  toi  ini,  1851;  Grelle,  tum  39,  |t.  110.  —  6)  Memoire«  de  Tlnstitut, 
SaTZM  iSlrangeri,  1838,  pag.98.  —  t)  Joarnsl  deilatb^m.i  1839}  pag.  423; 
1840,  pag.  441;  1841,  pag.  I. 
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se  non  erro,  puo  ancora  esser  utile  in  ricercbe  particolari,  Uo 
creduto  anzi  di  esporre  compiutamente  i  principil  or  aeeennatt  si 
per  la  integritä  della  dimostrftziane»  e  al  per  dedarne  conseguense 
alquanto  piü  ampie  di  quelle  che  ne  ha  tratte  e  delle  qnali  ha 

avuto  bisogno  il  sig,  Liouville. 

Ho  pur  applicato  gli  stessi  principii  agrintegrali  Besseliani 
e  a  quelli  che  si  dieono  trinomUy  e  comprendono  glMutegrali  ellit« 
tici  di  ^  riina  e  seconda  specie  e  la  somma  d'rnia  celebre  Serie 
iper<;euiuetrica;  e  bo  finito  con  alcnni  teoremi  generali  iotorno 
all'inle!»ra?iione  delle  equazfon!  differenziali  Hneari  *)." 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  neuen  analytischen  Arbeiten  des 
Herrn  Verfassers,  in  denen  sich  namentlich  auch  ein  buchst  uiicr- 
kennungsiverthes  Streben  nach  analytischer  Strenge,  wodurch  die 
Integralrechnuni!^  nur  allein  zu  einer  wahren  Wist^euscbafl  erhoben 
werden  kanti,  kund  giebt,  die  80  sehr  Tcrdiente  Beachtung  auch 
in  Deutschland  in  vollkommenstem  Maasse  finden  m&gen. 


Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  für  vSchuie  und  Haus.  Von 
Dr.  Heinrich  Bolze.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.    Cottbus.    Albert  Heine.    1865.  8<». 

Dieses  in  zweiter,  vermehrter  und  verbesserter  Auflage  vor  uns 
liegende  Lehrbuch  der  Physik,  welches  sich  über  das  ganze  Gebiet 
der  Wissenschaft  und  auch  über  die  Grundlehren  der  Chemie  verbrei* 
tet,  ist  mit  grosser  Deutlichkeit  verfasst  und  hat  sich  l)ei  beson- 
nener Auswahl  des  Stoffs  mit  Recht  auf  das  beschränkt,  was 
in  der  Physik  als  ausgemacht  und  Zweifeln  nicht  unterwor- 
fen betrachtet  werden  darf.  Namentlich  in  dem  mechanischen 
Theile  hat  auch  die  elementare  Mathematik  eine  zweckmässige 
Anwendung  f^cfunden,  die  wir  nur  billigen  können  und  des- 
halb auch  wünschen  möchten,  dass  auch  in  der  Optik,  nament- 
lich iu  der  Lehre  von  den  Spiegeln  und  Linsen,  die  An%yenduDg 
der  Mathematik  sich  noch  mehr  geltend  gemacht  hätte.  Je- 
denfalls scheint  dieses  Bächlein  .ledern,  der  sich  ohpe  grosse 
mathematische  Vorkenntnisse  eine  gründliche  Kemilniss  von  den 
Hauptlehren  der  Physik  verschalYen  will,  und  aiK  Ii  als  Lehrbuch 
für  den  Unterricht  auf  Schulen  eiupiohlen  werden  zu  dürleu. 


1)  Non  ho  fiitta  menzion«  d'iina  .Memoria  det  l\  Pe^in  puhbiicata 
negli  Annali  del  Professore  Tortolini»  1803,  perehi  vcnne  a  mia  nu» 
tisia  aoltanto  depo  che  qaetti  atudi  erano  teminati. 
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P&OFBMOM  DI  CALCOLO  SlIBLlliB  ALL'vHVTKRMTA  EOMAMA: 
OKO  DBI  aOAUAMTA  DBLLA  aOCIBTA  ITALIAHA  DELLE  8CIBNZS  te.  BC 

(Fortsetsung  von  Literar.  Ber.  No.  CLXXV.  S.  14.) 

r  ' 

Memorie  e  Note  imertte  neli  Optra  inUtolata:  Rnccolia  di 
ieitere,  ed  altri  teritii  intorno  alla  Fisica  ed  alleMa* 
iematiehe,  eompUata  dal  Dr.  Clemente  Palomba,  dal  Dt, 
ignatio  Cugnoni  e  da  Bamaba  Toriolinii  voL  &,  in  tk 

Roma  1845—1840. 

20.  Lettera  ai  Reclattori,  Salla  quadratora  clelle  aoperficle  carv«,  e 

cubatara  de  solidi;  in  8.  fom.  1.  1845, 
27.  Nota  aopra  differenti  proprietä  di  alcane  eatwe  pSane  del 

qaarf  ordine:  in  8.  tero.  1:  1845. 
28»  Kofa  aopra  l'equasione  di  una  curva  del  sesto  ordine,  che 

slncoDfra  in  lin  problema  riguardante  relllsse:  in  8,  toin.  2.  1846. 

29.  Soluzione  dl  an  problema  relative  all^ellissoidc:  in  8.  tom.  2.  1846. 

30.  Nota  sopra  la  quadratura  della  superficie,  Inviluppo  dei  piani 
perpendicolari  coiidottt  alt'  estreinitä  dei  diametri  di  an'  ellia* 
aoide  data:  in  8.  tom.  2.  1846. 

31.  Nota  sopra  V  equazioni,  e  proprietä  di  una  curva  plana  luogo 
geometrico  dei  piedi  delle  perpendicolari  abhassate  da  un 
punto  fisso  sopra  Ic  tangenti  di  una  curva  data:  in 8.  tom.  3.  1847. 

aSI.  Nota  sulla  qoadiratara  dl  una  certa  superficie  cucTa:  in  Ö. 
tom.  4.  1848.  [ 

33.  Nota  suir  equazione  e  rettificazione  della  curva  plana  luogo 
geomctrico  di  «n  ptmto.  dal  quäle  se  si  conducono  due  tan- 
genti a  due  circoli  dati  di  egual  raggio,  ü  loro  prodotto  aia 
costante:  io  8.  fom.  4.  1S48. 

34.  Nota  suir  equazinne  della  curva  piana  luogo  geometHco  di 
an  punto  tale,  dal  quäle  coudotte  due  tangenti  ad  un'  elüsse 
data  P'angolo  delle  medesime  s^ia  costantc:   in  8.  tom.  1.  1848, 

3ö.  Nota  8ul  moviniento  dei  projetti  nell  aria:  in  8.  toni.  5.  1849. 

36.  Sulla  quadratura  di  aicune  curve  sferiche  provenienti  dall*  in- 
tersezione  di  un  cono^  e  di  uoa  sfera  coucentrica.  Estratto: 
in  8.  tom.  5.  1849. 

37.  Applicazione  dei  Irascendenti  ellittici  alla  riaolatioDe  di  alcuni 
problemi  riguardanti  le  attrazioni  dei  corpi:  in  8.  tom.  6.  1849. 

(iTorteetzung  iolgl») 
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ßf>rnhardt,  Ph.  Melanchthon  als  Mathematiker  ufid  Physi* 
ker.   gr.  8^.   Wittenberg,   brucb.    14  ^igr. 

Avitlinietllc. 

Lübsen.  Ausrührliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra  suiii  SelbstuDterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  praktischen  Lebens  bearbeitet.  8.  Aufl.  gr.  8^.  Leipzig, 
broch.   1  Thir.  10  Ngr. 

P.  Mofnik»  Mannale  di  aritmetica.    Tradetto  ad  ose  dei 
ginnasi  aästro-ital.  dal  G.  ZampierL    Parte  L   4.  Edis« 
Vfimu  broch.  16  Ngr. 

G.  Neuroann^  Vorlesungen  Aber  Riemann's  Theorie  der 
A belachen  Integrale,  gr.  8^.    Leipzig,   broch.  3  Thir.  20  Ngr« 

N.  Rnland,  Praktische  Anleltnng  snro  gründlichen  Unter- 
■riebt  in  der  Algebra.  Ausfflhrl.  AnflOsiing  der  in  Dr.  Ed,  Heis 
„Sammlung  von  Beispielen**  enthaltenen  Gleichangen  u«  Progres. 
slonen,  2.  Aufl.  gr.  8^.   Bonn,  broch.   1  ThIr.  18  Ngr. 

A.  Wiegend,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Arithmetik.  Für 
den  SchnIgebrauch  bearb.  5.  Aufl.  gr.  Bfi.  Halle,  broch.  12|  Ngr. 

J.  Zampieri,  Sammlung  von  Formeln,  Aufgahen  und  Bei- 
spielen aus  der  Arithmetik  u.  Algehra.  Auf  Grundlage  der  4.  Aufl. 
der  gleicMx  titelt  (II  Sammlung  von  J.  Salomon.  gr,  8^.  Wien, 
broch.    I  ThIr.  lö  Ngr. 

<^('ouietrle. 

C.  F.  Geiser,  Einige  geotuetriscbe  Betrachtungen.  8".  Zürich. 
Iiroch.   6  Ngr. 

C.  F.  Geiser,  (Jeher  eine  geometrische  Verwaudtschaft  de« 
zweiten  Grades.    8*^.    Zürich,    broch.    5  Mgr. 

O.  Hesse,  Vorlesungen  liber  die  analytibclie  Geometrie  der 
geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Lijene.  gr.  8^. 
Leipzig,   broch.    l  ThIr.  10  iNirr. 

Lehrpen.swm,  geometrischci»,  für  das  künigl.  Friedrich— Wil- 
helms-Gymnasium  zu  Köln.   8".    Köln.   8  Ngr. 

C.  Netimann^  Das  üirich let'sche  Princip  in  seiner  An- 
wendung auf  die  Riem  an  naschen  Flächen,  ^t.  9*,  Leipzig, 
hroch.   18  Ngr. 
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K.  Pohlke.  Darstellende  Geometrie,  l.  Abtb.  2.  Aufl.  gr.  8^. 
Mit  AtUn  in  4«    Berlin,  breeh.   1  Tblr. 

J.  G.  Wieeaner,  Berechnung  des  VerbSltniseee  den  Dinme* 
tere  cur  Peripherie  seines  Zirlrels  oder  die  ICrfindong  der  Quadra- 
tur des  Zirkels,   gr.  8**.   Jena,   brocb.    10  Ngr. 

Trij^onometrle. 

V.  Spitz,  Lcfirhuch  der  fhcnen  Poly?oriomctrie  nebst  Bei- 
spielen und  üehiiiigsuulgaben  zum  Gebrauch  an  höheren  Lehr- 
anstalten und  beim  iSelbststudium.  gr.  8^.  Leipzig,  brocb.  10  Ngr. 

C.  Spitz,  Lehrbuch  der  sphSrischen  Trigonometrie  nebst 
vielcD  Beispielen  über  deren  Anwendung  zun»  Gebrauch  an  höhe- 
ren Lehranstalten  uiui  beim  Selbststudium,  gr.  8^.  Leipzig. 
•     brocb.   1  Tbir.  5  Ngr. 

OemUtoie  uA  pwmMLiiMehB  Cte^mcMc  ffibertonpt. 

F.  Gravenhorst,  Censtroetion  und  AeweaduDg  eine«  Flft* 
chenmaassstabes  beim  Gebranch  des  Planimeterairi^els.  gr«  8^. 
C6slin.  broch.  7i  Ngr. 

E.  Pechmann«  Die  Abweichung  der  LotbÜoie  bei  astrono* 
mischen  Beobacbtungsetationen  uad  ihre  Borechoung  als  Erfor^ 
derniss  dner  Gradmessnng.  (Portsetanng.)  gr.  4^.  Wien,  broeli. 
3  Thir. 

^       Praktisclte  MecliaAÜk. 

G.  Assmann,  Hdlfstafeln  zur  Berechnung  eiserner  Träger 
und  Sifitsen.  Pur  den  praktischen  Gebrauch  bearbeitet,  gr.  8<>. 
Berlin,  cart.   26  ISgr. 

A.  Rbodius,  Ein  neuer  Lehrsatz  der  Aerodynamik  nebst  den 
Anwendungen  dieses  Satzes  auf  die  Gcldh'se  und  Wettermaschinen 
und  die  calorischen  IVlascbinen  und  auf  die  ßeiregungen  der 
Atmosphäre,  gr.  8^.  Boou.  brocb.   15  Ngr. 

E.  Log  Uli«,  A  Treatise  on  astronoray.  8".  New- York.  10». 

IVaiitfk. 

Wildner  und  Maithstein,  Die  Öchiffrahrt  mit  Compass  und 
Logg.   gr.  80.   Wien,  brocb.   1  Thlr.  10  Ngr. 

C.  E.  Brewer,  Katechismus  der  Naturlebre.  2.  Autl.  Vom 
H.  Gretscbel.  8^.   Leipzig,   brocb.   16  Ngr. 

Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  18^  Dargestellt  von  der 
physikal.  Gesellsch.  au  Berlin.  19.  Jahrg.  Redig,  von  E.  J  u  c  h  . 
mann.  2.  Abtb.   gr.  8^   Berlin,  broch.  2  Thlr. 

C.  Neu  mann.  Der  gegeoivärtige  Standpunkt  der  mathema- 
tischen  Physik,   gr.  8«    Tübingen,   broch.  6  Ngr. 
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